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Позначення

𝐴T — матриця, транспонована до матрицi 𝐴;

det(𝐴) — визначник матрицi 𝐴;

Q — поле рацiональних чисел;

R — поле дiйсних чисел;

C — поле комплексних чисел;

R𝑛 — лiнiйний простiр, елементами якого є вектор-стовпчики з 𝑛
компонентами;

𝑥 — вектор-стовпчик 𝑥;

𝑥T — вектор-рядок 𝑥;

R𝑛[𝑥] — лiнiйний простiр полiномiв з дiйсними коефiцiєнтами вiд
змiнної 𝑥 степеня не бiльше, нiж 𝑛;

𝐶[𝑎, 𝑏] — лiнiйний простiр неперервних функцiй, визначених на вiд-
рiзку [𝑎, 𝑏];

(𝑥, 𝑦) — скалярний добуток векторiв 𝑥 та 𝑦;

||𝑥|| =
√︀
(𝑥, 𝑥) — норма (довжина) вектора 𝑥;

tr(𝐴) — слiд матрицi 𝐴;

rank(𝐴) — ранг матрицi 𝐴;

∼ — еквiвалентнiсть матриць;

𝑅𝑖 — 𝑖-й рядок матрицi;

+3𝑅𝑖 — до даного рядка матрицi додати потроєний 𝑖-й рядок;

−2𝑅𝑖 — вiд даного рядка матрицi вiдняти подвоєний 𝑖-й рядок;

л.о. — лiнiйна оболонка.
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Вступ

Бiлiнiйнi та квадратичнi функцiї є однiєю з фундаментальних тем кур-
су лiнiйної алгебри. Їх апарат став незамiнним iнструментом для побудови
математичних моделей у теоретичнiй фiзицi, аналiтичнiй геометрiї, мате-
матичнiй статистицi та сучасних методах Data Science.

Пiдґрунтям цього рукопису став багаторiчний досвiд викладачiв кафе-
дри дослiдження операцiй факультету комп’ютерних наук та кiбернетики,
якi забезпечують викладання дисциплiни «Алгебра та геометрiя» на фа-
культетi, та iнших спецiалiстiв, посилання на роботи яких надано у списку
лiтературних джерел. Практика проведення занять виявила гостру потре-
бу в систематизованому навчальному посiбнику, що поєднував би теорети-
чний матерiал iз детальним розбором основних алгоритмiв розв’язування
задач. Метою рукопису є систематизацiя, уточнення та розвиток цього до-
свiду, подання його у доступнiй та зручнiй формi для студентiв.

Iз iснуючих посiбникiв, наведених у списку лiтератури, було успадкова-
но окремi базовi алгоритми та стандартнi прийоми. Водночас даний посi-
бник прагне цiлiсно систематизувати та послiдовно розкрити тему бiлiнiй-
них i квадратичних функцiй, придiляючи увагу як теоретичним аспектам,
так i практичним методам роботи.

Змiст посiбника охоплює всi ключовi аспекти теми: вiд базових озна-
чень бiлiнiйних функцiй та їхнiх матричних представлень до складнiших
питань, таких як зведення квадратичних форм до канонiчного вигляду,
застосування критерiю Сильвестра та класифiкацiя поверхонь другого по-
рядку. Окрему увагу придiлено поняттю еквiвалентностi форм, що є ва-
жливим для глибокого розумiння поведiнки функцiй багатьох змiнних.

Для ефективного закрiплення матерiалу та пiдготовки до контрольних
заходiв у посiбнику представлено добiрку задач для самостiйного розв’я-
зання. Вони розмiщенi в кiнцi кожного роздiлу за зростанням складностi
— вiд типових вправ до завдань, що потребують творчого пiдходу. Мате-
рiал повнiстю вiдповiдає навчальним програмам курсу «Алгебра та геоме-
трiя» факультету комп’ютерних наук та кiбернетики, що робить посiбник
надiйним помiчником для студентiв пiд час пiдготовки до колоквiумiв та
iспитiв.

Автор висловлює щиру подяку спецiалiсту з алгебри, доценту Рабано-
вичу В. I., а також професорам кафедри Мариничу О. В. та Самойленку
I. В. за цiннi поради, обговорення та пiдтримку пiд час пiдготовки руко-
пису.
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1 Бiлiнiйнi функцiї

В цьому роздiлi дано означення поняття бiлiнiйної функцiї, та неве-
дено методи, що дозволяють перевiряти, чи є функцiя бiлiнiйною. Також
означено матрицю бiлiнiйної функцiї та продемонстровано вiдповiднiсть
мiж матрицями 𝑛× 𝑛 та бiлiнiйними функцiями в 𝑛-вимiрному лiнiйному
просторi.

Нехай 𝑉 — лiнiйний простiр зi скалярним добутком над полем K (Q, R
або C ). Якщо такий простiр над полем R, то вiн називається евклiдовим
простором. Наприклад, простiр векторiв-стовпчикiв з дiйсними координа-
тами R𝑛 є евклiдовим, якщо у ньому введена операцiя скалярний добуток.
А якщо поле скалярiв є C, то простiр 𝑉 називається унiтарним.

Означення 1.1. Вiдображення 𝐵 : 𝑉 × 𝑉 → K називається бiлiнiйною
функцiєю, якщо для всiх 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉, 𝛼 ∈ K :

𝐵(𝑥+ 𝑦, 𝑧) = 𝐵(𝑥, 𝑧) +𝐵(𝑦, 𝑧),

𝐵(𝛼𝑥, 𝑧) = 𝛼𝐵(𝑥, 𝑧),

𝐵(𝑥, 𝑦 + 𝑧) = 𝐵(𝑥, 𝑦) +𝐵(𝑥, 𝑧),

𝐵(𝑥, 𝛼𝑦) = 𝛼𝐵(𝑥, 𝑦).

Далi розберемо два приклади бiлiнiйної функцiї.

Задача 1.1. Визначити, чи є 𝑔 бiлiнiйною функцiєю на просторi R3:

𝑔(𝑥, 𝑦) = ||𝑥+ 3𝑦||2 − ||𝑥||2 − 9||𝑦||2.

Розв’язання. Скористаємося формулою ||𝑥||2 = (𝑥, 𝑥) та властивостями
скалярного добутку:

𝑔(𝑥, 𝑦) = (𝑥+ 3𝑦, 𝑥+ 3𝑦)− (𝑥, 𝑥)− 9(𝑦, 𝑦)

= (𝑥, 𝑥) + 6(𝑥, 𝑦) + 9(𝑦, 𝑦)− (𝑥, 𝑥)− 9(𝑦, 𝑦) = 6(𝑥, 𝑦).

Оскiльки скалярний добуток векторiв (𝑥, 𝑦) є бiлiнiйною функцiєю в R3

(задовольняє всi умови означення 1.1) , то i функцiя 𝑔(𝑥, 𝑦) = 6(𝑥, 𝑦) є
бiлiнiйною.

Для наступного прикладу згадаємо означення слiду (trace) матрицi.

Означення 1.2. Слiд квадратної матрицi (позн. tr(𝐴)) — це сума еле-
ментiв її головної дiагоналi.
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Задача 1.2. Визначити, чи є 𝑓 бiлiнiйною функцiєю на лiнiйному про-
сторi квадратних матриць 𝑛× 𝑛:

𝑓(𝐴,𝐵) = tr(𝐴𝐵).

Розв’язання. Нехай

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ... 𝑎2𝑛
. . . . . . ... . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ... 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎠ , 𝐵 =

⎛⎜⎜⎝
𝑏11 𝑏12 . . . 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 ... 𝑏2𝑛
. . . . . . ... . . .
𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 ... 𝑏𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎠ .

Покажемо, що функцiя 𝑓 є симетричною:

𝑓(𝐴,𝐵) = tr(𝐴𝐵) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑗𝑖𝑎𝑖𝑗 = tr(𝐵𝐴) = 𝑓(𝐵,𝐴).

Тодi достатньо показати лiнiйнiсть лише за першим аргументом:

𝑓(𝐴+𝐵,𝐶) = tr((𝐴+𝐵)𝐶) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗)𝑐𝑗𝑖

=
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑐𝑗𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏𝑖𝑗𝑐𝑗𝑖 = tr(𝐴𝐶) + tr(𝐵𝐶) = 𝑓(𝐴,𝐶) + 𝑓(𝐵,𝐶),

𝑓(𝛼𝐴,𝐵) = tr((𝛼𝐴)𝐵) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(𝛼𝑎𝑖𝑗)𝑏𝑗𝑖 = 𝛼
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗𝑖 = 𝛼𝑓(𝐴,𝐵).

Отже, ми показали що дана функцiя є бiлiнiйною.

Задача 1.3. Довести, що бiлiнiйна функцiя повнiстю визначається сво-
їми значеннями на базисних векторах.

Розв’язання. Нехай 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 — базис простору 𝑉 , а 𝐵 : 𝑉 × 𝑉 → K —
бiлiнiйна функцiя.

Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 маємо розклади

𝑥 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖, 𝑦 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑦𝑗𝑒𝑗.
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Тодi за бiлiнiйнiстю

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝐵

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖,
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑦𝑗𝑒𝑗

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑦𝑗 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗). (1)

Отже, значення 𝐵(𝑥, 𝑦) однозначно визначається координатами векторiв
𝑥 та 𝑦 i значеннями бiлiнiйної функцiї на базисних векторах 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗).

Складемо матрицю 𝐴 iз значень бiлiнiйної функцiї 𝐵 на всiх можливих
парах базисних векторiв: 𝑎𝑖𝑗 = 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗). Тодi з рiвностi (1) маємо

𝐵(𝑥, 𝑦) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑦𝑗 𝑎𝑖𝑗 = 𝑥T𝐴𝑦. (2)

Означення 1.3. Матрицею бiлiнiйної функцiї 𝐵 у базисi 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 нази-
вається матриця 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ 𝑀𝑛(K), де

𝑎𝑖𝑗 = 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 в цьому базисi мають координати 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 =
(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛), то

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑥T𝐴𝑦. (3)

З цього означення та попередньої задачi робимо висновок, що бiлiнiйна
функцiя однозначно задається своєю матрицею.

Задача 1.4. Нехай бiлiнiйна функцiя 𝑓 задана в деякому базисi матри-
цею 𝐹 . Знайти 𝑓(𝑥, 𝑦), якщо:

𝐹 =

⎛⎝ 2 3 −1
0 5 4
−3 1 2

⎞⎠ , 𝑥 =

⎛⎝ 2
−1
4

⎞⎠ , 𝑦 =

⎛⎝ 3
0
−2

⎞⎠ ,

де координати векторiв записанi у цьому ж базисi.

Розв’язання. З рiвностi (3) маємо

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥T𝐹𝑦 =
(︀
2 −1 4

)︀⎛⎝ 2 3 −1
0 5 4
−3 1 2

⎞⎠⎛⎝ 3
0
−2

⎞⎠ = −28.

Вiдповiдь. -28.
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Нагадаємо, що квадратна матриця називається виродженою, якщо її
визначник рiвний нулю. Бiлiнiйнi функцiї також подiляються на виродженi
та невиродженi.

Означення 1.4. Бiлiнiйна функцiя є виродженою, якщо її матриця ви-
роджена.

Означення 1.5. Множина {𝑢 ∈ 𝑉 |𝐵(𝑢, 𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉 } називається
лiвим ядром бiлiнiйної функцiї 𝐵, а множина {𝑣 ∈ 𝑉 |𝐵(𝑢, 𝑣) = 0 ∀𝑢 ∈
𝑉 } — правим ядром 𝐵.

Задача 1.5. Довести, що для виродженої бiлiнiйної функцiї її лiве та
праве ядро мiстять вектори, вiдмiннi вiд нульового.

Розв’язання. Нехай 𝐵 — вироджена бiлiнiйна функцiя, що має матрицю
𝐴 таку, що det(𝐴) = 0. Вектор 𝑢 ∈ 𝑉 належить лiвому ядру тодi i тiльки
тодi, коли для будь-якого вектора 𝑣 ∈ 𝑉 виконується рiвнiсть 𝐵(𝑢, 𝑣) = 0.
У координатному записi це еквiвалентно умовi:

𝑢T𝐴𝑣 = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉 =⇒ 𝑢T𝐴 = 0T =⇒ 𝐴𝑇𝑢 = 0. (4)

Оскiльки det(𝐴T) = det(𝐴) = 0, однорiдна система лiнiйних рiвнянь𝐴T𝑢 =
0 має безлiч розв’язкiв. Отже, iснує щонайменше один ненульовий вектор-
стовпець координат 𝑢 ̸= 0, що задовольняє цю систему. Вiдповiдний йому
вектор 𝑢 ∈ 𝑉 є ненульовим i належить лiвому ядру 𝐵.

Вектор 𝑣 ∈ 𝑉 належить правому ядру, якщо для будь-якого вектора
𝑢 ∈ 𝑉 виконується 𝐵(𝑢, 𝑣) = 0. У координатному записi це означає:

𝑢𝑇𝐴𝑣 = 0 ∀𝑢 ∈ 𝑉 =⇒ 𝐴𝑣 = 0. (5)

Оскiльки det(𝐴) = 0, однорiдна система 𝐴𝑣 = 0 так само має ненульовi
розв’язки. Отже, iснує ненульовий вектор-стовпець 𝑣 ̸= 0, якому вiдповiдає
ненульовий вектор 𝑣 ∈ 𝑉 , що належить правому ядру 𝐵.

Задача 1.6. Знайти лiве та праве ядра бiлiнiйної функцiї 𝑓 , заданої в
базисi (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) матрицею

𝐴 =

⎛⎝2 −3 1
3 −5 5
5 −8 6

⎞⎠ .
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Розв’язання. Лiве ядро 𝑓 отримаємо iз останньої рiвностi у виразi (4). Тоб-
то розв’яжемо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь з матрицею 𝐴T:⎛⎝ 2 3 5

−3 −5 −8
1 5 6

⎞⎠ ∼

⎛⎝ 1 5 6
−3 −5 −8
2 3 5

⎞⎠+3𝑅1

−2𝑅1

∼

⎛⎝1 5 6
0 10 10
0 −7 −7

⎞⎠ ∼
(︂
1 5 6
0 1 1

)︂
∼

∼
(︂
1 0 1
0 1 1

)︂
,

𝑥1 = −𝑥3,
𝑥2 = −𝑥3,

𝑥1 𝑥2 𝑥3
-1 -1 1

Отже, лiвим ядром 𝑓 є лiнiйна оболонка (л.о.) вектора (−1, −1, 1).
Праве ядро 𝑓 знайдемо з останньої рiвностi у виразi (5), тобто розв’яже-

мо систему лiнiйних однорiдних рiвнянь з матрицею 𝐴:⎛⎝2 −3 1
3 −5 5
5 −8 6

⎞⎠ −𝑅1

−𝑅1 −𝑅2

∼

⎛⎝2 −3 1
1 −2 4
0 0 0

⎞⎠ ∼
(︂
1 −2 4
0 1 −7

)︂
∼

∼
(︂
1 0 −10
0 1 −7

)︂
,

𝑥1 = 10𝑥3,
𝑥2 = 7𝑥3,

𝑥1 𝑥2 𝑥3
10 7 1

Таким чином, правим ядром 𝑓 є лiнiйна оболонка вектора (10, 7, 1).

Вiдповiдь. Лiве ядро: л.о.⟨ (−1,−1, 1) ⟩; праве ядро: л.о.⟨ (10, 7, 1) ⟩.

1.1 Задачi для самостiйного розв’язання.

Задача 1.7. З’ясуйте, чи є функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) бiлiнiйною на заданому лi-
нiйному просторi 𝑉 :

а) 𝑉 = R2, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦2 − 3𝑥2𝑦1 + 2;

б) 𝑉 = R𝑛, 𝑓(𝑥, 𝑦) = (
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖)
(︁∑︀𝑛

𝑗=1 𝑦𝑗

)︁
;

в) 𝑉 = 𝐶[𝑎, 𝑏] — лiнiйний простiр неперервних функцiй, визначених

на [𝑎, 𝑏] ⊂ R з дiйсними значеннями, 𝑓(𝑢, 𝑣) =
∫︀ 𝑏

𝑎 𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡.

Задача 1.8. Нехай R2[𝑥] — лiнiйний простiр многочленiв з дiйсними
коефiцiєнтами степеня не вище 2. Визначте, чи є бiлiнiйною функцiя
𝑓(𝑝, 𝑞) = 𝑝(1) · 𝑞′(0), 𝑝, 𝑞 ∈ R2[𝑥]. Якщо так, знайдiть її матрицю в
базисi 1, 𝑡, 𝑡2.
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Задача 1.9. Обчислiть значення бiлiнiйної функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦), якщо 𝑥 =
(1, 2, 0), 𝑦 = (−1, 0, 3), а матриця бiлiнiйної функцiї 𝑓 у базисi, в якому
заданi координати векторiв, має вигляд:

𝐹 =

⎛⎝0 1 −1
2 3 0
1 −2 5

⎞⎠ .

Задача 1.10. Знайдiть усi значення параметра 𝜆, при яких бiлiнiйна
функцiя 𝑓 є виродженою, якщо її матриця в деякому базисi має вигляд:

𝐴 =

⎛⎝1 𝜆 0
2 4 1
0 1 2

⎞⎠ .

Задача 1.11. Знайдiть лiве та праве ядра бiлiнiйної функцiї 𝑓 на про-
сторi R3, яка в стандартному базисi задана формулою:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + 2𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 + 3𝑥2𝑦2.

Задача 1.12. Доведiть, що сума двох бiлiнiйних функцiй 𝐵1(𝑥, 𝑦) та
𝐵2(𝑥, 𝑦) також є бiлiнiйною функцiєю. Якою буде матриця суми 𝐵1+𝐵2,
якщо матрицi доданкiв у даному базисi дорiвнюють 𝐴1 та 𝐴2 вiдповiдно?

2 Матриця бiлiнiйної функцiї в рiзних

базисах.

Оскiльки матриця бiлiнiйної функцiї — це таблиця її значень на всiх
можливих парах базисних векторiв, то одна й та сама бiлiнiйна функцiя в
рiзних базисах матиме рiзнi матрицi. У наступнiй задачi отримаємо фор-
мулу зв’язку для цих матриць.

Задача 2.1. Нехай 𝑓 — бiлiнiйна функцiя з матрицею 𝐴 у базисi 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛.
Знайти матрицю цiєї ж бiлiнiйної функцiї в базисi 𝑒′1, . . . , 𝑒

′
𝑛.

Розв’язання. Нехай вектори 𝑥 та 𝑦 мають координати

𝑥 =

⎛⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
...
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠ , 𝑦 =

⎛⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
...
𝑦𝑛

⎞⎟⎟⎠
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у базисi 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 та координати

𝑥′ =

⎛⎜⎜⎝
𝑥′1
𝑥′2
...
𝑥′𝑛

⎞⎟⎟⎠ , 𝑦′ =

⎛⎜⎜⎝
𝑥′1
𝑥′2
...
𝑥′𝑛

⎞⎟⎟⎠
у базисi 𝑒′1, . . . , 𝑒

′
𝑛. Тодi мiж старими та новими координатами iснує спiв-

вiдношення
𝑥 = 𝑇𝑥′, 𝑦 = 𝑇𝑦′,

де 𝑇 — матриця переходу вiд старого базису до нового.
Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛 маємо:

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥T𝐴𝑦 = (𝑇𝑥′)T𝐴(𝑇𝑦′) = (𝑥′)T(𝑇T𝐴𝑇 ) 𝑦′.

Оскiльки
𝑓(𝑥′, 𝑦′) = 𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑥′)T(𝑇T𝐴𝑇 ) 𝑦′,

матриця бiлiнiйної форми 𝑓 в новому базисi дорiвнює

𝐴′ = 𝑇T𝐴𝑇. (6)

Вiдповiдь. 𝑇T𝐴𝑇.

Задача 2.2. Вiдома матриця бiлiнiйної функцiї 𝑓 в базисi {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3}:

𝐴 =

⎛⎜⎝2 5 1

0 3 4

5 2 0

⎞⎟⎠ .

Знайти матрицю 𝑓 в базисi 𝑏′1 = 𝑏1 + 2𝑏2, 𝑏
′
2 = 𝑏1 − 𝑏3, 𝑏

′
3 = 𝑏1 − 𝑏2 + 𝑏3.

Розв’язання. З попередньої задачi знаємо, що матриця бiлiнiйної функцiї
у новому базисi обчислюється за формулою (6). Для того, щоб нею ско-
ристатися, знайдемо матрицю переходу 𝑇 : по стовпцям матрицi запишемо
координати нових базисних векторiв у старому базисi.

𝑇 =

⎛⎝ | | |
[𝑏′1]ст. [𝑏′2]ст. [𝑏′3]ст.
| | |

⎞⎠ =

⎛⎜⎝1 1 1

2 0 −1

0 −1 1

⎞⎟⎠ .
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Обчислимо за формулою (6):

𝐴′ =

⎛⎜⎝1 2 0

1 0 −1

1 −1 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝2 5 1

0 3 4

5 2 0

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝1 1 1

2 0 −1

0 −1 1

⎞⎟⎠ =

⎛⎝24 −7 0
3 −4 −5
15 10 0

⎞⎠ .

Вiдповiдь.

⎛⎝24 −7 0
3 −4 −5
15 10 0

⎞⎠.
Задача 2.3. Нехай 𝑔 — бiлiнiйна функцiя з матрицею 𝐺 в деякому ба-
зисi простору 𝑉 , а 𝒜 — лiнiйний оператор у 𝑉 з матрицею 𝐴 у цьому
ж базисi. Знайти в цьому базисi матрицю бiлiнiйної функцiї 𝑓(𝑢, 𝑣) =
𝑔(𝑢,𝒜(𝑣)), якщо:

𝐺 =

⎛⎝ 2 1 −3
0 4 5
−1 2 1

⎞⎠ , 𝐴 =

⎛⎝3 −2 1
1 0 −4
2 5 0

⎞⎠ .

Розв’язання.
𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑢T𝐺𝑣, 𝒜(𝑣) = 𝐴𝑣.

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑔(𝑢,𝒜(𝑣)) = 𝑢T𝐺𝒜(𝑣) = 𝑢T(𝐺𝐴)𝑣.

Отже, матриця бiлiнiйної функцiї 𝑓 в цьому базисi дорiвнює добутку ма-
триць

𝐺𝐴 =

⎛⎝ 2 1 −3
0 4 5
−1 2 1

⎞⎠⎛⎝3 −2 1
1 0 −4
2 5 0

⎞⎠ =

⎛⎜⎝ 1 −19 −2

14 25 −16

1 7 −9

⎞⎟⎠ .

Вiдповiдь.

⎛⎜⎝ 1 −19 −2

14 25 −16

1 7 −9

⎞⎟⎠.
Означення 2.1. Рангом бiлiнiйної функцiї називається ранг її матрицi
в деякому базисi.

Задача 2.4. Довести, що ранг бiлiнiйної функцiї не залежить вiд базису,
в якому записана її матриця.
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Розв’язання. Нехай 𝐴 — матриця бiлiнiйної функцiї в базисi 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛, а
𝐴′ — її матриця в базисi 𝑒′1, . . . , 𝑒

′
𝑛. Цi матрицi пов’язанi спiввiдношенням:

𝐴′ = 𝑇T𝐴𝑇,

де 𝑇 — матриця переходу вiд старого базису до нового. Оскiльки 𝑇 —
матриця переходу мiж базисами, вона є невиродженою (det𝑇 ̸= 0). Вiдпо-
вiдно, транспонована матриця 𝑇T також є невиродженою. Вiдомо, що при
множеннi довiльної матрицi на невироджену матрицю її ранг не змiнює-
ться. Оскiльки матриця 𝐴′ отримана з 𝐴 шляхом послiдовного множення
на невиродженi матрицi 𝑇T та 𝑇 , то:

rank(𝐴′) = rank(𝑇T𝐴𝑇 ) = rank(𝐴).

Таким чином, ранг бiлiнiйної функцiї є iнварiантом щодо замiни базису.

2.1 Задачi для самостiйного розв’язання.

Задача 2.5. Бiлiнiйна функцiя 𝑓 у базисi {𝑏1, 𝑏2} має матрицю
(︂
6 −1
3 7

)︂
.

Знайдiть її матрицю в базисi {𝑏′1, 𝑏′2}, якщо 𝑏′1 = 𝑏1 + 𝑏2, 𝑏
′
2 = 2𝑏1 − 𝑏2.

Задача 2.6. Матриця бiлiнiйної функцiї 𝐵 у базисi {𝑓1, 𝑓2, 𝑓3} дорiвнює
одиничнiй матрицi 𝐸. Знайдiть матрицю цiєї функцiї в базисi:

𝑓 ′
1 = 𝑓1, 𝑓 ′

2 = 𝑓1 + 𝑓2, 𝑓 ′
3 = 𝑓1 + 𝑓2 + 𝑓3.

Задача 2.7. Нехай 𝑓(𝑥, 𝑦) — бiлiнiйна функцiя, а 𝐴 та 𝐵 — лiнiйнi опера-
тори в просторi 𝑉 . Доведiть, що функцiя ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝐴(𝑥), 𝐵(𝑦)) також
є бiлiнiйною. Знайдiть її матрицю 𝐻, якщо в даному базисi функцiя 𝑓
має матрицю 𝐹 , а оператори 𝐴 та 𝐵 — матрицi 𝑀𝐴 та 𝑀𝐵 вiдповiдно.

Задача 2.8. Як змiниться матриця бiлiнiйної функцiї, якщо:

а) переставити мiсцями два базиснi вектори 𝑒𝑖 та 𝑒𝑗;

б) помножити базисний вектор 𝑒𝑖 на ненульове число 𝛼?

Задача 2.9. Знайдiть матрицю переходу 𝑇 вiд стандартного базису в
R2 до базису {𝑢, 𝑣}, якщо вiдомо, що матриця бiлiнiйної функцiї 𝑔(𝑥, 𝑦) =

𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 у базисi {𝑢, 𝑣} стала дорiвнювати

(︂
2 1
1 1

)︂
. Чи є такий базис

єдиним?
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3 Симетричнi та кососиметричнi бiлiнiйнi

функцiї.

Важливими класами бiлiнiйних функцiй є симетричнi та кососиметри-
чнi. У цьому роздiлi ми визначимо, як виглядають матрицi таких функцiй,
та дослiдимо деякi їх властивостi.

Означення 3.1. Бiлiнiйна функцiя 𝐵 — симетрична, якщо для будь-яких
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 :

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑦, 𝑥).

Задача 3.1. Якщо бiлiнiйна функцiя симетрична, то її матриця в до-
вiльному базисi симетрична. Довести це.

Розв’язання. Нехай 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 — деякий базис, а 𝐴 — матриця бiлiнiйної
функцiї 𝐵 в цьому базисi. Оскiльки елемент матрицi 𝐴, що стоїть у 𝑖-му
рядку та 𝑗-му стовпчику 𝑎𝑖𝑗 = 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝑎𝑗𝑖 за симетричнiстю
функцiї 𝐵. Отже, матриця 𝐴 симетрична.

Задача 3.2. Якщо бiлiнiйна функцiя має симетричну матрицю в деяко-
му базисi, то ця функцiя симетрична. Довести це.

Розв’язання. Нехай 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 — базис, у якому матриця 𝐵 є симетричною,
тобто 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗), де 𝑎𝑖𝑗 = 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) i 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖.

Нехай 𝑥 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖, 𝑦 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑦𝑗𝑒𝑗. Тодi за бiлiнiйнiстю

𝐵(𝑥, 𝑦) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 𝑎𝑖𝑗, 𝐵(𝑦, 𝑥) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑦𝑖𝑥𝑗 𝑎𝑖𝑗.

Зробимо перейменування iндексiв у другiй сумi:

𝐵(𝑦, 𝑥) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 𝑎𝑗𝑖.

Оскiльки 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖, то

𝐵(𝑦, 𝑥) =
∑︁
𝑖,𝑗

𝑥𝑖𝑦𝑗 𝑎𝑖𝑗 = 𝐵(𝑥, 𝑦).

Отже, 𝐵 є симетричною.
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Означення 3.2. Бiлiнiйнi функцiї 𝑓 та 𝑔 називаються еквiвалентни-
ми, якщо одну можна отримати з iншої шляхом невиродженої замiни
змiнних (переходу до iншого базису).

Задача 3.3. Не виконуючи обчислень, з’ясувати, чи є еквiвалентними
бiлiнiйнi функцiї

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 3𝑥1𝑦1 + 2𝑥1𝑦2 − 𝑥1𝑦3 + 5𝑥2𝑦1 + 7𝑥2𝑦3 − 4𝑥3𝑦1 + 𝑥3𝑦2 + 𝑥3𝑦3,

𝑓2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥1𝑦1 − 4𝑥1𝑦3 + 𝑥2𝑦2 − 4𝑥3𝑦1 + 5𝑥3𝑦3.

Розв’язання. Матрицi бiлiнiйних функцiй 𝑓1 та 𝑓2 дорiвнюють вiдповiдно:⎛⎜⎝ 3 2 −1

5 0 7

−4 1 1

⎞⎟⎠ та

⎛⎜⎝ 2 0 −4

0 1 0

−4 0 5

⎞⎟⎠ .

Матриця 𝑓2 є симетричною, це означає, що друга бiлiнiйна функцiя є симе-
тричною: 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑦, 𝑥) для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 , незалежно вiд базису,
в якому записанi координати векторiв. Функцiя 𝑓1 не має такої властивостi.
Тому 𝑓1 та 𝑓2 не еквiвалентнi.

Теорема 3.3. Бiлiнiйна функцiя має дiагональну матрицю в деякому ба-
зисi тодi й лише тодi, коли вона симетрична.

Доведення. Необхiднiсть ми уже довели в задачi 3.2. Достатнiсть є класи-
чним результатом лiнiйної алгебри, її доведення можна знайти, наприклад,
в пiдручнику [6], теорема 4, с.323.

Задача 3.4. Не виконуючи обчислень, з’ясувати, для якої з бiлiйних фун-
кцiй 𝑓 iснує базис, у якому матриця цiєї функцiї є дiагональною:

а) −𝑥1𝑦1 − 12𝑥1𝑦2 − 12𝑥2𝑦1 − 3𝑥2𝑦2 + 𝑥3𝑦1 − 4𝑥3𝑦3;

б) −11𝑥1𝑦2 − 11𝑥2𝑦1 + 3𝑥2𝑦2 + 5𝑥2𝑦3 + 5𝑥3𝑦2 − 𝑥3𝑦3.

Розв’язання. Запишемо матрицi цих бiлiнiйних функцiй:⎛⎜⎝ −1 −12 0

−12 −3 0

1 0 −4

⎞⎟⎠ та

⎛⎜⎝ 0 −11 0

−11 3 5

0 5 −1

⎞⎟⎠ .

Бачимо, що друга бiлiнiйна функцiя є симетричною, отже вона має дiаго-
нальну матрицю в деякому базисi.

15



Вiдповiдь. б).

Означення 3.4. Бiлiнiйна функцiя 𝐵(𝑥, 𝑦) називається кососиметричною,
якщо для будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 :

𝐵(𝑥, 𝑦) = −𝐵(𝑦, 𝑥).

Задача 3.5. Доведiть, що бiлiнiйна функцiя 𝐵 є кососиметричною тодi
i тiльки тодi, коли її матриця 𝐴 у довiльному базисi задовольняє умову
𝐴T = −𝐴.

Розв’язання. За означенням матрицi бiлiнiйної функцiї елементи матрицi
𝐴 рiвнi 𝑎𝑖𝑗 = 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗).

(⇒) Нехай функцiя 𝐵 кососиметрична. Тодi для будь-яких 𝑖, 𝑗:

𝑎𝑖𝑗 = 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = −𝐵(𝑒𝑗, 𝑒𝑖) = −𝑎𝑗𝑖.

Це рiвносильно матричнiй рiвностi 𝐴 = −𝐴T або 𝐴T = −𝐴.
(⇐) Нехай 𝐴T = −𝐴. Тодi для довiльних векторiв 𝑥, 𝑦:

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝑥T𝐴𝑦 = (𝑥T𝐴𝑦)T = 𝑦T𝐴T𝑥 = 𝑦T(−𝐴)𝑥 = −(𝑦T𝐴𝑥) = −𝐵(𝑦, 𝑥),

де друга рiвнiсть означає, що матриця розмiру 1×1 (результат виконання
операцiй 𝑥T𝐴𝑦 є числом) не змiнюється при транспонуваннi. А для третьої
рiвностi використано тотожнiсть (𝐴𝐵)T = 𝐵T𝐴T.

Задача 3.6. Нехай 𝑉 = R2, 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2)
T та 𝜂 = (𝜂1, 𝜂2)

T. Перевiрте,
чи є бiлiнiйна функцiя, що задається визначником матрицi складеної з
векторiв 𝜉 та 𝜂, кососиметричною:

𝑓(𝜉, 𝜂) = det

(︂
𝜉1 𝜂1
𝜉2 𝜂2

)︂
.

Знайдiть її матрицю в стандартному базисi.

Розв’язання. Перевiримо кососиметричнiсть, використовуючи властивiсть
визначника (при перестановцi стовпцiв знак змiнюється):

𝑓(𝜂, 𝜉) = det

(︂
𝜂1 𝜉1
𝜂2 𝜉2

)︂
= − det

(︂
𝜉1 𝜂1
𝜉2 𝜂2

)︂
= −𝑓(𝜉, 𝜂).

Отже, функцiя є кососиметричною.
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Знайдемо матрицю 𝐴 у стандартному базисi 𝑒1 = (1, 0), 𝑒2 = (0, 1):

𝑎11 = 𝑓(𝑒1, 𝑒1) = det

(︂
1 1
0 0

)︂
= 0; 𝑎12 = 𝑓(𝑒1, 𝑒2) = det

(︂
1 0
0 1

)︂
= 1;

𝑎21 = 𝑓(𝑒2, 𝑒1) = det

(︂
0 1
1 0

)︂
= −1; 𝑎22 = 𝑓(𝑒2, 𝑒2) = det

(︂
0 0
1 1

)︂
= 0.

Отже, шукана матриця: 𝐴 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
.

Вiдповiдь.

(︂
0 1
−1 0

)︂
.

Скалярний добуток векторiв в евклiдовому просторi R𝑛 є бiлiнiйною
функцiєю, оскiльки вiн задовольняє всi вимоги означення 1.1. У ортонор-
мованому базисi скалярний добруток обчислюється за формулою

(𝑥, 𝑦) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 = 𝑥T𝐸𝑦,

тобто має матрицю 𝐸 (одиничну матрицю). Але якщо базис не ортонормо-
ваний, то матрицею скалярного добутку у цьому базисi є деяка матриця
𝐹 , що вiдрiзняється вiд одиничної. Отже, в такому базисi скалярний до-
буток обчислюється за формулою (𝑥, 𝑦) = 𝑥T𝐹𝑦, i умова ортогональностi
векторiв: 𝑥T𝐹𝑦 = 0. Саме така ортогональнiсть вимагається у наступнiй
задачi.

Задача 3.7. Знайти ортогональне доповнення до лiнiйної оболонки ⟨𝑓1, 𝑓2⟩
вiдносно бiлiнiйної функцiї з матрицею 𝐹 , якщо

𝐹 =

⎛⎜⎝ 1 −1 2

−1 0 −3

2 −3 7

⎞⎟⎠ , 𝑓1 =

⎛⎝1
2
3

⎞⎠ , 𝑓2 =

⎛⎝4
5
6

⎞⎠ .

Розв’язання. Потрiбно знайти всi такi вектори 𝑥 ∈ 𝑉 , що

{︃
𝑓T
1 𝐹𝑥 = 0

𝑓T
2 𝐹𝑥 = 0

.

Обчислимо добутки

𝑓T
1 𝐹 = (1, 2, 3)

⎛⎜⎝ 1 −1 2

−1 0 −3

2 −3 7

⎞⎟⎠ =

⎛⎝ 5
−10
17

⎞⎠ ,
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𝑓T
2 𝐹 = (4, 5, 6)

⎛⎜⎝ 1 −1 2

−1 0 −3

2 −3 7

⎞⎟⎠ =

⎛⎝ 11
−22
35

⎞⎠ .

В результатi маємо однорiдну систему рiвнянь:

{︃
5𝑥1 − 10𝑥2 + 17𝑥3 = 0

11𝑥1 − 22𝑥2 + 35𝑥3 = 0.

Розв’яжемо її методом Гаусса:(︂
5 −10 17

11 −22 35

)︂
𝑅1 → 𝑅2 − 2𝑅1

𝑅2 → 𝑅1
∼
(︂
1 −2 1

5 −10 17

)︂
∼
(︂
1 −2 0

0 0 1

)︂
𝑥1 = 2𝑥2,
𝑥3 = 0,

𝑥1 𝑥2 𝑥3
2 1 0

Отже, л.о.⟨ (2, 1, 0)T ⟩ — шукане ортогональне доповнення вiдносно 𝐹 .

Вiдповiдь. л.о.⟨ (2, 1, 0)T ⟩.

Задача 3.8. Нехай 𝑔 — бiлiнiйна функцiя на 𝑉 . Доведiть, що

𝑔(𝑥, 𝑥) = 0 ∀𝑥 ∈ 𝑉

тодi i тiльки тодi, коли 𝑔 є кососиметричною.

Розв’язання. (⇐) Нехай 𝑔 — кососиметрична, тобто 𝑔(𝑥, 𝑦) = −𝑔(𝑦, 𝑥) для
будь-яких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 . Покладемо 𝑦 = 𝑥. Тодi 𝑔(𝑥, 𝑥) = −𝑔(𝑥, 𝑥), звiдси
𝑔(𝑥, 𝑥) = 0.

(⇒) Нехай 𝑔(𝑥, 𝑥) = 0 для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑉 . Розглянемо значення
функцiї на парi векторiв 𝑥+ 𝑦 та 𝑥+ 𝑦:

𝑔(𝑥+ 𝑦, 𝑥+ 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑥) + 𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑦, 𝑥) + 𝑔(𝑦, 𝑦).

За умовою 𝑔(𝑥+ 𝑦, 𝑥+ 𝑦) = 0, 𝑔(𝑥, 𝑥) = 0 та 𝑔(𝑦, 𝑦) = 0. Пiдставляючи цi
значення, маємо:

0 = 0 + 𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑦, 𝑥) + 0 =⇒ 𝑔(𝑥, 𝑦) = −𝑔(𝑦, 𝑥).

Отже, функцiя 𝑔 є кососиметричною за означенням.
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3.1 Задачi для самостiйного розв’язання.

Задача 3.9. Знайдiть матрицю бiлiнiйної функцiї

𝐵(𝑥, 𝑦) = 7𝑥1𝑦1 + 9𝑥1𝑦2 + 8𝑥2𝑦1 + 5𝑥2𝑦2

та визначте, чи є вона симетричною або кососиметричною.

Задача 3.10. Чи iснує базис, у якому матриця бiлiнiйної функцiї

𝐵(𝑥, 𝑦) = 7𝑥1𝑦2 − 7𝑥2𝑦1 + 11𝑥2𝑦3 − 11𝑥3𝑦2

є дiагональною? Обґрунтуйте вiдповiдь без обчислень.

Задача 3.11. Нехай 𝐵 — кососиметрична бiлiнiйна функцiя на R3. До-
ведiть, що det𝐴 = 0, де 𝐴 — її матриця.

Задача 3.12. З’ясуйте, чи є еквiвалентними бiлiнiйнi функцiї з матри-
цями

𝐴 =

⎛⎝ 0 3 0
−3 0 0
0 0 0

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ 0 6 0
−6 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

Задача 3.13. Подайте довiльну бiлiнiйну функцiю 𝐵 у виглядi суми си-
метричної та кососиметричної:

𝐵(𝑥, 𝑦) = 𝐵𝑠(𝑥, 𝑦) +𝐵𝑎(𝑥, 𝑦),

де 𝐵𝑠 — симетрична, а 𝐵𝑎 — кососиметрична. Доведiть єдинiсть такого
розкладу.

Задача 3.14. Знайдiть усi вектори, ортогональнi до вектора 𝑣 вiдносно
бiлiнiйної функцiї з матрицею 𝐴, якщо

𝑣 =

⎛⎝1
2
3

⎞⎠ , 𝐴 =

⎛⎝ 3 −1 0
−1 3 −1
0 −1 3

⎞⎠ .

Задача 3.15. Доведiть, що ранг кососиметричної матрицi є парним.
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4 Квадратичнi функцiї та квадратичнi фор-

ми. Поняття полярної бiлiнiйної функцiї.

Пiдставимо у бiлiнiйну функцiю 𝐵 на мiсце першого та другого аргу-
менту один i той самий вектор 𝑥 — отримаємо функцiю, що дiє iз 𝑉 в R,
яку називають квадратичною. Отже, квадратичну функцiю можна отри-
мати з бiлiнiйної, а чи можна вiдновити бiлiнiйну форму з квадратичної?
З’ясуємо у цьому роздiлi.

Означення 4.1. Нехай 𝑔(𝑥, 𝑦) — деяка бiлiнiйна функцiя. Тодi

𝑓(𝑥) := 𝑔(𝑥, 𝑥)

називається квадратичною функцiєю, породженою 𝑔.

Означення 4.2. Симетрична бiлiнiйна функцiя 𝑔(𝑥, 𝑦), яка породжує
квадратичну функцiю 𝑓(𝑥) називається полярною бiлiнiйною функцiєю
квадратичної функцiї 𝑓(𝑥).

Означення 4.3. Матрицею квадратичної функцiї 𝑓 називається матри-
ця її полярної бiлiнiйної функцiї.

Задача 4.1. Довести, що полярну бiлiнiйну функцiю квадратичної фун-
кцiї 𝑓(𝑥) можна обчислити за формулою

𝐺(𝑥, 𝑦) =
1

2
(𝑓(𝑥+ 𝑦)− 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)). (7)

Розв’язання. За означенням, квадратична функцiя 𝑓(𝑥) породжується си-
метричною бiлiнiйною функцiєю 𝐺(𝑥, 𝑦) як 𝑓(𝑥) = 𝐺(𝑥, 𝑥). Розпишемо
вираз 𝑓(𝑥+ 𝑦), використовуючи бiлiнiйнiсть та симетричнiсть 𝐺 (полярна
функцiя є симетричною):

𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝐺(𝑥+ 𝑦, 𝑥+ 𝑦) = 𝐺(𝑥, 𝑥) +𝐺(𝑥, 𝑦) +𝐺(𝑦, 𝑥) +𝐺(𝑦, 𝑦).

Оскiльки 𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐺(𝑦, 𝑥) (симетричнiсть), а 𝐺(𝑥, 𝑥) = 𝑓(𝑥) та 𝐺(𝑦, 𝑦) =
𝑓(𝑦), маємо:

𝑓(𝑥+ 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 2𝐺(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑦).

Звiдси отримуємо шукану формулу полярної бiлiнiйної функцiї:

𝐺(𝑥, 𝑦) =
1

2
(𝑓(𝑥+ 𝑦)− 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)).

20



Задача 4.2. Знайти полярну бiлiнiйну функцiю квадратичної функцiї:

𝑓(𝑥) = 7𝑥21 + 8𝑥1𝑥2 + 2𝑥22 − 6𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3 − 𝑥23.

Розв’язання. Спосiб I. Скористаємось формулою (7):

𝑔(𝑥, 𝑦) =
1

2
(𝑓(𝑥+ 𝑦)− 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)) =

1

2

(︀
7(𝑥1+ 𝑦1)

2+8(𝑥1+ 𝑦1)(𝑥2+ 𝑦2)+

+ 2(𝑥2 + 𝑦2)
2 − 6(𝑥1 + 𝑦1)(𝑥3 + 𝑦3) + 4(𝑥2 + 𝑦2)(𝑥3 + 𝑦3)− (𝑥3 + 𝑦3)

2−
− (7𝑥21 + 8𝑥1𝑥2 + 2𝑥22 − 6𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3 − 𝑥23)−
− (7𝑦21 + 8𝑦1𝑦2 + 2𝑦22 − 6𝑦1𝑦3 + 4𝑦2𝑦3 − 𝑦23)

)︀
=

= 7𝑥1𝑦1 + 4𝑥1𝑦2 − 3𝑥1𝑦3 + 4𝑥2𝑦1 + 2𝑥2𝑦2 + 2𝑥2𝑦3 − 3𝑥3𝑦1 + 2𝑥3𝑦2 − 𝑥3𝑦3.

Спосiб II. Запишемо матрицю даної квадратичної функцiї: на мiсцi (𝑖, 𝑖)
записуємо коефiцiєнт бiля 𝑥2𝑖 для 𝑖 = 1, 2, 3; на мiсцях (𝑖, 𝑗) та (𝑗, 𝑖), 𝑖 < 𝑗,
записуємо половину коефiцiєнту бiля добутку 𝑥𝑖𝑥𝑗. Отримаємо матрицю⎛⎜⎝ 7 4 −3

4 2 2

−3 2 −1

⎞⎟⎠ .

Шукана бiлiнiйна функцiя має таку ж матрицю. Отже,

𝑔(𝑥, 𝑦) = 7𝑥1𝑦1+4𝑥1𝑦2−3𝑥1𝑦3+4𝑥2𝑦1+2𝑥2𝑦2+2𝑥2𝑦3−3𝑥3𝑦1+2𝑥3𝑦2−𝑥3𝑦3.

Вiдповiдь. 7𝑥1𝑦1+4𝑥1𝑦2−3𝑥1𝑦3+4𝑥2𝑦1+2𝑥2𝑦2+2𝑥2𝑦3−3𝑥3𝑦1+2𝑥3𝑦2−𝑥3𝑦3.

Задача 4.3. Знайти полярну бiлiнiйну функцiю квадратичної функцiї
𝑞(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑥), де

𝑓(𝑥, 𝑦) = 13𝑥1𝑦1 − 11𝑥1𝑦2 − 4𝑥1𝑦3 − 𝑥2𝑦1 − 2𝑥2𝑦3 + 𝑥3𝑦3.

Розв’язання. Запишемо матрицю бiлiнiйної функцiї 𝑓 :⎛⎜⎝13 −11 −4

−1 0 −2

0 0 1

⎞⎟⎠ .

З цiєї матрицi побудуємо нову симетричну матрицю за правилом: елементи
на головнiй дiагоналi залишимо без змiн; знайдемо середнє арифметичне
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елементiв 𝑎𝑖𝑗 та 𝑎𝑗𝑖, симетричних вiдносно головної дiагоналi, i запишемо
це значення на мiсця (𝑖, 𝑗) та (𝑗, 𝑖). Отримаємо матрицю⎛⎜⎝13 −6 −2

−6 0 −1

−2 −1 1

⎞⎟⎠ .

Вона задає полярну бiлiнiйну функцiю

𝑔(𝑥, 𝑦) = 13𝑥1𝑦1 − 6𝑥1𝑦2 − 2𝑥1𝑦3 − 6𝑥2𝑦1 − 𝑥2𝑦3 − 2𝑥3𝑦1 − 𝑥3𝑦2 + 𝑥3𝑦3.

Вiдповiдь. 13𝑥1𝑦1 − 6𝑥1𝑦2 − 2𝑥1𝑦3 − 6𝑥2𝑦1 − 𝑥2𝑦3 − 2𝑥3𝑦1 − 𝑥3𝑦2 + 𝑥3𝑦3.

Задача 4.4. Довести, що функцiя 𝑓 : R𝑛 ↦→ R𝑛 є квадратичною тодi
i тiльки тодi, коли вона так виражається через координати вектора
𝑥 = (𝑥1, . . . 𝑥𝑛):

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗. (8)

Вираз у правiй частинi рiвностi (8) називається квадратичною формою.

Розв’язання. (⇒) Нехай 𝑓 — квадратична функцiя. За означенням 𝑓(𝑥) =
𝐵(𝑥, 𝑥), де 𝐵 — деяка бiлiнiйна функцiя. Як було доведено ранiше, будь-
яку бiлiнiйну функцiю в базисi 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 можна представити у виглядi
𝐵(𝑥, 𝑥) =

∑︀𝑛
𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗, де 𝑎𝑖𝑗 = 𝐵(𝑒𝑖, 𝑒𝑗). Це i є шуканий вираз.

(⇐) Нехай функцiя задана формулою 𝑓(𝑥) =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗. Розгляне-
мо функцiю двох векторiв 𝑔(𝑥, 𝑦) =

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗. Оскiльки 𝑔(𝑥, 𝑦) є лiнiй-

ною за кожним аргументом (це легко перевiрити, розкриваючи суми для
𝛼𝑥 та 𝑥+ 𝑦), то 𝑔 є бiлiнiйною функцiєю. Тодi 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥, 𝑥) задовольняє
означенню квадратичної функцiї.

4.1 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 4.5. Знайдiть значення квадратичної функцiї 𝑓(𝑥) : R3 ↦→ R на

векторi 𝑥 =

⎛⎝ 1
−1
2

⎞⎠, якщо її матриця в даному базисi має вигляд:

𝐴 =

⎛⎝2 1 0
1 3 −1
0 −1 5

⎞⎠ .
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Задача 4.6. Для наведених квадратичних функцiй знайдiть їхнi матри-
цi та вiдповiднi полярнi бiлiнiйнi функцiї:

а) 𝑓(𝑥) = 𝑥21 − 14𝑥1𝑥2 + 5𝑥22;

б) 𝑓(𝑥) = 10𝑥1𝑥2 − 6𝑥1𝑥3 + 18𝑥2𝑥3;

в) 𝑓(𝑥) = 3𝑥21 + 5𝑥22 + 7𝑥23 − 4𝑥1𝑥2 − 6𝑥1𝑥3 − 8𝑥2𝑥3.

Задача 4.7. Знайдiть полярну бiлiнiйну функцiю квадратичної функцiї
𝑞(𝑥) = 𝐵(𝑥, 𝑥), якщо бiлiнiйна функцiя 𝐵 задана матрицею:

𝐴 =

⎛⎝1 4 −2
2 0 6
0 −2 3

⎞⎠ .

Задача 4.8. Нехай 𝑓(𝑥) — квадратична функцiя. Доведiть, що для будь-
якого вектора 𝑥 ∈ 𝑉 та скаляра 𝛼 ∈ K виконується рiвнiсть 𝑓(𝛼𝑥) =
𝛼2𝑓(𝑥). Чи є ця умова достатньою для того, щоб функцiя була квадра-
тичною?

Задача 4.9. Нехай 𝑓(𝑥) — квадратична функцiя. Доведiть «закон пара-
лелограма»:

𝑓(𝑥+ 𝑦) + 𝑓(𝑥− 𝑦) = 2𝑓(𝑥) + 2𝑓(𝑦).

5 Зведення квадратичної функцiї до канонi-

чного вигляду. Метод Лагранжа.

Кожна квадратична форма може бути зведена до зручного вигляду,
який називаємо канонiчний. Метод Лагранжа дозволяє це зробити шляхом
видiлення повних квадратiв.

Означення 5.1. Квадратичнi форми є еквiвалентними, якщо iснує неви-
роджене лiнiйне перетворення змiнних, що переводить одну з цих форм
в iншу.

Означення 5.2. Канонiчним виглядом квадратичної форми називається
еквiвалентна їй форма, що має вигляд

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
2
𝑖 .
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Означення 5.3. Нормальним канонiчним виглядом квадратичної форми
у полi дiйсних чисел називається такий її канонiчний вигляд, у якому
кожен коефiцiєнт при квадратi змiнної рiвний 1 або -1.

Задача 5.1. Знайти нормальний вигляд у полi дiйсних чисел квадрати-
чної форми:

𝑄(𝑥) = 𝑥21 + 2𝑥22 + 3𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

Розв’язання. Видiляємо повний квадрат за змiнною 𝑥1:

𝑄(𝑥) = 𝑥21 + 2𝑥1(𝑥2 + 2𝑥3) + 2𝑥22 + 2𝑥2𝑥3 + 3𝑥23
= 𝑥21 + 2𝑥1(𝑥2 + 2𝑥3) + (𝑥2 + 2𝑥3)

2 − (𝑥2 + 2𝑥3)
2 + 2𝑥22 + 2𝑥2𝑥3 + 3𝑥23

= (𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3)
2 + 𝑥22 − 2𝑥2𝑥3 − 𝑥23.

Iз решти виразу видiляємо повний квадрат за змiнною 𝑥2:

𝑥22 − 2𝑥2𝑥3 − 𝑥23 = (𝑥2 − 𝑥3)
2 − 2𝑥23.

Маємо
𝑄(𝑥) = (𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3)

2 + (𝑥2 − 𝑥3)
2 − 2𝑥23.

Замiною ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦1 = 𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3,

𝑦2 = 𝑥2 − 𝑥3,

𝑦3 =
√
2𝑥3

одержуємо нормальний вигляд квадратичної форми: 𝑄′(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) = 𝑦21 +
𝑦22 − 𝑦23.

Вiдповiдь. 𝑦21 + 𝑦22 − 𝑦23.

Означення 5.4. Ранг квадратичної форми — це ранг матрицi, яка задає
цю квадратичну форму.

Теорема 5.5. Ранг квадратичної форми дорiвнює кiлькостi квадратiв
змiнних з ненульовими коефiцiєнтами пiсля зведення квадратичної фор-
ми до канонiчного вигляду.
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Доведення. Нехай квадратична форма 𝑞 має матрицю𝐴, що означає 𝑞(𝑥) =
𝑥T𝐴𝑥 ∀𝑥 ∈ R𝑛, i 𝑇 — матриця переходу до нового базису (невироджена ма-
триця замiни змiнних). Тодi в новому базисi матриця цiєї ж квадратичної
функцiї має вигляд 𝐴′ = 𝑇T𝐴𝑇 . Оскiльки при множеннi на невиродже-
ну матрицю ранг матрицi не змiнюється, то rank𝐴 = rank𝐴′. Тодi ранг
матрицi А дорiвнює рангу дiагональної матрицi, що вiдповiдає канонiчно-
му вигляду квадратичної форми 𝑞. А ранг дiагональної матрицi дорiвнює
кiлькостi ненульових елементiв на дiагоналi, що дорiвнює кiлькостi нену-
льових коефiцiєнтiв бiля квадратiв змiнних у канонiчному виглядi.

Задача 5.2. Знайти нормальний вигляд у полi дiйсних чисел квадрати-
чної форми:

𝑄(𝑥) = 𝑥21 + 3𝑥22 − 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 + 6𝑥2𝑥3.

Розв’язання. Аналогiчно до попередньої задачi, видiляємо повний квадрат
за змiнною 𝑥1:

𝑄 = (𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3)
2 −

(︀
4𝑥22 + 4𝑥2𝑥3 + 𝑥23

)︀
+ 3𝑥22 + 6𝑥2𝑥3.

Пiсля розкриття других дужок, зведення подiбних доданкiв та видiле-
ння другого повного квадрату маємо

𝑄 = (𝑥1 − 2𝑥2 − 𝑥3)
2 − (𝑥3 − 𝑥2)

2.

Виконаємо замiну змiнних 𝑦1 = 𝑥1−2𝑥2−𝑥3, 𝑦2 = 𝑥3−𝑥2. Тодi нормальний
вигляд 𝑄 над полем дiйсних чисел:

𝑄′(𝑦1, 𝑦2) = 𝑦21 − 𝑦22.

У результатi виконаних перетворень кiлькiсть незалежних змiнних, що
визначають квадратичну форму, зменшилася, звiдки випливає, що дана
квадратична форма є виродженою. Дiйсно, за теоремою 5.5 ранг отрима-
ної канонiчної форми рiвний двом, отже такий же ранг має i початкова
квадратична форма, що має матрицю 3 × 3. А матриця 3 × 3 рангу 2 є
виродженою.

Вiдповiдь. 𝑦21 − 𝑦22.

Задача 5.3. Знайти нормальний вигляд у полi дiйсних чисел квадрати-
чної форми:

𝑞(𝑦) = 𝑦1𝑦2 + 𝑦1𝑦3 + 𝑦1𝑦4 + 𝑦2𝑦3 + 𝑦2𝑦4 + 𝑦3𝑦4.

25



Розв’язання. Бачимо, що немає жодного квадрату змiнної у записi квадра-
тичної форми. Тому не можемо зразу видiлити повний квадрат. У такому
випадку використаємо спецiальну замiну змiнних:

𝑦1 = 𝑧1 − 𝑧2, 𝑦2 = 𝑧1 + 𝑧2, 𝑦3 = 𝑧3, 𝑦4 = 𝑧4.

Отримаємо

𝑞′(𝑧) = (𝑧1−𝑧2)(𝑧1+𝑧2)+(𝑧1−𝑧2)𝑧3+(𝑧1−𝑧2)𝑧4+(𝑧1+𝑧2)𝑧3+(𝑧1+𝑧2)𝑧4+𝑧3𝑧4

= 𝑧21 − 𝑧22 + 2𝑧1𝑧3 + 2𝑧1𝑧4 + 𝑧3𝑧4.

Видiлимо повнi квадрати

𝑞′(𝑧) = (𝑧1 + 𝑧3 + 𝑧4)
2 − 𝑧22 − (𝑧3 +

1

2
𝑧4)

2 −

(︃√
3

2
𝑧4

)︃2

= 𝜉21 − 𝜉22 − 𝜉33 − 𝜉24 ,

де

𝜉1 = 𝑧1 + 𝑧3 + 𝑧4, 𝜉2 = 𝑧2, 𝜉3 = 𝑧3 +
1

2
𝑧4, 𝜉4 =

√
3

2
𝑧4.

Вiдповiдь. 𝜉21 − 𝜉22 − 𝜉33 − 𝜉24.

Задача 5.4. Знайти нормальний вигляд i невироджене лiнiйне перетво-
рення, що приводить до цього вигляду, для квадратичної форми:

𝑄(𝑥) = 𝑥21 + 8𝑥22 − 7𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 8𝑥2𝑥3.

Розв’язання. Аналогiчно до попереднiх прикладiв видiлимо повнi квадра-
ти:

𝑄(𝑥) = (𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3)
2 + 4

(︀
𝑥2 +

1
2𝑥3
)︀2 − 9𝑥23.

Виконаємо замiну змiнних

𝑦1 = 𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3, 𝑦2 = 2𝑥2 + 𝑥3, 𝑦3 = 3𝑥3. (9)

Тодi квадратична форма набуває нормального вигляду

𝑄′(𝑦) = 𝑦21 + 𝑦22 − 𝑦23.

Лiнiйне перетворення, що приводить до цього вигляду, отримаємо, якщо
виразимо змiннi 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 через 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 iз рiвностей (9):

𝑥3 =
1

3
𝑦3; 𝑥2 =

1

2
(𝑦2 − 𝑥3) =

1

2
𝑦2 −

1

6
𝑦3;

𝑥1 = 𝑦1 − 2𝑥2 − 𝑥3 = 𝑦1 − 𝑦2.
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Вiдповiдь. 𝑦21 + 𝑦22 − 𝑦23; 𝑥1 = 𝑦1 − 𝑦2; 𝑥2 =
1
2𝑦2 −

1
6𝑦3; 𝑥3 =

1
3𝑦3.

Задача 5.5. Знайти нормальний вигляд i невироджене лiнiйне перетво-
рення, яке приводить до цього вигляду, для квадратичної форми:

𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥2𝑥3.

Розв’язання. Оскiльки квадрати змiнних вiдсутнi, зробимо допомiжну за-
мiну:

𝑥1 = 𝑦1 − 𝑦2, 𝑥2 = 𝑦1 + 𝑦2, 𝑥3 = 𝑦3. (10)

Тодi, пiдставивши цi вирази у початкову формулу, розкривши дужки та
звiвши подiбнi доданки, отримаємо квадратичну форму:

𝑦21 − 𝑦22 + 2𝑦1𝑦3.

Далi, видiливши повний квадрат за змiнною 𝑦1, отримаємо:

(𝑦1 + 𝑦3)
2 − 𝑦22 − 𝑦23.

Проведемо остаточну замiну:

𝑧1 = 𝑦1 + 𝑦3, 𝑧2 = 𝑦2, 𝑧3 = 𝑦3. (11)

Отримали канонiчний вигляд 𝑧21 − 𝑧22 − 𝑧23 . Оскiльки всi ненульовi ко-
ефiцiєнти за модулем дорiвнюють 1, це вже є нормальним виглядом над
R.

Знайдемо зв’язок мiж 𝑥 та 𝑧. Для цього спочатку виразимо 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 iз
рiвностей (11) :

𝑦1 = 𝑧1 − 𝑧3, 𝑦2 = 𝑧2, 𝑦3 = 𝑧3.

Пiдставимо у вирази для (10):⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = (𝑧1 − 𝑧3)− 𝑧2 = 𝑧1 − 𝑧2 − 𝑧3

𝑥2 = (𝑧1 − 𝑧3) + 𝑧2 = 𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧3

𝑥3 = 𝑧3

Вiдповiдь. 𝑧21 − 𝑧22 − 𝑧23; 𝑥1 = 𝑧1 − 𝑧2 − 𝑧3, 𝑥2 = 𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧3, 𝑥3 = 𝑧3.

Задача 5.6. Квадратичну форму звести до канонiчного вигляду з цiли-
ми коефiцiєнтами за допомогою невиродженого лiнiйного перетворення
з рацiональними коефiцiєнтами та знайти вирази нових невiдомих через
старi:

3𝑦21 − 2𝑦22 + 2𝑦23 + 4𝑦1𝑦2 − 3𝑦1𝑦3 − 𝑦2𝑦3.
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Розв’язання. Видiлимо повний квадрат за змiнною 𝑦1, цiлий коефiцiєнт
винесемо за дужки:

3
(︁
𝑦21 + 2𝑦1

(︁
2
3𝑦2 −

1
2𝑦3

)︁
+
(︁
2
3𝑦2 −

1
2𝑦3

)︁2)︁
− 3
(︁
2
3𝑦2 −

1
2𝑦3

)︁2
− 2𝑦22 + 2𝑦23 − 𝑦2𝑦3.

= 3
(︁
𝑦1 +

2
3𝑦2 −

1
2𝑦3

)︁2
− 10

3 𝑦
2
2 + 𝑦2𝑦3 +

5
4𝑦

2
3

Зробимо замiну виразу в дужках, видiлимо повний квадрат за змiнною 𝑦2.
Причому винесемо за дужки таке цiле число, щоб коефiцiєнт бiля 𝑦22 був
квадратом рацiонального числа.

= 3𝑧21 − 30
(︁
1
9𝑦

2
2 − 1

30𝑦2𝑦3 +
1

400𝑦
2
3

)︁
+ 3

400𝑦
2
3 +

5
4𝑦

2
3

= 3𝑧21 − 30
(︁
1
3𝑦2 −

1
20𝑦3

)︁2
+ 53

40𝑦
2
3

= 3𝑧21 − 30𝑧22 + 530
(︁

𝑦3
20

)︁2
= 3𝑧21 − 30𝑧22 + 530𝑧23,

де виконано замiну змiнних

𝑧1 = 𝑦1 +
2
3𝑦2 −

1
2𝑦3, 𝑧2 =

1
3𝑦2 −

1
2𝑦3, 𝑧3 =

1
20𝑦3.

Вiдповiдь. 3𝑧21−30𝑧22+530𝑧23; 𝑧1 = 𝑦1+
2
3𝑦2−

1
2𝑦3; 𝑧2 =

1
3𝑦2−

1
2𝑦3; 𝑧3 =

1
20𝑦3.

Задача 5.7. Для наступних квадратичних форм знайти невироджене
лiнiйне перетворення, яке переводить форму 𝑓 у форму 𝑔 (шукане пере-
творення визначається не однозначно):

𝑓 = 4𝑥21 − 𝑥22 − 𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 − 4𝑥1𝑥3 − 6𝑥2𝑥3;

𝑔 = 𝑦21 − 7𝑦22 − 𝑦23 − 2𝑦1𝑦2 + 2𝑦1𝑦3 + 6𝑦2𝑦3.

Розв’язання. Спочатку, зведемо 𝑓 та 𝑔 до нормального вигляду.

𝑓 = (2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3)
2 − (

√
2𝑥2 +

√
2𝑥3)

2 = 𝜂21 − 𝜂22;

𝑔 = (𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦3)
2 − (2

√
2𝑦2 −

√
2𝑦3)

2 = 𝜈21 − 𝜈22 .
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Отримали однаковий нормальний вигляд, з точнiстю до iмен змiнних. При
цьому зроблено замiни:

𝜂1 = 2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3; 𝜂2 =
√
2𝑥2 +

√
2𝑥3; 𝜂3 = 𝑥3;

𝜈1 = 𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦3; 𝜈2 = 2
√
2𝑦2 −

√
2𝑦3; 𝜈3 = 𝑦3.

Далi, прирiвняємо величини 𝜂1 = 𝜈1, 𝜂2 = 𝜈2, 𝜂3 = 𝜈3. Отримаємо⎧⎪⎨⎪⎩
2𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 = 𝑦1 − 𝑦2 + 𝑦3√
2𝑥2 +

√
2𝑥3 = 2

√
2𝑦2 −

√
2𝑦3

𝑥3 = 𝑦3

, звiдки

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 =

1
2𝑦1 −

3
2𝑦2 + 2𝑦3

𝑥2 = 2𝑦2 − 2𝑦3

𝑥3 = 𝑦3

.

Вiдповiдь. 𝑥1 =
1
2𝑦1 −

3
2𝑦2 + 2𝑦3; 𝑥2 = 2𝑦2 − 2𝑦3; 𝑥3 = 𝑦3.

Задача 5.8. З’ясувати, якi з наступних форм є еквiвалентними мiж
собою у областi дiйсних чисел:

𝑓1 = 𝑥1𝑥2 − 𝑥23; 𝑓2 = 𝑦21 − 𝑦2𝑦3; 𝑓3 = 𝑧21 + 𝑧23 + 𝑧1𝑧2.

Розв’язання. Для 𝑓1 використаємо замiну: 𝑥1 = 𝜉1−𝜉2, 𝑥2 = 𝜉1+𝜉2, 𝑥3 = 𝜉3;
для 𝑓2 виконаємо замiну 𝑦1 = 𝜂1, 𝑦2 = 𝜂2 − 𝜂3, 𝑦3 = 𝜂2 + 𝜂3; у 𝑓3 видiлимо
повнi квадрати:

𝑓1 = (𝜉1 − 𝜉2)(𝜉1 + 𝜉2)− 𝜉23 = 𝜉21 − 𝜉22 − 𝜉23 ;

𝑓2 = 𝜂21 − (𝜂2 − 𝜂3)(𝜂2 + 𝜂3) = 𝜂21 − 𝜂22 + 𝜂23;

𝑓3 = (𝑧21 + 𝑧1𝑧2 +
1

4
𝑧22)−

1

4
𝑧22 + 𝑧23 = (𝑧1 +

1

2
𝑧2)

2 − 1

4
𝑧22 + 𝑧23 = 𝜈21 − 𝜈22 + 𝜈23 .

Отже, 𝑓2 та 𝑓3 є еквiвалентними квадратичними формами.

Вiдповiдь. 𝑓2 та 𝑓3.

5.1 Задачi для самостiйного розв’язання

Знайти нормальний вигляд наступних квадратичних форм у полi дiй-
сних чисел:

Задача 5.9. 𝑞(𝑥) = 2𝑥21 + 2𝑥22 + 2𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

Задача 5.10. 𝑞(𝑥) = 𝑥21 + 𝑥22 − 2𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥1𝑥3.
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Задача 5.11. 𝑞(𝑥) = 𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + 𝑥1𝑥4 + 𝑥2𝑥3.

Задача 5.12. 𝑞(𝑥) = 𝑥21 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥2𝑥3.

Задача 5.13. 𝑞(𝑥) = 2𝑥21 + 10𝑥22 + 6𝑥23 + 8𝑥1𝑥2 − 12𝑥1𝑥3.

Задача 5.14. 𝑞(𝑥) = 𝑥21 + 𝑥22 + 3𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

Задача 5.15. Методом Лагранжа звести до канонiчного (не обов’язково
нормального канонiчного) вигляду квадратичну форму:

𝑄(𝑥) = 3𝑥21 + 6𝑥1𝑥2 + 3𝑥22 + 4𝑥2𝑥3 + 𝑥23.

Методом Лагранжа зведiть наступнi квадратичнi форми до канонiчно-
го вигляду та знайдiть вiдповiдне невироджене лiнiйне перетворення змiн-
них:

Задача 5.16. 𝑓(𝑥) = 𝑥21 + 4𝑥22 + 4𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 + 8𝑥2𝑥3.

Задача 5.17. 𝑓(𝑥) = 𝑥21 + 5𝑥22 − 4𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥1𝑥3;

Задача 5.18. 𝑓(𝑥) = 4𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 − 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 − 3𝑥2𝑥3.

Задача 5.19. З’ясуйте, чи є еквiвалентними над полем дiйсних чисел R
квадратичнi форми:

𝑓(𝑥) = 𝑥21 + 4𝑥1𝑥2 + 5𝑥22 + 2𝑥2𝑥3 + 𝑥23,

𝑔(𝑦) = 𝑦21 − 2𝑦1𝑦2 + 2𝑦2𝑦3.

Задача 5.20. Знайти ранг квадратичної форми та визначити, чи є вона
виродженою:

𝑄(𝑥) = 2𝑥21 + 12𝑥1𝑥2 + 18𝑥22.

Задача 5.21. При яких значеннях параметра 𝜆 квадратична форма 𝑓(𝑥) =
𝑥21+𝜆𝑥22+3𝑥23+4𝑥1𝑥2−2𝑥1𝑥3 є виродженою? Знайдiть її канонiчний вигляд
для цих значень 𝜆.
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6 Теорема Якобi.

Розглянемо iнший спосiб отримати канонiчний вигляд квадратичної
форми — метод Якобi, що дозволяє миттєво записати канонiчний вигляд
за формулою.

Теорема 6.1. Нехай квадратична форма 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) задана в деяко-
му базисi матрицею 𝐴, а її головнi кутовi мiнори ∆1,∆2, . . . ,∆𝑛 вiдмiннi
вiд нуля. Тодi iснує невироджене лiнiйне перетворення змiнних , що зво-
дить форму до канонiчного вигляду

𝑓 = 𝜆1𝑦
2
1 + 𝜆2𝑦

2
2 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑦

2
𝑛,

де коефiцiєнти обчислюються за формулами:

𝜆1 = ∆1, 𝜆2 =
∆2

∆1
, 𝜆3 =

∆3

∆2
, . . . , 𝜆𝑛 =

∆𝑛

∆𝑛−1
.

Задача 6.1. Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчно-
го вигляду та знайти невироджене лiнiйне перетворення змiнних, що
зводить її до цього вигляду

4𝑥21 + 𝑥22 + 9𝑥23 − 12𝑥1𝑥3

Розв’язання. Запишемо одиничну матрицю справа вiд матрицi квадрати-
чної форми i методом Гаусса зведемо матрицю до верхньотрикутного виду
(вiднiмаючи вiд нижних рядкiв вiрхнi, помноженi на число):⎛⎝ 4 0 −6 1 0 0

0 1 0 0 1 0
−6 0 9 0 0 1

⎞⎠
𝑅3 +

3
2𝑅1

∼

⎛⎝ 4 0 −6 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 0 3

2 0 1

⎞⎠ .

Справа отримаємо матрицю 𝑆T, тобто транспоновану матрицю замiни змiн-
них таку, що замiна 𝑥 = 𝑆𝑦 зведе дану квадратичну форму до канонiчного
вигляду з коефiцiєнтами, що стоять на дiагоналi трикутної матрицi злiва
: 4𝑦21 + 𝑦22. Отже,⎛⎝𝑥1
𝑥2
𝑥3

⎞⎠ = 𝑆𝑦 =

⎛⎝1 0 3
2

0 1 0
0 0 1

⎞⎠⎛⎝𝑦1
𝑦2
𝑦3

⎞⎠ =

⎛⎝𝑦1 +
3
2𝑦3

𝑦2
𝑦3

⎞⎠ — шукана замiна змiнних.
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Вiдповiдь. 4𝑦21 + 𝑦22; 𝑥1 = 𝑦1 +
3
2𝑦3, 𝑥2 = 𝑦2, 𝑥3 = 𝑦3.

Задача 6.2. Методом Якобi для наступних квадратичних форм знайти
невироджене лiнiйне перетворення, що переводить форму 𝑓 у форму 𝑔
(шукане перетворення визначено неоднозначно):

𝑓 = 2𝑎21 + 9𝑎22 + 3𝑎23 + 8𝑎1𝑎2 − 4𝑎1𝑎3 − 10𝑎2𝑎3;

𝑔 = 2𝑏21 + 3𝑏22 + 6𝑏23 − 4𝑏1𝑏2 − 4𝑏1𝑏3 + 8𝑏2𝑏3.

Розв’язання. Аналогiчно до початку минулої задачi, для форми 𝑓 запише-
мо її матрицю, поруч одиничну матрицю та застосуємо алгоритм Гаусса:⎛⎝ 2 4 −2 1 0 0

4 9 −5 0 1 0
−2 −5 3 0 0 1

⎞⎠ −2𝑅1

+𝑅1

∼

⎛⎝ 2 4 −2 1 0 0
0 1 −1 −2 1 0
0 −1 1 1 0 1

⎞⎠
+𝑅2

∼

∼

⎛⎝ 2 4 −2 1 0 0
0 1 −1 −2 1 0
0 0 0 −1 1 1

⎞⎠ . Отже, 𝑆 =

⎛⎝1 −2 −1
0 1 1
0 0 1

⎞⎠ , i замiна 𝑎 = 𝑆𝜉

зводить форму 𝑓 до канонiчного вигляду 2𝜉21 + 𝜉22 .
Для 𝑔 запишемо:⎛⎝ 2 −2 −2 1 0 0
−2 3 4 0 1 0
−2 4 6 0 0 1

⎞⎠ +𝑅1

+𝑅1

∼

⎛⎝ 2 −2 −2 1 0 0
0 1 2 1 1 0
0 2 4 1 0 1

⎞⎠
−2𝑅2

∼

∼

⎛⎝ 2 −2 −2 1 0 0
0 1 2 1 1 0
0 0 0 −1 −2 1

⎞⎠ . Отже, 𝑈 =

⎛⎝1 1 −1
0 1 −2
0 0 1

⎞⎠ , i замiна 𝑏 = 𝑈𝜂

зводить форму 𝑔 до канонiчного вигляду 2𝜂21 + 𝜂22. Оскiльки канонiчний
вигляд 𝑓 та 𝑔 однаковий, прирiвняємо вектор 𝜉 до вектора 𝜂.

𝜉 = 𝜂 = 𝑈−1𝑏, звiдки 𝑎 = 𝑆𝜉 = 𝑆𝑈−1𝑏.

𝑆𝑈−1 =

⎛⎝1 −3 −6
0 1 3
0 0 1

⎞⎠ , отже
𝑎1 = 𝑏1 − 3𝑏2 − 6𝑏3
𝑎2 = 𝑏2 + 3𝑏3
𝑎3 = 𝑏3

Вiдповiдь. 𝑎1 = 𝑏1 − 3𝑏2 − 6𝑏3, 𝑎2 = 𝑏2 + 3𝑏3, 𝑎3 = 𝑏3.
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Задача 6.3. Методом Якобi знайти канонiчний вигляд симетричної бi-
лiнiйної функцiї:

6𝑥1𝑦1 + 𝑥1𝑦2 − 2𝑥1𝑦3 + 𝑥2𝑦1 − 2𝑥3𝑦1 + 3𝑥2𝑦3 + 3𝑥3𝑦2 + 7𝑥3𝑦3.

Розв’язання. Хоча теорема 6.1 встановлює метод Якобi для квадратичних
форм, аналогiчний метод Якобi працює i на симетричних бiлiнiйних фун-
кцiях. Запишемо матрицю даної бiлiнiйної функцiї:⎛⎝ 6 1 −2

1 0 3
−2 3 7

⎞⎠ .

Обчислимо її головнi кутовi мiнори:

∆1 = 6,

∆2 =

⃒⃒⃒⃒
6 1
1 0

⃒⃒⃒⃒
= 6 · 0− 1 · 1 = −1,

∆3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 1 −2
1 0 3
−2 3 7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 6(0− 9)− 1(7− (−6))− 2(3− 0) =

= 6(−9)− 1(13)− 2(3) = −54− 13− 6 = −73.

Оскiльки всi головнi мiнори вiдмiннi вiд нуля (∆𝑖 ̸= 0), ми можемо вико-
ристати метод Якобi. Коефiцiєнти канонiчного вигляду 𝑎′𝑖𝑖 обчислюються
за формулами: 𝜆1 = ∆1 = 6, 𝜆2 = Δ2

Δ1
= −1

6 , 𝜆3 = Δ3

Δ2
= −73

−1 = 73. Отже,
канонiчний вигляд:

∆1𝑥
′
1𝑦

′
1 +

∆2

∆1
𝑥′2𝑦

′
2 +

∆3

∆2
𝑥′3𝑦

′
3 = 6𝑥′1𝑦

′
1 −

1

6
𝑥′2𝑦

′
2 + 73𝑥′3𝑦

′
3.

Вiдповiдь. 6𝑥′1𝑦
′
1 − 1

6𝑥
′
2𝑦

′
2 + 73𝑥′3𝑦

′
3.

Задача 6.4. Методом Якобi з’ясувати еквiвалентнiсть бiлiнiйних фун-
кцiй з матрицями⎛⎜⎝ 2 3 −1

3 1 0

−1 0 1

⎞⎟⎠ та

⎛⎜⎝1 2 3

2 0 −1

3 −1 3

⎞⎟⎠
а) над полем дiйсних чисел;
б) над полем рацiональних чисел.
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Розв’язання. Обчисливши кутовi мiнори першої матрицi ∆1 = 2, ∆2 =
−7, ∆3 = −8, отримаємо канонiчний вигляд першої бiлiнiйної функцiї:

2𝑥1𝑦1 −
7

2
𝑥2𝑦2 +

8

7
𝑥3𝑦3. (12)

Аналогiчно отримаємо канонiчний вигляд другої квадратичної функцiї:

𝑥′1𝑦
′
1 − 4𝑥′2𝑦

′
2 +

25

4
𝑥′3𝑦

′
3. (13)

Лiнiйне перетворення змiнних, що функцiю (12) переводить у функцiю
(13), може бути лише вигляду 𝑥1 = 𝛼1𝑥

′
1, 𝑥2 = 𝛼2𝑥

′
2, 𝑥3 = 𝛼3𝑥

′
3. Тодi

2𝑥1𝑦1 −
7

2
𝑥2𝑦2 +

8

7
𝑥3𝑦3 = 2𝛼2

1𝑥
′
1𝑦

′
1 −

7

2
𝛼2
2𝑥

′
2𝑦

′
2 +

8

7
𝛼2
3𝑥

′
3𝑦

′
3.

Звiдки маємо систему 1 = 2𝛼2
1, 4 =

7

2
𝛼2
2,

25

4
=

8

7
𝛼2
3, що має розв’язок у

полi дiйсних чисел, та не має розв’язку в полi Q.

Вiдповiдь. а) так; б) нi.

6.1 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 6.5. Методом Якобi звести квадратичну форму до канонiчного
вигляду та знайти вiдповiдне лiнiйне перетворення змiнних:

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥21 + 5𝑥22 − 4𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥1𝑥3.

Задача 6.6. Методом Якобi знайти канонiчний вигляд симетричної бi-
лiнiйної функцiї, заданої матрицею:

𝐴 =

⎛⎝1 2 1
2 3 2
1 2 5

⎞⎠ .

Задача 6.7. З’ясувати, чи є еквiвалентними над полем дiйсних чисел
квадратичнi форми 𝑓 та 𝑔, використовуючи метод Якобi для обчислення
їхнiх канонiчних коефiцiєнтiв:

𝑓 = 7𝑥21 + 𝑥22 + 3𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 + 10𝑥2𝑥3;

𝑔 = 𝑦21 + 5𝑦22 + 3𝑦23 − 12𝑦1𝑦2 + 8𝑦1𝑦3.
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Задача 6.8. Методом Якобi знайти невироджене лiнiйне перетворення,
що переводить квадратичну форму 𝑓 у форму 𝑔:

𝑓(𝑥) = 𝑥21 + 2𝑥22 + 4𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 + 6𝑥2𝑥3

𝑔(𝑦) = 4𝑦21 + 3𝑦22 + 2𝑦23 − 4𝑦1𝑦2 − 4𝑦1𝑦3 + 6𝑦2𝑦3

Задача 6.9. Для квадратичної форми 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑥21+4𝑥1𝑥2+4𝑥22+𝑥23
з’ясувати, чи можна застосувати класичну формулу канонiчного вигля-
ду Якобi через кутовi мiнори ( Δ𝑖

Δ𝑖−1
). Якщо нi — запропонувати таку за-

мiну мiсцями змiнних, щоб це стало можливим.

7 Закон iнерцiї квадратичної форми.

В алгебрi термiн «iнерцiя» вживається за аналогiєю з фiзикою: як тiло
зберiгає свiй стан руху, так i квадратична форма «зберiгає» кiлькiсть своїх
додатних та вiд’ємних коефiцiєнтiв у канонiчному виглядi, якою б замiною
змiнних ви цей вигляд не отримували.

Теорема 7.1. Нехай 𝑞(𝑥) =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 — квадратична форма. Якщо
при деякому невиродженому лiнiйному перетвореннi змiнних квадрати-
чна форма 𝑞(𝑥) зводиться до канонiчного вигляду

𝑞(𝑦) = 𝜆1𝑦
2
1 + 𝜆2𝑦

2
2 + · · ·+ 𝜆𝑛𝑦

2
𝑛,

де 𝜆𝑖 ∈ R, то кiлькiсть додатних, вiд’ємних та нульових коефiцiєнтiв
𝜆𝑖 не залежить вiд вибору такого перетворення.

Означення 7.2. Кiлькiсть 𝑝 додатних коефiцiєнтiв 𝜆𝑖 > 0 та кiлькiсть
𝑞 вiд’ємних коефiцiєнтiв 𝜆𝑖 < 0 у канонiчному виглядi квадратичної фор-
ми називають iндексами iнерцiї квадратичної форми. Позначають iнер-
цiю (𝑝, 𝑞).

Наслiдок 7.3. Двi квадратичнi форми над полем дiйсних чисел є еквiва-
лентними тодi й лише тодi, коли вони мають однакову iнерцiю.

Задача 7.1. Чи є еквiвалентними над полем дiйсних чисел квадратичнi
функцiї

𝑞1(𝑦) = 𝑦21 − 2𝑦1𝑦2 + 2𝑦22 + 4𝑦2𝑦3 + 5𝑦23

та
𝑞2(𝑦) = 𝑦21 − 4𝑦1𝑦2 + 2𝑦1𝑦3 + 4𝑦22 + 𝑦23 − 4𝑦2𝑦3 ?
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Розв’язання. Застосуємо закон iнерцiї квадратичних форм. Розглянемо
першу квадратичну функцiю:

𝑞1(𝑦) = 𝑦21 − 2𝑦1𝑦2 + 2𝑦22 + 4𝑦2𝑦3 + 5𝑦23
= (𝑦1 − 𝑦2)

2 + 𝑦22 + 4𝑦2𝑦3 + 5𝑦23
= (𝑦1 − 𝑦2)

2 + (𝑦2 + 2𝑦3)
2 + 𝑦23.

Отже, канонiчний вигляд квадратичної функцiї 𝑞1 має три додатнi квадра-
ти, тому її iндекс iнерцiї дорiвнює (3, 0). Розглянемо другу квадратичну
функцiю:

𝑞2(𝑦) = 𝑦21 − 4𝑦1𝑦2 + 2𝑦1𝑦3 + 4𝑦22 + 𝑦23
= (𝑦1 − 2𝑦2 + 𝑦3)

2.

Отже, канонiчний вигляд квадратичної функцiї 𝑞2 мiстить один додатний
квадрат, тому її iндекс iнерцiї дорiвнює (1, 0).

Оскiльки iндекси iнерцiї квадратичних функцiй рiзнi, то за законом
iнерцiї цi квадратичнi функцiї не є еквiвалентними над полем дiйсних чи-
сел.

Вiдповiдь. Квадратичнi функцiї 𝑞1 i 𝑞2 не є еквiвалентними над R.
Задача 7.2. Визначити iнерцiю квадратичної форми 𝑞 = 𝑥21+𝑥22+3𝑥23+
4𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3 та з’ясувати, чи є вона еквiвалентною над полем
дiйсних чисел формi 𝑔 = 𝑦21 − 𝑦22 + 𝑦23.

Розв’язання. Запишемо матрицю форми 𝑞 та обчислимо її кутовi мiнори:

𝐴 =

⎛⎝1 2 1
2 1 1
1 1 3

⎞⎠ ; ∆1 = 1, ∆2 =

⃒⃒⃒⃒
1 2
2 1

⃒⃒⃒⃒
= −3, ∆3 = det(𝐴) = −7.

За методом Якобi знаки канонiчних коефiцiєнтiв 𝜆𝑖 збiгаються зi знаками
вiдношень Δ𝑖

Δ𝑖−1
:

� 𝜆1 = ∆1 = 1 > 0 (+);

� 𝜆2 = ∆2/∆1 = −3 < 0 (−).

� 𝜆3 = ∆3/∆2 = 7/3 > 0 (+);

Iнерцiя форми 𝑞 становить (𝑝, 𝑞) = (2, 1). Форма 𝑔 = 𝑦21 − 𝑦22 + 𝑦23 вже
подана у канонiчному виглядi з коефiцiєнтами (1,−1, 1), отже її iнерцiя
також (2, 1). Оскiльки iнерцiї збiгаються, форми еквiвалентнi над R.
Вiдповiдь. Iнерцiя (2, 1), форми еквiвалентнi.
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7.1 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 7.3. З’ясувати, чи є еквiвалентними над полем дiйсних чисел
квадратичнi форми:

𝑓 = 9𝑥21 + 7𝑥22 − 3𝑥23 − 4𝑥1𝑥2 + 12𝑥2𝑥3

та
𝑔 = 11𝑦21 + 2𝑦22 − 5𝑦23 − 14𝑦1𝑦2.

Задача 7.4. Знайти всi значення параметра 𝑘, при яких квадратична
форма

𝑞 = 𝑘𝑥21 + 2𝑥22 + 𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3

має iнерцiю (3, 0).

Задача 7.5. Дослiдити, як змiнюється iнерцiя квадратичної форми

𝑞(𝑥) = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝜆𝑥23 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3

залежно вiд значення параметра 𝜆 ∈ R.

8 Додатнi квадратичнi функцiї. Критерiй

Сильвестра.

Цей роздiл присвячено дослiдженню знако-визначеностi квадратичних
форм, що є ключовим для аналiзу екстремумiв функцiй багатьох змiн-
них. Основна увага придiляється критерiю Сильвестра, який дозволяє за
допомогою знакiв головних мiнорiв матрицi чiтко розрiзняти додатно ви-
значенi, вiд’ємно визначенi та знакозмiннi форми.

Означення 8.1. Квадратична форма 𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називається додатно
визначеною, якщо для будь-якого ненульового вектора 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸=
0 виконується нерiвнiсть:

𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) > 0.

Теорема 8.2 (Критерiй Сильвестра). Квадратична форма 𝑞 є додатно
визначеною тодi i тiльки тодi, коли всi головнi кутовi мiнори її матрицi
є строго додатними:

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆𝑛 > 0.
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Задача 8.1. Знайти всi значення параметра 𝜆, при яких додатно визна-
ченою є така квадратична форма:

𝑥21 + 2𝑥22 + 3𝑥23 + 2𝜆𝑥1𝑥2 − 2𝑥2𝑥3.

Розв’язання. Запишемо матрицю цiєї квадратичної форми:⎛⎝1 𝜆 0
𝜆 2 −1
0 −1 3

⎞⎠ .

Обчислимо її кутовi мiнори:

∆1 = 1, ∆2 =

⃒⃒⃒⃒
1 𝜆
𝜆 2

⃒⃒⃒⃒
= 2− 𝜆2, ∆3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1 𝜆 0
𝜆 2 −1
0 −1 3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 2− 3𝜆2.

Необхiдно i достатньо щоб всi кутовi мiнори були додатнi. Отримаємо си-
стему нерiвностей

2− 𝜆2 > 0, 2− 3𝜆2 > 0,

розв’язком якої є |𝜆| <
√︁

2
3 .

Вiдповiдь. 𝜆 ∈
(︁
−
√︀
2/3;

√︀
2/3
)︁
.

Означення 8.3. Квадратична форма 𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називається вiд’ємно
визначеною , якщо для будь-якого ненульового вектора 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ̸=
0 виконується нерiвнiсть:

𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) < 0.

Теорема 8.4. Квадратична форма 𝑞 є вiд’ємно визначеною тодi i тiль-
ки тодi, коли знаки головних кутових мiнорiв її матрицi чергуються,
починаючи з вiд’ємного:

∆1 < 0, ∆2 > 0, . . . , (−1)𝑛∆𝑛 > 0.

Задача 8.2. При яких значеннях 𝜆 є вiд’ємно визначеною квадратична
функцiя:

−2𝑥21 + 𝜆𝑥22 − 𝑥23 + 6𝑥1𝑥2 + 4𝑥2𝑥3.
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Розв’язання. Для матрицi цiєї квадратичної функцiї

⎛⎝−2 3 0
3 𝜆 2
0 2 −1

⎞⎠ обчи-

слимо кутовi мiнори:

∆1 = −2, ∆2 = −2𝜆− 9, ∆3 = 2𝜆+ 17.

Для вiд’ємної визначеностi необхiдно i достатньо, щоб знаки кутових мiно-
рiв чергувались, починаючи мiнуса: ∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0. Отримаємо
систему нерiвностей{︃

−2𝜆− 9 > 0

2𝜆+ 17 < 0
, звiдки 𝜆 < −8, 5.

Вiдповiдь. 𝜆 ∈ (−∞;−8, 5).

8.1 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 8.3. З’ясувати, чи є додатно визначеною квадратична форма:

𝑞(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 5𝑥21 + 7𝑥22 + 4𝑥23 − 10𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3.

Задача 8.4. При яких значеннях параметра 𝑎 квадратична форма

𝑓 = 𝑥21 + 𝑎𝑥22 + 𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑎𝑥2𝑥3

є додатно визначеною?

Задача 8.5. Знайти всi значення 𝑘, при яких квадратична форма

𝑞 = −𝑥21 + 𝑘𝑥22 − 3𝑥23 + 2𝑥1𝑥3 − 2𝑘𝑥2𝑥3

є вiд’ємно визначеною.

Задача 8.6. Довести, що квадратична форма 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥2+2𝑏𝑥𝑦+ 𝑐𝑦2 є
вiд’ємно визначеною тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови: 𝑎 < 0
та 𝑎𝑐− 𝑏2 > 0.

Задача 8.7. Дослiдити на визначенiсть (додатну, вiд’ємну або знако-
вiдмiннiсть) квадратичну форму залежно вiд параметра 𝛼:

𝑓 = 𝛼𝑥21 + 𝛼𝑥22 + (𝛼− 3)𝑥23 + 2𝑥1𝑥2.
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9 Зведення квадратичної форми до канонi-

чного вигляду ортогональним перетворен-

ням змiнних

Як ви вже знаєте з попереднiх роздiлiв алгебри, симетрична матриця
𝐴 завжди має тiльки дiйснi власнi числа, i також ортонормований базис
може бути утворений з її власних векторiв. З цього випливає, що iснує
така ортогональна матриця 𝑄, що 𝑄T𝐴𝑄 — дiагональна. Отже, завжди
можна квадратичну форму звести до канонiчного вигляду ортогональним
перетворенням змiнних, яке є рухом простору, тобто не змiнює вiдстаней
мiж точками.

Задача 9.1. Знайти канонiчний вигляд, до якого зводиться квадратична
форма

𝑞(𝑥) = 3𝑥21 + 2𝑥22 + 3𝑥23 − 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥2𝑥3

за допомогою ортогонального перетворення, не обчислюючи самого цього
перетворення.

Розв’язання. Запишемо матрицю цiєї квадратичної форми

𝐴 =

⎛⎝ 3 −1 0
−1 2 −1
0 −1 3

⎞⎠ .

Обчислимо її власнi числа:

det(𝐴− 𝜆𝐸) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒3− 𝜆 −1 0
−1 2− 𝜆 −1
0 −1 3− 𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = −𝜆3 + 8𝜆2 − 19𝜆+ 12 = 0;

𝜆1 = 1, 𝜆2 = 3, 𝜆3 = 4.

Iз теореми 4 у книзi [6] на сторiнцi 323 вiдомо, що власнi числа — це коефi-
цiєнти при квадратах змiнних у канонiчному виглядi: 𝑞(𝑦) = 𝑦21+3𝑦22+4𝑦23,
до якого зводиться форма ортогональним перетворенням змiнних.

Вiдповiдь. 𝑦21 + 3𝑦22 + 4𝑦23.

Задача 9.2. Знайти ортогональне перетворення, що зводить квадрати-
чну форму

3𝑥22 + 3𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 − 2𝑥2𝑥3
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до канонiчного вигляду (зведення до головних осей), i написати цей кано-
нiчний вигляд (перетворення визначено не однозначно).

Розв’язання. Запишемо матрицю квадратичної форми та знайдемо її вла-
снi числа

𝐴 =

⎛⎝0 2 2
2 3 −1
2 −1 3

⎞⎠ , det(𝐴− 𝜆𝐸) = −𝜆3 + 6𝜆2 − 32 = 0,

𝜆1 = −2, 𝜆2 = 𝜆3 = 4.

Отже, канонiчний вигляд буде −2𝑦21 + 4𝑦22 + 4𝑦23. Знайдемо ортогональне
перетворення змiнних, що приводить до цього вигляду. Обчислимо власнi
вектори:

𝜆 = −2

𝐴− 𝜆𝐸 = 𝐴+ 2𝐸 =

⎛⎝2 2 2
2 5 −1
2 −1 5

⎞⎠ ∼
(︂
1 0 2
0 1 −1

)︂
;

𝑥1 = −2𝑥3, 𝑥2 = 𝑥3, 𝑥3 — вiльна змiнна;

𝑣1 =

⎛⎝−2
1
1

⎞⎠ — власний вектор. Пронормуємо його, що означає

подiлимо вектор на його норму (довжину), щоб отримати одиничний
вектор такого ж напрямку:

𝑤1 =
𝑣1

||𝑣1||
=
(︁
− 2√

6
,

1√
6
,

1√
6

)︁T
.

𝜆 = 4

𝐴− 𝜆𝐸 = 𝐴− 4𝐸 =

⎛⎝−4 2 2
2 −1 −1
2 −1 −1

⎞⎠ ∼
(︀
2 −1 −1

)︀
;

𝑥3 = 2𝑥1 − 𝑥2, 𝑥1, 𝑥2 — вiльнi змiннi;

надаючи вiльним зiмiнним значень (1, 0) та (0, 1), отримаємо власнi
вектори

𝑣2 = (1, 0, 2)T, 𝑣3 = (0, 1, −1)T.
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Ортогоналiзуємо їх (процес ортогоналiзацiї описаний в книзi [5] c.184):

𝑢3 = 𝑣3 = (0, 1, −1)T, 𝑢2 = 𝑣2 −
(𝑣2, 𝑣3)

(𝑣3, 𝑣3)
𝑣3 = (1, 1, 1)T.

Та пронормуємо:

𝑤2 =
𝑢2

||𝑢2||
=
(︁ 1√

3
,

1√
3
,

1√
3

)︁T
, 𝑤3 =

𝑢3
||𝑢3||

=
(︁
0,

1√
2
, − 1√

2

)︁T
.

Матриця ортогонального перетворення змiнних складається з отриманих
ортонормованих власних векторiв-стовпчикiв:

𝑄 =
(︁
𝑤1

⃒⃒⃒
𝑤2

⃒⃒⃒
𝑤3

)︁
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− 2√

6

1√
3

0

1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ та 𝑥 = 𝑄𝑦.

Вiдповiдь. −2𝑦21 + 4𝑦22 + 4𝑦23; 𝑥1 = − 2√
6
𝑦1 +

1√
3
𝑦2,

𝑥2 =
1√
6
𝑦1 +

1√
3
𝑦2 +

1√
2
𝑦3,

𝑥3 =
1√
6
𝑦1 +

1√
3
𝑦2 −

1√
2
𝑦3.

9.1 Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 9.3. Записати канонiчний вигляд квадратичної форми, до якого
її можна звести ортогональним перетвонення змiнних, не знаходячи це
перетворення:

𝑞 = 6𝑥21 + 5𝑥22 + 7𝑥23 − 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3.

Задача 9.4. Знайти ортогональне перетворення, що зводить квадрати-
чну форму до канонiчного вигляду, та знайти цей вигляд.

𝑞 = 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.
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Задача 9.5. Звести квадратичну форму до головних осей та знайти
вiдповiдну матрицю ортогонального перетворення змiнних:

𝑞 = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 4𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 + 4𝑥2𝑥3.

Задача 9.6. Знайти канонiчний вигляд квадратичної форми з матри-
цею 𝐴, до якого вона зводиться ортогональним перетворенням змiнних.
Також знайти матрицю цього перетворення.

𝐴 =

⎛⎝1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎞⎠ .

10 Визначення типу поверхонь другого

порядку.

У цьому роздiлi будемо зводити рiвняння поверхнi другого порядку до
канонiчного вигляду та в залежностi вiд цього вигляду робити висновок,
яка поверхня задається початковим рiвнянням. Важливо використовувати
при цьому ортогональне перетворення змiнних, щоб не «розтягувати» або
не «стискати» задану поверхню.

Означення 10.1. Поверхня другого порядку — це геометричне мiсце то-
чок у тривимiрному евклiдовому просторi, прямокутнi декартовi коорди-
нати яких (𝑥, 𝑦, 𝑧) задовольняють алгебраїчне рiвняння другого степеня.
У загальному виглядi це рiвняння записується так:

𝐴𝑥2 +𝐵𝑦2 + 𝐶𝑧2 + 2𝐷𝑥𝑦 + 2𝐸𝑥𝑧 + 2𝐹𝑦𝑧 + 2𝐺𝑥+ 2𝐻𝑦 + 2𝐼𝑧 + 𝐽 = 0,

де 𝑥, 𝑦, 𝑧 — змiннi координати точки у просторi; 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 , 𝐺,
𝐻, 𝐼, 𝐽 — дiйснi числа; хоча б один iз коефiцiєнтiв при членах другого
степеня (𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹 ) не дорiвнює нулю.

За допомогою геометричних перетворень (паралельного перенесення та
повороту осей координат) загальне рiвняння завжди можна спростити та
звести до канонiчного вигляду.

Наступна таблиця наводить важливi типи невироджених поверхонь дру-
гого порядку. Останнiй стовпець показує, чи має поверхня центр симетрiї.
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Назва поверхнi Канонiчне рiвняння Центр симетрiї

Елiпсоїд
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
+

𝑧2

𝑐2
= 1 Центральна

Однопорожнинний гiперболоїд
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
− 𝑧2

𝑐2
= 1 Центральна

Двопорожнинний гiперболоїд
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
− 𝑧2

𝑐2
= −1 Центральна

Елiптичний параболоїд
𝑥2

𝑝
+

𝑦2

𝑞
= 2𝑧 Нецентральна

Гiперболiчний параболоїд
𝑥2

𝑝
− 𝑦2

𝑞
= 2𝑧 Нецентральна

Конус другого порядку
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
− 𝑧2

𝑐2
= 0 Центральна

Iснують також цилiндри другого порядку (елiптичний, гiперболiчний
та параболiчний) та виродженi поверхнi, якi зводяться до площин (пере-
тинних, паралельних або таких, що збiгаються), прямої лiнiї або єдиної
точки.

Задача 10.1. Звести до канонiчного вигляду рiвняння поверхнi другого
порядку та визначити тип поверхнi:

4𝑥1𝑥2 + 𝑥22 + 4𝑥2𝑥3 + 2𝑥23 − 4𝑥1 − 2𝑥2 − 5 = 0.

Розв’язання. Спочатку знайдемо центр симетрiї цiєї поверхнi. Нехай 𝐹 (𝑥) =
4𝑥1𝑥2 + 𝑥22 + 4𝑥2𝑥3 + 2𝑥23 − 4𝑥1 − 2𝑥2 − 5, тодi поверхня задана рiвнянням
𝐹 (𝑥) = 0. Центр є розв’язком такої системи рiвнянь:⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹 ′
𝑥1
(𝑥) = 0

𝐹 ′
𝑥2
(𝑥) = 0

𝐹 ′
𝑥3
(𝑥) = 0

, тобто

⎧⎪⎨⎪⎩
4𝑥2 − 4 = 0

4𝑥1 + 2𝑥2 + 4𝑥3 − 2 = 0

4𝑥2 + 4𝑥3 = 0

, звiдси
𝑥1 = 1,
𝑥2 = 1,
𝑥3 = −1.

Зробимо паралельне перенесення системи координат на вектор (1, 1, −1):

𝑥1 = 𝑦1 + 1, 𝑥2 = 𝑦2 + 1, 𝑥3 = 𝑦3 − 1.
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Пiдставивши цi вирази у 𝐹 , отримаємо

𝐹1(𝑦) = 4(𝑦1 + 1)(𝑦2 + 1) + (𝑦2 + 1)2 + 4(𝑦2 + 1)(𝑦3 − 1) + 2(𝑦3 − 1)2

− 4(𝑦1 + 1)− 2(𝑦2 + 1)− 5 = 4𝑦1𝑦2 + 𝑦22 + 4𝑦2𝑦3 + 2𝑦23 − 8.

Для квадратичної форми 4𝑦1𝑦2 + 𝑦22 + 4𝑦2𝑦3 + 2𝑦23 знайдемо ортогональне
перетворення змiнних, що зводить її до канонiчного вигляду. Запишемо її
матрицю та знайдемо ортонормований базис з власних векторiв.

𝐴 =

⎛⎝0 2 0
2 1 2
0 2 2

⎞⎠ , det(𝐴− 𝜆𝐸) = (1− 𝜆)(𝜆2 − 2𝜆− 8) = 0, 𝜆 = 4; 1;−2.

Для 𝜆 = 4 пронормований власний вектор 𝑣1 =
(︀
1
3 ,

2
3 ,

2
3

)︀T
;

для 𝜆 = 1 — вектор 𝑣2 =
(︀
2
3 ,

1
3 ,

−2
3

)︀T
;

для 𝜆 = −2 — вектор 𝑣3 =
(︀
2
3 ,

−2
3 ,

1
3

)︀T
.

Запишемо власнi вектори у стовпчики матрицi:

𝑄 =
(︁
𝑣1

⃒⃒⃒
𝑣2

⃒⃒⃒
𝑣3

)︁
=

⎛⎝1/3 2/3 2/3
2/3 1/3 −2/3
2/3 −2/3 1/3

⎞⎠ .

Отримане ортогональне перетворення дає формули для замiни змiнних:

𝑦1 =
1

3
𝑧1 +

2

3
𝑧2 +

2

3
𝑧3, 𝑦2 =

2

3
𝑧1 +

1

3
𝑧2 −

2

3
𝑧3, 𝑦3 =

2

3
𝑧1 −

2

3
𝑧2 +

1

3
𝑧3,

яке зводить форму 𝐹1 до вигляду 𝐹2(𝑧) = 4𝑧21 + 𝑧22 − 2𝑧23 − 8. Отримали
рiвняння 4𝑧21 + 𝑧22 − 2𝑧23 − 8 = 0. Перенесемо число вправо та пронормуємо
1
2𝑧

2
1+

1
8𝑧

2
2− 1

4𝑧
2
3 = 1. Це канонiчне рiвняння однопорожнинного гiперболоїда

з вiссю симетрiї вздовж осi 𝑧3.

Вiдповiдь. Однопорожнинний гiперболоїд 1
2𝑧

2
1 +

1
8𝑧

2
2 − 1

4𝑧
2
3 = 1.

Задача 10.2. Звести до канонiчного вигляду рiвняння поверхнi другого
порядку та визначити її тип:

𝑥21 + 𝑥22 + 2𝑥23 − 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1 + 4𝑥2 − 4𝑥3 = 0.
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Розв’язання. Спробуємо знайти центр симетрiї поверхнi. Нехай 𝐹 (𝑥) =
𝑥21 + 𝑥22 + 2𝑥23 − 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1 + 4𝑥2 − 4𝑥3.⎧⎪⎨⎪⎩

𝐹 ′
𝑥1
(𝑥) = 2𝑥1 − 2𝑥2 + 4 = 0

𝐹 ′
𝑥2
(𝑥) = 2𝑥2 − 2𝑥1 + 4 = 0

𝐹 ′
𝑥3
(𝑥) = 4𝑥3 − 4 = 0

.

Ця система не має розв’язкiв, отже поверхня не має центру симетрiї. Фун-
кцiя 𝐹 має квадратичну частину 𝑄(𝑥) = 𝑥21 + 𝑥22 + 2𝑥23 − 2𝑥1𝑥2. Знайдемо
ортогональне перетворення змiнних, що зводить𝑄 до канонiчного вигляду.
Запишемо матрицю 𝑄 та знайдемо її власнi числа:

𝐴 =

⎛⎝ 1 −1 0
−1 1 0
0 0 2

⎞⎠ , det(𝐴− 𝜆𝐸) = −𝜆(𝜆− 2)2 = 0, 𝜆 = 0; 2.

Знайдемо ортонормовану систему власних векторiв. Для 𝜆 = 0 пронор-

мований власний вектор 𝑣1 =
(︁

1√
2
, 1√

2
, 0
)︁T

; для 𝜆 = 2 — ортонормована

система власних векторiв 𝑣2 =
(︁
− 1√

2
, 1√

2
, 0
)︁T

та 𝑣3 = (0, 0, 1)T. Запишемо
цi вектори по стовпцях матрицi лiнiйного перетворення змiнних:

𝑃 =
(︁
𝑣1

⃒⃒⃒
𝑣2

⃒⃒⃒
𝑣3

)︁
=

⎛⎝1/
√
2 −1/

√
2 0

1/
√
2 1/

√
2 0

0 0 1

⎞⎠ .

Зробимо замiну 𝑥 = 𝑃𝑦, тобто 𝑥1 = 1√
2
𝑦1− 1√

2
𝑦2, 𝑥2 =

1√
2
𝑦1+

1√
2
𝑦2, 𝑥3 = 𝑦3,

у функцiї 𝐹 . Пiсля пiдстановки отримаємо:

𝐹 (𝑦) = 2𝑦22 + 2𝑦23 + 4
√
2𝑦1 − 4𝑦3.

Видiлимо повний квадрат вiдносно змiнної 𝑦3:

𝐹 (𝑦) = 2𝑦22 + 2(𝑦23 − 2𝑦3 + 1− 1) + 4
√
2𝑦1 = 2𝑦22 + 2(𝑦3 − 1)2 + 4

√
2𝑦1 − 2.

Пiсля зсуву координат:

𝑧1 = 𝑦1 −
1

2
√
2
, 𝑧2 = 𝑦2, 𝑧3 = 𝑦3 − 1

отримаємо канонiчне рiвняння елiптичного параболоїда:

2𝑧22 + 2𝑧23 = −4
√
2𝑧1 або 𝑧22 + 𝑧23 = −2

√
2𝑧1.

Вiдповiдь. Елiптичний параболоїд 𝑧22 + 𝑧23 = −2
√
2𝑧1.
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10.1 Задачi для самостiйного розв’язання

Звести до канонiчного вигляду наступнi рiвняння поверхонь другого
порядку та визначити їх тип:

Задача 10.3. 𝑥21 + 2𝑥22 + 3𝑥23 − 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥2𝑥3 − 6 = 0.

Задача 10.4. 2𝑥21 + 𝑥22 − 𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 − 4𝑥1 + 2𝑥3 = 0.

Задача 10.5. 𝑥21 + 𝑥22 − 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1 − 2𝑥2 + 2𝑥3 = 0.

Задача 10.6. 3𝑥21 + 3𝑥22 − 𝑥23 − 6𝑥1𝑥2 + 2𝑥3 − 1 = 0.
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