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Вступ

Для того щоб оволодiти будь-яким роздiлом математики, треба зна-
ти теорiю та вмiти розв’язувати задачi. Зазвичай, друга складова не
може бути вдало реалiзована без першої складової. Згiдно з моїм вла-
сним досвiдом навчання iдеї розв’язання багатьох задач мiстяться у до-
веденнях теоретичних результатiв. З iншого боку, задачi, що виходять
за межi учбового кола, можуть потребувати залучення нестандартних
iдей.

Починаючи з 2012 року, я викладав двосеместровий курс теорiї вiд-
новлення та її застосувань студентам кафедри дослiдження операцiй
факультету комп’ютерних наук та кiбернетики Київського нацiональ-
ного унiверситету iменi Тараса Шевченка. У 2015 роцi я прочитав цей
курс магiстрам та аспiрантам iнституту математики унiверситету мiста
Вроцлав (Польща), а у 2018 та 2025 роках-студентам та аспiрантам фа-
культету математики унiверситету Xidian (Сiань, Китай). Також у 2023
роцi я прочитав три лекцiї онлайн студентам та аспiрантам унiверситету
мiста Ухань, Китай.

При початковiй пiдготовцi до викладання я розробив електронний
курс лекцiй "Елементи теорiї вiдновлення та її застосування" [9], що
мiстив певну кiлькiсть задач, здебiльшого учбових. У процесi викла-
дання та моєї наукової дiяльностi набiр задач збiльшувався, i у ньому
з’являлися задачi, що мають i науковий iнтерес. Наприклад, розклеє-
нi випадковi блукання, яким присвячена задача 17, є абсолютно новим
об’єктом дослiджень. Перша робота [1] про розклеєнi випадковi блука-
ння була опублiкована у 2025 роцi.

Цей посiбник тiсно пов’язаний з електронним курсом лекцiй "Еле-
менти теорiї вiдновлення iз застосуваннями" [9]. Зокрема, весь теоре-
тичний матерiал, що зустрiчається у текстi, запозичений iз згаданого
електронного курсу, а також електронного посiбника [8].

Наприкiнцi посiбника зiбранi 14 задач для самостiйного розв’язування.
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Для бiльшостi з них наведенi коментарi, що мають пiдштовхувати у
правильному напрямку. Деякi з цих задач є близькими до задач, що
розв’язанi у посiбнику, деякi потребують розвинення нових iдей.

Посiбник адресований студентам математичних спецiальностей унi-
верситетiв.
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Роздiл 1

Процес вiдновлення, функцiя вiдновлення

1.1. Теоретичний матерiал

Зафiксуємо ймовiрнiсний простiр (Ω,F ,P) та припустимо, що на ньо-
му визначена послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених невi-
д’ємних випадкових величин (ξk)k⩾1.

Означення 1. Випадкова послiдовнiсть (Sk)k⩾0, що визначається так

S0 := 0, Sk := ξ1 + . . .+ ξk, k ∈ N,

називається стандартним випадковим блуканням, що стартує в нулi.

Надалi прикметник "стандартне" будемо випускати та вживати тер-
мiн випадкове блукання.

Покладемо для t ⩾ 0

N(t) := #{k ∈ N : Sk ⩽ t} =

max{k ∈ N : Sk ⩽ t}, якщо S1 ⩽ t,

0, якщо S1 > t,

а також ν(t) := N(t) + 1. Зазначимо, що ν(t) = inf{k ∈ N0 : Sk > t}.

Означення 2. Випадковий процес (N(t))t⩾0 називається процесом вiд-
новлення.

Означення 3. Функцiя U : [0,∞)→ [0,∞], що визначається так U(t) :=

E[N(t) + 1] =
∑
k⩾0

P{Sk ⩽ t}, називається функцiєю вiдновлення.

Лема 4. Якщо P{ξ = 0} < 1, то функцiя вiдновлення U є скiнченною
для всiх невiд’ємних аргументiв.

Лема 5. За умови P{ξ = 0} < 1 функцiя вiдновлення U є субадитивною
на [0,∞), тобто U(x+ y) ⩽ U(x) + U(y) для x, y ⩾ 0.
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Теорема 6 (Елементарна теорема вiдновлення). Якщо µ = E[ξ] ∈
(0,∞), то

lim
t→∞

U(t)

t
=

1

µ
.

Якщо ж µ =∞, то

lim
t→∞

U(t)

t
= 0.

Якщо E[ξ2] ∈ (0,∞), то виконується нерiвнiсть

U(t) ⩽
t

µ
+

E[ξ2]
µ2

, t ⩾ 0, (1.1)

що називається нерiвнiстю Лордена. Тут µ = E[ξ] <∞
Припустимо, що µ = E[ξ] ∈ (0,∞). Нехай Ŝ0 є випадковою величи-

ною, що не залежить вiд (ξk)k⩾1 та має функцiю розподiлу

P{Ŝ0 ⩽ x} = µ−1
xw

0

P{ξ > y}dy, x ⩾ 0.

Покладемо
Ŝn := Ŝ0 + Sn, n ∈ N0 := N ∪ {0} (1.2)

та
N̂(t) := #{n ∈ N0 : Ŝn ⩽ t} = inf{n ∈ N0 : Ŝn > t}, t ⩾ 0.

Означення 7. Випадковий процес (N̂(t))t⩾0 називається стацiонар-
ним процесом вiдновлення.

Цей процес не є стацiонарним, проте має стацiонарнi прирости. З
означення випадкової величини N̂(t) випливає така рiвнiсть

E[N̂(t)] = E[U(t− Ŝ0)1{Ŝ0⩽t}], t ⩾ 0. (1.3)

1.2. Задачi

Задача 1 (Аналог тотожностi Уолда для процесiв вiдновлення). Нехай
(N(t))t⩾0 є процесом вiдновлення, що вiдповiдає випадковому блуканню
(Sk)k⩾0, що стартує в нулi та має стрибки з тим самим розподiлом,
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що i невiд’ємна випадкова величина ξ. Довести, що

E
[SN(t)

N(t)

∣∣∣N(t) ⩾ 1
]
= E[ξ|ξ ⩽ t]

для будь-якого значення t ⩾ 0 такого, що P{ξ ⩽ t} > 0.

Розв’язання. Буде наведено два пiдходи: ймовiрнiсний та аналiти-
чний.
Ймовiрнiсний пiдхiд. Для 1 ⩽ i < j ⩽ n внесок стрибкiв ξi та ξj до
випадкових величин Sn, Sn+1, . . . є рiвносильним у тому розумiннi, що
нескiнченнi вектори

(ξi, Sn, Sn+1, . . .) та (ξj , Sn, Sn+1, . . .)

мають однаковi розподiли. Тому, позначивши через Fn σ-алгебру, по-
роджену випадковими величинами Sn, Sn+1, . . ., отримаємо E[ξi|Fn] =

E[ξj |Fn] майже напевно. З одного боку, оскiльки Sn є Fn-вимiрною ви-
падковою величиною, то E[Sn|Fn] = Sn майже напевно. З iншого боку,
використовуючи адитивнiсть умовного математичного сподiвання, має-
мо E[ξ1 + . . .+ ξn|Fn] = nE[ξ1|Fn] майже напевно. Таким чином,

E[ξ1|Fn] =
Sn

n
майже напевно. (1.4)

Далi

E
[SN(t)

N(t)
1{N(t)⩾1}

]
=

∑
n⩾1

E
[Sn

n
1{N(t)=n}

]
=

∑
n⩾1

E
[Sn

n
1{Sn⩽t, Sn+1>t}

]
=

∑
n⩾1

E
[
E[ξ1|Fn]1{Sn⩽t, Sn+1>t}

]
=

∑
n⩾1

E
[
E[ξ11{Sn⩽t, Sn+1>t}|Fn]

]
=

∑
n⩾1

E
[
ξ11{Sn⩽t, Sn+1>t}

]
=

∑
n⩾1

E
[
ξ11{N(t)=n}

]
= E

[
ξ11{N(t)⩾1}

]
= E

[
ξ11{ξ1⩽t}

]
. (1.5)

Тут перша рiвнiсть випливає з формули повного математичного сподi-
вання, друга- з рiвностi подiй {N(t) = n} = {Sn ⩽ t, Sn+1 > t}, третя- з
формули (1.4), четверта-з того, що випадкова величина 1{Sn⩽t, Sn+1>t} є
Fn-вимiрною, п’ята- з того, що для невiд’ємної випадкової величини X
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та σ-алгебри F виконується рiвнiсть E
[
E[X|F ]

]
= E[X]. Нарештi, остан-

ня рiвнiсть є наслiдком рiвностi подiй {N(t) ⩾ 1} = {S1 ⩽ t} = {ξ1 ⩽ t}.
Залишається записати

E
[SN(t)

N(t)

∣∣∣N(t) ⩾ 1
]
=

E
[
SN(t)

N(t) 1{N(t)⩾1}

]
P{N(t) ⩾ 1}

=
E[ξ11{ξ1⩽t}]

P{ξ1 ⩽ t}

=
E[ξ1{ξ⩽t}]

P{ξ ⩽ t}
= E[ξ|ξ ⩽ t].

Аналiтичний пiдхiд. Надалi вважаємо, що P{ξ = 0} < 1. В супротив-
ному випадку обидвi частини рiвностi, що ми хочемо довести, дорiвню-
ють нулевi. З попередньої частини розв’язання ми знаємо, що достатньо
перевiрити виконання рiвностi

E
[SN(t)

N(t)
1{N(t)⩾1}

]
= E[ξ1{ξ⩽t}], t > 0.

Скориставшися першими двома рiвностями у ланцюжку (1.5) та тим,
що Sn+1 = Sn + ξn+1, отримаємо

I(t) := E
[SN(t)

N(t)
1{N(t)⩾1}

]
=

∑
n⩾1

E
[Sn

n
1{Sn⩽t, ξn+1>t−Sn}

]
.

Покладемо F (x) := P{ξ ⩽ x} для x ∈ R. Оскiльки випадкова величина
ξn+1 не залежить вiд Sn, то

I(t) =
∑
n⩾1

E
[Sn

n
1{Sn⩽t}(1− F (t− Sn))

]
=

∑
n⩾1

w

[0, t]

x(1− F (t− x))dx
(P{Sn ⩽ x}

n

)
,

при цьому друга рiвнiсть випливає з означення математичного сподi-
вання. Покладемо H(x) :=

∑
n⩾1

n−1P{Sn ⩽ x} для x ⩾ 0 та позначимо

через A будь-яку невiд’ємну функцiю, що задовольняє dA(x) = xdH(x).
Зазначимо, що так визначена функцiя A гарантовано не спадає. Фун-
кцiя H називається гармонiчною функцiєю вiдновлення. Ця функцiя є
скiнченною для всiх невiд’ємних аргументiв, оскiльки вона мажорується
функцiєю вiдновлення, що є скiнченною згiдно з лемою 4 нижче.
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За теоремою Фубiнi можемо внести суму пiд знак диференцiалу. В
результатi отримаємо

I(t) =
w

[0, t]

x(1− F (t− x))dH(x) =
w

[0, t]

(1− F (t− x))dA(x)

= A(t)−
w

[0, t]

F (t− x)dA(x).

Перетворення Лапласа-Стiлт’єса функцiї t 7→ E[ξ1{ξ⩽t}] має вигляд
w

[0,∞)

e−stdE[ξ1{ξ⩽t}] =
w

[0,∞)

e−sttdP{ξ ⩽ t} = −φ′(s), s > 0,

де φ(z) := E[e−zξ] для z ⩾ 0. За теоремою єдиностi для перетворень
Лапласа-Стiлт’єса достатньо показати, що

w

[0,∞)

e−stdI(t) = −φ′(s) для

s > 0.

Знайдемо перетворення Лапласа-Стiлт’єса функцiї H:
w

[0,∞)

e−sxdH(x) =
w

[0,∞)

e−sxd
(∑

n⩾1

P{Sn ⩽ x}
n

)
=

∑
n⩾1

1

n

w

[0,∞)

e−sxdP{Sn ⩽ x} =
∑
n⩾1

φn(s)

n
= − ln(1− φ(s)).

Остання рiвнiсть забезпечується розкладом у ряд Маклорена функцiї
x 7→ − ln(1− x). Далi, для s > 0

w

[0,∞)

e−sxdA(x) =
w

[0,∞)

e−sxxdH(x) = −(− ln(1− φ(s)))′ = − φ′(s)

1− φ(s)
.

Оскiльки перетворення Лапласа-Стiлт’єса згортки функцiй, що не спа-
дають, дорiвнює добутку перетворень Лапласа-Стiлт’єса функцiй, що
згортаються, то

w

[0,∞)

e−stdt

( w

[0, t]

F (t− x)dA(x)
)
= −φ(s)φ

′(s)

1− φ(s)
, s > 0.

Остаточно
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w

[0,∞)

e−stdI(t) =
w

[0,∞)

e−stdA(t)−
w

[0,∞)

e−stdt

( w

[0, t]

F (t− x)dA(x)
)

= − φ′(s)

1− φ(s)
+
φ(s)φ′(s)

1− φ(s)
= −φ′(s), s > 0.

Розв’язання за допомогою аналiтичного пiдходу завершене.

Задача 2. Нехай (N̂(t))t⩾0 є стацiонарним процесом вiдновлення, що
вiдповiдає випадковому блуканню, що стартує в нулi та має кроки
зi скiнченним середнiм µ ∈ (0,∞). Не використовуючи перетворення
Лапласа, довести, що E[N̂(t)] = µ−1t для всiх t ⩾ 0.

Розв’язання. Перш за все зазначимо, що E[N̂(t)] < ∞ для всiх t ⩾ 0.
Дiйсно,

E[N̂(t)] = EU(t− Ŝ0)1{Ŝ0⩽t} ⩽ U(t) <∞, t ⩾ 0, (1.6)

де рiвнiсть – це формула (1.3), перша нерiвнiсть випливає з того, що
функцiя вiдновлення U не спадає, а друга нерiвнiсть забезпечується
скiнченнiстю функцiї вiдновлення (лема 4).

Доведемо тепер, що

E[N̂(t)] = tE[N̂(1)] (1.7)

для всiх t ⩾ 0. Оскiльки (N̂(t))t⩾0 має стацiонарнi прирости, та N̂(0) = 0

майже напевно, то для 0 ⩽ s < t випадкова величина N̂(t) − N̂(s) має
той самий розподiл, що i N̂(t− s). Записавши для n ∈ N

N̂(1) = N̂(1/n) +
(
N̂(2/n)− N̂(1/n)

)
+ . . .+

(
N̂(n/n)− N̂((n− 1)/n)

)
та врахувавши те, що кожна з випадкових величин

N̂(2/n)− N̂(1/n), . . . , N̂(n/n)− N̂((n− 1)/n)

має той самий розподiл, що i N̂(1/n), отримуємо

E[N̂(1)]

= E[N̂(1/n)] + E
[
N̂(2/n)− N̂(1/n)

]
+ . . .+ E

[
N̂(n/n)− N̂((n− 1)/n)

]
= nE[N̂(1/n)].

12



Отже, E[N̂(1/n)] = (1/n)E[N̂(1)]. Аналогiчнi мiркування приводять нас
до висновку: для m,n ∈ N

E[N̂(m/n)]

= E[N̂(1/n)] + E
[
N̂(2/n)− N̂(1/n)

]
+ . . .+ E

[
N̂(m/n)− N̂((m− 1)/n)

]
= mE[N̂(1/n)].

Отже, E[N̂(m/n)] = (m/n)E[N̂(1)]. Таким чином, формула (1.7) вико-
нується для t ∈ Q+. Залишається показати, що вона виконується для
t ∈ Qc

+. Тут Q+ та Qc
+ позначають множини невiд’ємних рацiональних

та додатних iррацiональних чисел вiдповiдно.

Для t ∈ Qc
+ знайдеться послiдовнiсть (tk)k⩾1 невiд’ємних рацiональ-

них чисел, що наближає t згори, тобто tk → t+ при k → ∞. Траєкто-
рiї випадкової функцiї t 7→ N̂(t) є кусково-постiйними, неперервними
справа та мають одиничнi стрибки. Зокрема, ця випадкова функцiя не
спадає майже напевно. Таким чином, N̂(tk) ↓ N̂(t+) = N̂(t) при k →∞
майже напевно. Тому lim

k→∞
E[N̂(tk)] = E[N̂(t)] за теоремою Левi про мо-

нотонну збiжнiсть. Останнє гарантує E[N̂(t)]← E[N̂(tk)] = tkE[N̂(1)]→
tE[N̂(1)]. Iншими словами, формула (1.7) виконується для всiх t ⩾ 0.

Для знаходження E[N̂(1)] скористаємося елементарною теоремою
вiдновлення (теорема 6). Згiдно з (1.6)

limt→∞
E[N̂(t)]

t
⩽ lim

t→∞

U(t)

t
=

1

µ
.

В iншому напрямку, для кожного a < t

U(t− Ŝ0)1{Ŝ0⩽t}

t
⩾
U(t− Ŝ0)1{Ŝ0⩽a}

t
→ 1

µ
1{Ŝ0⩽a}, t→∞

майже напевно. Лiва частина вiд a не залежить. Тому у правiй частинi
можемо спрямувати a→∞, що дає

limt→∞
U(t− Ŝ0)1{Ŝ0⩽t}

t
⩾

1

µ
майже напевно.

13



Скориставшися лемою Фату, маємо

limt→∞
E[N̂(t)]

t
= limt→∞

E[U(t− Ŝ0)1{Ŝ0⩽t}]

t
⩾

1

µ
.

Отже,

E[N̂(1)] = lim
t→∞

E[N̂(t)]

t
=

1

µ
.

Задача 3. Нехай P{ξ ⩽ x} = 1− (1+λx)e−λx, x ⩾ 0 для деякого λ > 0.
Показати, що U(x) = 1 + 2−1λx − 4−1(1 − e−2λx), де U є функцiєю
вiдновлення.

Розв’язання. Знайдемо перетворення Лапласа випадкової величини ξ

φ(s) := E[e−sξ] =

∞w

0

e−xsdP{ξ ⩽ x} =
∞w

0

e−xsλ2xe−λxdx

= λ2
∞w

0

xe−x(λ+s)dx =
λ2

(λ+ s)2

(нагадаємо, що перетворення Лапласа випадкової величини визначає-
ться для s ⩾ 0). Альтернативно вигляд функцiї φ можна знайти, помi-
тивши, що величина ξ має той самий розподiл, що i величина η1 + η2,
де η1 та η2 – незалежнi випадковi величини з показниковим розподiлом
з параметром λ. Оскiльки E[e−sη1 ] = E[e−sη2 ] = λ/(λ + s) для s ⩾ 0, то
φ(s) = E[e−s(η1+η2)] = λ2/(λ+ s)2 для s ⩾ 0.

Знайдемо перетворення Лапласа-Стiлт’єса функцiї x 7→ U(x) − 1 =∑
k⩾1

P{Sk ⩽ x}

ψ(s) :=

∞w

0

e−sxd
(∑

k⩾1

P{Sk ⩽ x}
)
=

∑
k⩾1

∞w

0

e−sxdP{Sk ⩽ x}

=
∑
k⩾1

E[e−sSk ] =
∑
k⩾1

(φ(s))k =
φ(s)

1− φ(s)

=
λ2

2λs+ s2
=

λ

2s
− λ

2(s+ 2λ)
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(нагадаємо, що перетворення Лапласа-Стiлт’єса монотонної необмеже-
ної функцiї визначається для s > 0). Оскiльки s 7→ 1/s є перетворенням
Лапласа-Стiлт’єса тотожньої функцiї на [0,∞), а s 7→ 2λ/(s+ 2λ) є пе-
ретворенням Лапласа-Стiлт’єса функцiї x 7→ 1 − e−2λx, x ⩾ 0 (функцiї
показникового розподiлу з параметром 2λ), то

ψ(s) =

∞w

0

e−sxd
(λx

2
− 1− e−2λx

4

)
,

звiдки випливає рiвнiсть∑
k⩾1

P{Sk ⩽ x} = λx

2
− 1− e−2λx

4
, x ⩾ 0.

Таким чином,

U(x) = 1 +
∑
k⩾1

P{Sk ⩽ x} = 1 +
λx

2
− 1− e−2λx

4
, x ⩾ 0.

Задача 4 (Аналог нерiвностi Лордена). Нехай U є функцiєю вiдновле-
ння, що вiдповiдає випадковому блуканню, що стартує в нулi та має
кроки зi скiнченним моментом порядку r ∈ (1, 2), тобто E[ξr] < ∞.
Довести, що

lim
t→∞

tr−2(U(t)− µ−1t) = 0,

де µ = E[ξ] ∈ (0,∞).

Розв’язання. Якщо E[ξ2] <∞, то згiдно з нерiвнiстю Лордена (форму-
ла (1.1)) функцiя t 7→ U(t)−µ−1t є обмеженою на [0,∞). Тому висновок
задачi тривiально виконується. Надалi вважаємо, що E[ξ2] =∞.

Нехай Ŝ0 є випадковою величиною з функцiєю розподiлу

P{Ŝ0 ⩽ x} = µ−1
xw

0

P{ξ > y}dy, x ⩾ 0.

Покажемо, що умова E[ξr] <∞ гарантує виконання нерiвностi
E
[
(Ŝ0)

r−1
]
< ∞. Розподiл Ŝ0 є абсолютно неперервним з щiльнiстю f ,

що задається так: f(x) = µ−1P{ξ > x} для x > 0. Тому за однiєю з
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формул для моментiв випадкових величин

E
[
(Ŝ0)

r−1
]
=

∞w

0

xr−1f(x)dx = µ−1
∞w

0

xr−1P{ξ > x}dx.

Далi ми скористаємося iндикаторами випадкових подiй. Для випадкової
подiї A випадкова величина 1A (iндикатор подiї A) набуває два значен-
ня: 1, якщо подiя A вiдбувається (ймовiрнiсть цього дорiвнює P(A)), та
0, якщо подiя A не вiдбувається (ймовiрнiсть цього дорiвнює 1− P(A)).
Таким чином, за формулою математичного сподiвання для дискретних
випадкових величин E[1A] = 1 · P(A) + 0 · (1 − P(A)) = P(A). Остання
рiвнiсть часто використовується при обчисленнях у теорiї ймовiрностей.
Зокрема, її застосування для подiї A = {ξ > x} призводить до

E
[
(Ŝ0)

r−1
]
= µ−1

∞w

0

xr−1P{ξ > x}dx = µ−1
∞w

0

xr−1E[1{ξ>x}]dx

= µ−1E
[ ∞w

0

xr−1
1{ξ>x}dx

]
= µ−1E

[ ξw

0

xr−1dx
]
= (µr)−1E[ξr],

i, отже, в умовах задачi дiйсно E
[
(Ŝ0)

r−1
]
<∞. Третя рiвнiсть обгрун-

товується теоремою Фубiнi, що, зокрема, дозволяє переставляти знак
математичного сподiвання та iнтеграл мiсцями кожен раз, коли пiдiн-
тегральний вираз є майже напевно невiд’ємним. Передостання рiвнiсть
випливає з того, що пiдiнтегральний вираз xr−1

1{ξ>x} дорiвнює 0 для
x ⩾ ξ.

Згiдно з формулою (1.3) та задачею 2

E[U(t− Ŝ0)1{Ŝ0⩽t}] = µ−1t, t ⩾ 0.

Тому

U(t)− µ−1t = E[(U(t)− U(t− Ŝ0))1{Ŝ0⩽t}] + U(t)P{Ŝ0 > t}

⩽ E[U(Ŝ0)1{Ŝ0⩽t}] + U(t)P{Ŝ0 > t}.

Для отримання останньої нерiвностi ми скористалися субадитивнiстю
функцiї вiдновлення U (див. лему 5). Таким чином, достатньо довести,
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що
lim
t→∞

tr−2E[U(Ŝ0)1{Ŝ0⩽t}] = 0 (1.8)

та
lim
t→∞

tr−2U(t)P{Ŝ0 > t} = 0. (1.9)

Факт. Нехай X – невiд’ємна випадкова величина та γ > 0. Нерiвнiсть
E[Xγ ] < ∞ гарантує виконання спiввiдношення lim

t→∞
tγP{X > t} = 0.

Якщо γ ∈ (0, 1), то нерiвнiсть E[Xγ ] < ∞ гарантує виконання спiввiд-
ношення lim

t→∞
tγ−1E[X1{X⩽t}] = 0.

Доведення факту. Встановимо спочатку, що

lim
t→∞

E[Xγ
1{X>t}] = 0. (1.10)

Виконується спiввiдношення Xγ
1{X>t} ↓ Xγ

1{X=+∞} = 0 майже на-
певно при t → ∞, а рiвнiсть обгрунтовується тим, що P{X = +∞} = 0

внаслiдок скiнченностi E[Xγ ]. З урахуванням цього формула (1.11) є
наслiдком встановленої збiжностi майже напевно та теореми Левi про
монотонну збiжнiсть. Спiввiдношення lim

t→∞
tγP{X > t} = 0 випливає з

(1.11) та нерiвностi E[Xγ
1{X>t}] ⩾ tγP{X > t}, t ⩾ 0.

Нехай тепер E[Xγ ] <∞ для деякого γ ∈ (0, 1). Згiдно з вже доведе-
ною частиною факту lim

t→∞
tγP{X > t} = 0. Отже, для довiльного ε > 0

знайдеться значення y0 > 0 таке, що P{X > y} ⩽ εy−γ для всiх y ⩾ y0.
Тому для t > y0

E[X1{X⩽t}] = −tP{X > t}+
tw

0

P{X > y}dy

⩽
y0w

0

P{X > y}dy+
tw

y0

P{X > y}dy ⩽ y0+ε

tw

0

y−γdy = y0+(ε/(1−γ))t1−γ .

Отже, limt→∞t
γ−1E[X1{X⩽t}] ⩽ ε/(1 − γ). Лiва частина вiд ε не за-

лежить. Оскiльки ε довiльне, то спрямовуючи його до 0+, отримаємо
бажане спiввiдношення.

Доведення факту завершене.
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Доведення (1.9). За елементарною теоремою вiдновлення (теорема 6)

lim
t→∞

t−1U(t) = µ−1. (1.11)

Тому для довiльного δ > 0 знайдеться значення t0 > 0 таке, що U(t) ⩽

(µ−1 + δ)t для всiх t ⩾ 0. З нерiвностi, що виконується для t > t0

E[U(Ŝ0)1{Ŝ0⩽t}] = E[U(Ŝ0)1{Ŝ0⩽t0}] + E[U(Ŝ0)1{t0<Ŝ0⩽t}]

⩽ U(t0) + (µ−1 + δ)E[Ŝ01{Ŝ0⩽t}]

випливає, що (1.9) є наслiдком

lim
t→∞

tr−2E[Ŝ01{Ŝ0⩽t}] = 0.

Це спiввiдношення виконується згiдно з другою частиною факту з X =

Ŝ0 та γ = r − 1 ∈ (0, 1).

Доведення (1.10). Скориставшися першою частиною факту з X = Ŝ0

та γ = r − 1, робимо висновок: з нерiвностi E
[
(Ŝ0)

r−1
]
< ∞ випливає

lim
t→∞

tr−1P{Ŝ0 > t} = 0. З урахуванням (1.12) маємо lim
t→∞

tr−2U(t)P{Ŝ0 >

t} = µ−1 lim
t→∞

tr−1P{Ŝ0 > t} = 0.

Задача 5. Нехай (N(t))t⩾0 є процесом вiдновлення, що вiдповiдає ви-
падковому блуканню, що стартує в нулi та має стрибки з тим самим
розподiлом, що i невiд’ємна випадкова величина ξ. Нехай P{ξ = 0} ∈
[0, 1) та a > 0. Довести, що E[eaN(t)] < ∞ для деяких/всiх значень
t > 0 тодi i тiльки тодi, коли eaP{ξ = 0} < 1. Отримати з цiєї еквi-
валентностi в якостi наслiдку, що E[(N(t))p] < ∞ для всiх t ⩾ 0 та
всiх p > 0.

Розв’язання. Зафiксуємо довiльнi додатнi a та t. Розпочнемо зi вста-
новлення такої рiвностi (обидвi частини рiвностi можуть бути нескiн-
ченними):∑

k⩾0

eakP{Sk ⩽ t} =
∑
k⩾0

eakP{ν(t) > k} =
∑
k⩾0

eakP{N(t) ⩾ k}
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= E
[N(t)∑

k=0

eak
]
= E

[eaν(t) − 1

ea − 1

]
.

Тут друга та третя рiвностi випливають з того, що для k ∈ N0 {Sk ⩽

t} = {ν(t) > k} = {ν(t) − 1 ⩾ k}, при цьому останнє є наслiдком того,
що величина ν(t) набуває натуральних значень.

Враховуючи встановлену рiвнiсть, замiсть дослiдження скiнченностi
E[eaN(t)] = e−aE[eaν(t)] будемо дослiджувати збiжнiсть ряду∑
k⩾0

eakP{Sk ⩽ t}. Нам знадобиться такий факт.

Факт: lim
s→∞

E[e−sξ] = P{ξ = 0}.

Доведення факту випливає з ланцюжка рiвностей

E[e−sξ] = E[e−sξ
1{ξ=0}] + E[e−sξ

1{ξ>0}] = P{ξ = 0}+ E[e−sξ
1{ξ>0}]

→ P{ξ = 0}, s→∞.

Граничне спiввiдношення обгрунтовується так: випадкова функцiя s 7→
e−sξ

1{ξ>0} не зростає майже напевно та lim
s→∞

e−sξ
1{ξ>0} = 0 майже на-

певно. Тому lim
s→∞

E[e−sξ
1{ξ>0}] = 0 за теоремою Левi про монотонну

збiжнiсть.

Припустимо, що E[eaN(t)] < ∞ для деяких значень t > 0 та a > 0.
Тодi, використовуючи те, що функцiя розподiлу не спадає, отримуємо

∞ >
∑
k⩾0

eakP{Sk ⩽ t} ⩾
∑
k⩾0

eakP{Sk ⩽ 0} =
∑
k⩾0

(
eaP{ξ = 0}

)k
.

Останнiй ряд є сумою нескiнченної геометричної прогресiї з множни-
ком eaP{ξ = 0}. Оскiльки ряд збiгається, множник має задовольняти
eaP{ξ = 0} < 1.

Припустимо тепер, що eaP{ξ = 0} < 1. Згiдно з фактом знайдеться
значення u > 0, що задовольняє eaE[e−uξ] < 1. Використовуючи нерiв-
нiсть Маркова, отримуємо∑

k⩾0

eakP{Sk ⩽ t} =
∑
k⩾0

eakP{e−uSk ⩾ e−ut} ⩽ eut
∑
k⩾0

(
eaE[e−uξ]

)k
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=
eut

1− eaE[e−uξ]
<∞.

Залишається встановити останнє твердження. Обов’язково iснує a0 >
0, що задовольняє ea0P{ξ = 0} < 1. Тому згiдно з доведеним E[ea0N(t)] <

∞ для всiх t ⩾ 0. Для довiльного n ∈ N E[ea0N(t)] ⩾ (an0/n!)E[(N(t))n].
Тому E[N(t))n] < ∞. Оскiльки n ∈ N довiльне, то E[(N(t))p] < ∞ для
всiх p > 0.

Задача 6 (Аналог елементарної теореми вiдновлення для згорток фун-
кцiї вiдновлення). Нехай µ = E[ξ] ∈ (0,∞). Довести, що для j ∈ N

lim
t→∞

Uj(t)

tj
=

1

j!µj
. (1.12)

Тут U1 = U , а Uj для j ⩾ 2 є j-кратною згорткою Лебега-Стiлт’єса
функцiї U з собою, тобто

Uj(t) =
w

[0, t]

Uj−1(t− y)dU(y) =
w

[0, t]

U(t− y)dUj−1(y), t ⩾ 0.

Розв’язання. Найпростiший пiдхiд базується на застосуваннi перетво-
рень Лапласа-Стiлт’єса.

Перетворення Лапласа-Стiлт’єса функцiї Uj має вигляд
w

[0,∞)

e−stdUj(t) =
( w

[0,∞)

e−stdU(t)
)j

=
( 1

1− E[e−sξ]

)j

∼ 1

µjsj
, s→ 0+.

За тауберовою теоремою Карамата (теорема 1.7.1 книги [2]) виконується
спiввiдношення (1.13).

Ми скористалися такими формулами. По-перше,
w

[0,∞)

e−stdU(t) =
w

[0,∞)

e−std
(∑

k⩾0

P{Sk ⩽ t}
)
=

∑
k⩾0

w

[0,∞

e−stdP{Sk ⩽ t}

=
∑
k⩾0

(E[e−sξ])k =
1

1− E[e−sξ]
, s > 0.

По-друге,

lim
s→0+

1− E[e−sξ]

s
= µ. (1.13)
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Доводиться це так. Покажемо, що виконується рiвнiсть

1− E[e−sξ]

s
=

∞w

0

e−sxP{ξ > x}dx, s > 0. (1.14)

Дiйсно, використовуючи теорему Фубiнi для перестановки мiсцями зна-
ку математичного сподiвання та iнтеграла, робимо висновок, що права
частина дорiвнює

∞w

0

e−sxE[1{ξ>x}]dx = E
[ ∞w

0

e−sx
1{ξ>x}dx

]
= E

[ ξw

0

e−sxdx
]

= E
[1− e−sξ

s

]
=

1− E[e−sξ]

s
.

Спрямовуючи тепер у формулi (1.15) s→ 0+ та використовуючи теоре-
му Левi про монотонну збiжнiсть, отримуємо

lim
s→0+

1− E[e−sξ]

s
=

∞w

0

P{ξ > x}dx = µ.

Альтернативно граничне спiввiдношення (1.13) можна встановити,
працюючи безпосередньо iз функцiями Uj та залучаючи математичну
iндукцiю так, як це зроблено у розв’язаннi задачi 9 нижче. При цьому
база iндукцiї забезпечується елементарною теоремою вiдновлення (тео-
рема 6).

Задача 7. Довести, що P{ξν(t) > y} ⩾ P{ξ > y} для t > 0 та y ⩾ 0.

Розв’язання. Припустимо спочатку, що 0 ⩽ t ⩽ y, та запишемо

P{ξν(t) > y} =
∑
k⩾1

P{ξν(t) > y, ν(t) = k}

=
∑
k⩾1

P{ξk > y, Sk−1 ⩽ t, Sk > t} =
∑
k⩾1

P{ξk > y, Sk−1 ⩽ t}

=
∑
k⩾1

P{ξk > y}P{Sk−1 ⩽ t} = P{ξ > y}U(t) ⩾ P{ξ > y}.

Перша рiвнiсть отримана застосуванням формули повної ймовiрностi.
Друга базується на рiвностi двох подiй {ν(t) = k} та {Sk−1 ⩽ t, Sk > t}.
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Третя є наслiдком включення {ξk > y} ⊆ {Sk > t}, яке встановлюється
так: якщо ξk > y, то Sk ⩾ ξk > y ⩾ t. Остання нерiвнiсть забезпечується
нерiвнiстю

U(t) =
∑
k⩾0

P{Sk ⩽ t} ⩾
∑
k⩾0

P{Sk = 0} ⩾ P{S0 = 0} = 1.

Припустимо тепер, що t > y, та доведемо спочатку одну рiвнiсть i
одну нерiвнiсть:

P{t− Sν(t)−1 < y} =
w

(t−y, t]

P{ξ > t− x}dU(x); (1.15)

P{t− Sν(t)−1 < y} ⩽ U(t)− U(t− y). (1.16)

Доведення (1.16). Для t > y ⩾ 0

P{t− Sν(t)−1 < y} =
∑
k⩾1

P{Sν(t)−1 > t− y, ν(t) = k}

=
∑
k⩾1

P{t− y < Sk−1 ⩽ t, ξk > t− Sk−1} =
w

(t−y, t]

P{ξ > t− x}dU(x).

Доведення (1.17). Нерiвнiсть (1.17) випливає з рiвностi (1.16) з ура-
хуванням того, що P{ξ > t− x} ⩽ 1.

Повернемося до безпосереднього розв’язання задачi та запишемо

P{ξν(t) ⩽ y} =
∑
k⩾1

P{ξk ⩽ y, Sk−1 ⩽ t, ξk > t− Sk−1}

=
w

(t−y, t]

P{t− x < ξ ⩽ y}dU(x)

=
w

(t−y, t]

P{ξ > t− x}dU(x)−
w

(t−y, t]

P{ξ > y}dU(x)

= P{t− Sν(t)−1 < y} − P{ξ > y}(U(t)− U(t− y))

⩽ P{t− Sν(t)−1 < y} − P{ξ > y}P{t− Sν(t)−1 < y}

= P{t− Sν(t)−1 < y}P{ξ ⩽ y} ⩽ P{ξ ⩽ y}.

Четверта рiвнiсть виконується згiдно з формулою (1.16). Нерiвнiсть за-
безпечується формулою (1.17).
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Роздiл 2

Теорема Блекуелла

2.1. Теоретичний матерiал

Означення 8. Випадкове блукання (Sn)n⩾0 називається арифмети-
чним або гратчастим, якщо носiй розподiлу випадкової величини ξ

зосереджений на множинi (nd)n∈N0 для деякого d > 0. Величина d на-
зивається кроком розподiлу ξ. Якщо d є максимальним кроком, тобто
носiй розподiлу ξ зосереджений на множинi (nd)n∈N0

та не зосереджений
на множинi (nd1)n∈N0 для жодного d1 > d, то випадкове блукання iнодi
називають d-арифметичним. Випадкове блукання (Sn)n⩾0 називається
неарифметичним або негратчастим, якщо воно не є d-арифметичним
для жодного d > 0.

Теорема 9 (Теорема Блекуелла). (a) Якщо випадкове блукання (Sn)n⩾0

є неарифметичним, то для довiльного фiксованого h > 0

lim
t→∞

(
U(t+ h)− U(t)

)
=
h

µ
,

якщо µ = E[ξ] ∈ (0,∞), та

lim
t→∞

(
U(t+ h)− U(t)

)
= 0,

якщо µ =∞.

(б) Нехай d > 0. Якщо випадкове блукання (Sn)n⩾0 є d-арифметичним,
то для довiльного фiксованого h = id, i ∈ N

lim
t→∞

(
U(t+ h)− U(t)

)
=
h

µ
, (2.1)

якщо µ = E[ξ] ∈ (0,∞), та

lim
t→∞

(
U(t+ h)− U(t)

)
= 0,

якщо µ =∞.

Якщо випадкове блукання (Sn)n⩾0 є неарифметичним та E[ξ2] ∈

23



(0,∞), то, застосовуючи теорему 9(а), можна довести, що

lim
t→∞

(
U(t)− µ−1t

)
=

E[ξ2]
2µ2

, (2.2)

де µ = E[ξ] <∞.

2.2. Задачi

Задача 8. Нехай E1, . . . , En є незалежними випадковими величина-
ми, що мають показниковий розподiл з середнiм один та не залежать
вiд випадкового блукання (Sk)k⩾0, що стартує в нулi та має кроки з
нескiнченним середнiм. Довести, що Mn − ν(lnn)

P→ 0 при n → ∞,
де ν(t) = inf{k ∈ N : Sk > t} для t ⩾ 0, а Mn є iндексом самого
правого iнтервалу [Sk, Sk+1), що мiстить принаймнi одну точку Ej,
j = 1, 2, . . . , n.

Розв’язання. За означенням збiжностi за ймовiрнiстю маємо перевi-
рити, що

lim
n→∞

P{|Mn − ν(lnn)| > ε} = 0 (2.3)

для довiльного ε > 0.
Доведення суттєво базується на зображеннiMn = ν(En,n), де En,n :=

max(E1, . . . , En). Надалi ми скористаємось тим, що

lim
n→∞

P{En,n − lnn ⩽ x} = exp(−e−x) =: G(x), x ∈ R. (2.4)

Функцiя G є функцiєю розподiлу, при цьому вiдповiдний розподiл на-
зивається розподiлом Гумбеля1. Для перевiрки (2.4) запишемо

P{En,n − lnn ⩽ x} = P{E1 − lnn ⩽ x, . . . , En − lnn ⩽ x}

= (1− e−x−lnn)n → exp(−e−x), n→∞,

при цьому друга рiвнiсть є наслiдком того, що E1, . . . , En є незалежними
та P{Ek ⩽ y} = 1− e−y для y ⩾ 0 та k = 1, . . . , n, а граничне спiввiдно-
шення є окремим випадком такого lim

n→∞
(1 + y/n)n = ey з y = −e−x.

1Еквiвалентна форма запису граничного спiввiдношення (2.4) є такою: En,n −
lnn

d→ η при n → ∞, де η є випадковою величиною з розподiлом Гумбеля.
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Для довiльних ε, γ > 0 маємо

P{|Mn − ν(lnn)| > ε} = P{|ν(En,n)− ν(lnn)| > ε}

= P{|ν(En,n)− ν(lnn)| > ε,En,n − lnn > γ}

+ P{|ν(En,n)− ν(lnn)| > ε, 0 ⩽ En,n − lnn ⩽ γ}

+ P{|ν(En,n)− ν(lnn)| > ε,−γ < En,n − lnn < 0}

+ P{|ν(En,n)− ν(lnn)| > ε,En,n − lnn ⩽ −γ}

≤ P{En,n − lnn > γ}+ P{ν(lnn+ γ)− ν(lnn) > ε}

+ P{ν(lnn)− ν(lnn− γ) > ε}+ P{En,n − lnn ⩽ −γ}.

За нерiвнiстю Маркова

P{ν(lnn+ γ)− ν(lnn) > ε} ⩽ ε−1E[ν(lnn+ γ)− ν(lnn)]

= ε−1(U(lnn+ γ)− U(lnn))

i
P{ν(lnn)− ν(lnn− γ) > ε} ⩽ ε−1(U(lnn)− U(lnn− γ)).

Нам знадобиться такий результат.

Факт. Якщо µ = E[ξ] =∞, то для довiльного фiксованого h > 0

lim
t→∞

(
U(t+ h)− U(t)

)
= 0.

Доведення факту. Згiдно з теоремою Блекуелла (теорема 9) факт
має мiсце за умови, що випадкове блукання є неарифметичним. Якщо ж
блукання є d-арифметичним, то теорема Блекуелла дозволяє стверджу-
вати лише те, що граничне спiввiдношення виконується для довiльного
фiксованого h = id, i ∈ N.

Зафiксуємо довiльне s > 0. Знайдеться єдине значення j ∈ N таке,
що s ∈ ((j − 1)d, jd]. Оскiльки функцiя вiдновлення U не спадає, то

0 ⩽ U(t+ s)− U(t) ⩽ U(t+ jd)− U(t).

При цьому права частина нерiвностi прямує до нуля при t → ∞ за
теоремою Блекуелла. Отже, якщо блукання є d-арифметичним, то для
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довiльного фiксованого s > 0 lim
t→∞

(
U(t+s)−U(t)

)
= 0. Доведення факту

завершене.
Згiдно з фактом правi частини обох центрованих формул, наведених

перед формулюванням факту, прямують до нуля при n → ∞. Далi, з
урахуванням (2.4)

lim
n→∞

(P{En,n − lnn > γ}+ P{En,n − lnn ⩽ −γ}) = 1−G(γ) +G(−γ).

Таким чином,

limn→∞ P{|Mn − ν(lnn)| > ε} ⩽ 1−G(γ) +G(−γ).

Лiва частина вiд γ не залежить, а права прямує до нуля при γ → ∞.
Це доводить (2.3).

Задача 9. Нехай випадкове блукання (Sn)n⩾0 є неарифметичним та
E[ξ2] <∞. Довести, що для фiксованого j ∈ N

Uj(t)−
tj

j!µj
∼ bjtj−1

(j − 1)!µj−1
, t→∞, (2.5)

де µ = E[ξ] < ∞ and b := E[ξ2]/(2µ2). Тут U1 = U , а Uj для j ⩾

2 є j-кратною згорткою Лебега-Стiлт’єса функцiї U з собою (точне
означення наведене у формулюваннi задачi 6).

Розв’язання. Скористаємося математичною iндукцiєю по j. Якщо j =
1, то спiввiдношення (2.5) виконується згiдно з формулою (2.2).

Припустимо, що спiввiдношення (2.5) виконується при j = k. Вна-
слiдок (2.5) з j = 1 для заданого ε > 0 знайдеться значення t0 > 0 таке,
що

|U(t)− µ−1t− b| ⩽ ε (2.6)

для всiх t ⩾ t0. Запишемо для t ⩾ t0

Uk+1(t)−
tk+1

(k + 1)!µk+1
=

w

[0, t−t0]

(
U(t− y)− µ−1(t− y)

)
dUk(y)

+
w

(t−t0, t]

(
U(t− y)− µ−1(t− y)

)
dUk(y) + µ−1

tw

0

(
Uk(y)−

yk

k!µk

)
dy
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= I1(t) + I2(t) + I3(t).

Згiдно з формулою (2.6)

(b− ε)Uk(t− t0) ⩽ I1(t) ⩽ (b+ ε)Uk(t− t0).

Як наслiдок, використовуючи результат задачi 6, отримуємо
b− ε
k!µk

⩽ limt→∞
I1(t)

tk
⩽ limt→∞

I1(t)

tk
⩽
b+ ε

k!µk

Зазначимо, що Sν(t) > t майже напевно. Тому, скориставшися тото-
жнiстю Уолда, маємо U(t) = µ−1E[Sν(t)] ⩾ µ−1t для всiх t ⩾ 0. Остання
нерiвнiсть разом iз нерiвнiстю Лордена (формула (1.1)) забезпечують
виконання нерiвностi 0 ⩽ I2(t) ⩽ (Uk(t) − Uk(t − t0)) для всiх t ⩾ t0.
Тому, використовуючи ще раз результат задачi 6, робимо висновок, що
lim
t→∞

t−kI2(t) = 0. Поєднуючи це спiввiдношення та спiввiдношення у
останнiй центрованiй формулi та спрямовуючи ε→ 0+, отримуємо

I1(t) + I2(t) ∼
btk

k!µk
, t→∞.

Для знаходження асимптотики I3 скористаємося припущенням iндукцiї.
Воно гарантує, що для заданого ε1 ∈ (0, bk/((k − 1)!µk−1)) знайдеться
значення t1 > 0 таке, що( bk

(k − 1)!µk−1
− ε1

)
tk−1 ⩽ Uk(t)−

tk

k!µk
⩽

( bk

(k − 1)!µk−1
+ ε1

)
tk−1

для всiх t ⩾ t1. Зрозумiло, що
t1w

0

(
Uk(y)−

yk

k!µk

)
dy = o(tk), t→∞.

Далi,

tw

t1

(
Uk(y)−

yk

k!µk

)
dy ⩽

( bk

(k − 1)!µk−1
+ ε1

) tw

t1

yk−1dy

=
( bk

(k − 1)!µk−1
+ ε1

) tk − tk1
k

.

Подiливши останню нерiвнiсть на tk та спрямувавши спочатку t → ∞,
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а потiм ε1 → 0+, отримуємо

limt→∞
I3(t)

tk
⩽

b

(k − 1)!µk
.

Протилежна нерiвнiсть для нижньої границi встановлюється аналогi-
чно. Таким чином2,

I3(t) ∼
btk

(k − 1)!µk
, t→∞.

Додаючи граничне спiввiдношення для I1+ I2 до граничного спiввiдно-
шення для I3, отримуємо формулу (2.5) з j = k + 1.

Задача 10. Нехай розподiл ξ є неарифметичним та µ = E[ξ] <∞. До-
вести, що для кожного n ⩾ 2 розподiл Sn також є неарифметичним.

Розв’язання. Цю задачу можна розв’язати iз залученням характери-
стичних функцiй. Проте ми наведемо доведення, що, певною мiрою не-
очiкуванно, базується на застосуваннi теореми Блекуелла.

Зафiксуємо n ⩾ 2 та припустимо, що розподiл Sn є d-арифметичним
для деякого d > 0. Випадкове блукання (Snk)k⩾0 є вкладеним у випад-
кове блукання (Sk)k⩾0. Це означає, що кожен елемент першого блукання
мiститься у другому, але не навпаки. Зокрема, для будь-яких значень
0 ⩽ a < b виконується нерiвнiсть∑

k⩾0

1{a<Sk⩽b} ⩾
∑
k⩾0

1{a<Snk⩽b} майже напевно.

Переходячи до середнiх, маємо U(b) − U(a) ⩾ U∗(b) − U∗(a), де U∗ -
це функцiя вiдновлення для випадкового блукання (Snk)k⩾0. Виберемо
h ∈ (0, d/n) та скористаємося останньою нерiвнiстю з b = dj та a =

dj−h. За теоремою Блекуелла для неарифметичних випадкових блукань
(теорема 9(а)) lim

j→∞
(U(dj) − U(dj − h)) = h/µ. Одна з версiй теореми

2Звiсно, якщо функцiя вiдновлення U неперервна (а, отже, неперервною є i фун-
кцiя Uk), то граничне спiввiдношення для I3 забезпечується припущенням iндукцiї
та правилом Лопiталя.
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Блекуелла для d- арифметичних випадкових блукань (теорема 9 (б))
читається так:∑

k⩾0

P{Snk = dj} = U∗(dj)− U∗(dj − h) → d/E[Sn] = d/(µn) > h/µ

при j →∞, що призводить до суперечностi. Рiвнiсть пояснюється тим,
що dj - це єдине можливе значення у промiжку (dj−h, dj] для елементiв
випадкового блукання (Snk)k⩾0.

Задача 11. Нехай E[ξ] =∞, а f : [0,∞)→ [0,∞) є вимiрною локально
обмеженою функцiєю. що задовольняє спiввiдношення lim

t→∞
(f(t)/P{ξ >

t}) = c ∈ [0,∞]. Довести, що

lim
t→∞

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) = c.

Розв’язання. Оскiльки P{ξ = 0} < 1, то для кожного t ⩾ 0 P{ν(t) <
∞} = 1. З цiєї рiвностi отримуємо ланцюжок подальших рiвностей:

1 =
∑
k⩾1

P{ν(t) = k} =
∑
k⩾1

P{Sk−1 ⩽ t, ξk > t− Sk−1}

=
∑
k⩾1

w

[0, t]

P{ξ > t− y}dP{Sk−1 ⩽ y} =
w

[0, t]

P{ξ > t− y}dU(y).

Тут перша рiвнiсть забезпечується формулою повної ймовiрностi.
Припустимо спочатку, що c ∈ (0,∞). Тодi для довiльного ε ∈ (0, c)

знайдеться значення t0 > 0 таке, що

c− ε ⩽ f(y)

P{ξ > y}
⩽ c+ ε (2.7)

для всiх y ⩾ t0. Внаслiдок локальної обмеженостi функцiй f та y 7→
P{ξ > y} та припущення E[ξ] =∞

lim
t→∞

w

(t−t0, t]

f(t− y)dU(y) = lim
t→∞

w

(t−t0, t]

P{ξ > t− y}dU(y) = 0.

Дiйсно, наприклад, перше з цих спiввiдношень встановлюється так:

0 ⩽
w

(t−t0, t]

f(t− y)dU(y) ⩽ max
x∈[0, t0]

f(x)(U(t)− U(t− t0)) → 0, t→∞,
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при цьому збiжнiсть до нуля забезпечується фактом на с. 25. Нарештi,
для t ⩾ t0

(c− ε)
w

[0, t−t0]

P{ξ > t− y}dU(y) ⩽
w

[0, t−t0]

f(t− y)dU(y)

⩽ (c+ ε)
w

[0, t−t0]

P{ξ > t− y}dU(y).

Згiдно з вже доведеним iнтеграли лiворуч та праворуч прямують до 1

при t→∞. Тому

c−ε ⩽ limt→∞

w

[0, t−t0]

f(t−y)dU(y) ⩽ limt→∞

w

[0, t−t0]

f(t−y)dU(y) ⩽ c+ε.

Спрямування ε→ 0+ завершує розв’язання задачi у випадку c ∈ (0,∞).
Якщо c = 0, то достатньо скористатися тiльки правою нерiвнiстю у

формулi (2.7) (з c = 0). Якщо c =∞, то достатньо скористатися тiльки
лiвою нерiвнiстю у формулi (2.7) (з великим додатним числом замiсть
c− ε).
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Роздiл 3

Посилений закон великих чисел для

процесiв вiдновлення

3.1. Теоретичний матерiал

Теорема 10 (Посилений закон великих чисел для процесiв вiдновлен-
ня). Якщо µ = E[ξ] ∈ (0,∞), то

lim
t→∞

N(t)

t
= lim

t→∞

ν(t)

t
=

1

µ
майже напевно.

Якщо ж µ =∞, то

lim
t→∞

N(t)

t
= lim

t→∞

ν(t)

t
= 0 майже напевно.

Лема 11. Якщо lim
n→∞

Yn = Y майже напевно, та lim
t→∞

M(t) =∞ май-
же напевно, де (M(t))t⩾0 є сiм’єю невiд’ємних цiлочисельних випадко-
вих величин, то lim

t→∞
YM(t) = Y майже напевно.

3.2. Задачi

Задача 12. Нехай E[ξ2] ∈ (0,∞). Довести, що

lim
t→∞

1

t

tw

0

(Sν(z) − z)dz =
E[ξ2]
2E[ξ]

майже напевно.

Розв’язання. За означенням ν(t) виконується нерiвнiсть Sν(t)−1 ⩽ t <

Sν(t) майже напевно, звiдки, зокрема, випливає, що Sν(z)− z > 0 майже
напевно для z ⩾ 0. Тому
Sν(t)−1w

0

(Sν(z) − z)dz ⩽
tw

0

(Sν(z) − z)dz ⩽
Sν(t)w

0

(Sν(z) − z)dz майже напевно.

(3.1)
Далi

Sν(t)w

0

(Sν(z) − z)dz =

ν(t)∑
k=1

Skw

Sk−1

(Sk − z)dz =
ν(t)∑
k=1

Sk−Sk−1w

0

y dy
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=

ν(t)∑
k=1

ξkw

0

y dy =
1

2

ν(t)∑
k=1

ξ2k.

Для отримання першої рiвностi були використанi такi мiркування. Якщо
Sk > Sk−1, то для z ∈ [Sk−1, Sk) маємо Sν(z) − z = Sk − z. Якщо ж

Sk = Sk−1, то i iнтеграл
Skw

Sk−1

(Sν(z) − z)dz, i iнтеграл
Skw

Sk−1

(Sk − z)dz

дорiвнюють 0. Друга рiвнiсть отримана за допомогою замiни змiнної
y = Sk − z.

Згiдно з посиленим законом великих чисел для випадкових блукань

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ξ2k = E[ξ2] майже напевно. (3.2)

За посиленим законом великих чисел для процесiв вiдновлення (теорема
10)

lim
t→∞

ν(t)

t
=

1

E[ξ]
майже напевно, (3.3)

при цьому права частина не дорiвнює нулевi внаслiдок припущення
E[ξ2] <∞, яке гарантує те, що E[ξ] <∞. З (3.3) випливає, що lim

t→∞
ν(t) =

∞ майже напевно. Тому, скориставшися лемою 11 з Yn = n−1
n∑

k=1

ξ2k,

Y = E[ξ2] та M(t) = ν(t), у спiввiдношеннi (3.2) можемо замiнити n на
ν(t). В результатi маємо

lim
t→∞

1

ν(t)

ν(t)∑
k=1

ξ2k = E[ξ2] майже напевно.

Нарештi, пригадавши спiввiдношення (3.3), отримуємо

lim
t→∞

1

t

ν(t)∑
k=1

ξ2k = lim
t→∞

ν(t)

t

1

ν(t)

ν(t)∑
k=1

ξ2k =
E[ξ2]
E[ξ]

майже напевно.

Таким чином,

lim
t→∞

1

t

Sν(t)w

0

(Sν(z) − z)dz =
E[ξ2]
2E[ξ]

майже напевно. (3.4)
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Мiркуючи у такий же спосiб, отримуємо

lim
t→∞

1

t

Sν(t)−1w

0

(Sν(z) − z)dz =
E[ξ2]
2E[ξ]

майже напевно. (3.5)

Тепер граничне спiввiдношення

lim
t→∞

1

t

tw

0

(Sν(z) − z)dz =
E[ξ2]
2E[ξ]

майже напевно,

випливає з (3.1), (3.4) та (3.5).

Задача 13 (Посилений закон Марцинкевича-Зiгмунда для ν(t)). Нехай
E[ξr] <∞ для деякого r ∈ (1, 2). Довести, що lim

t→∞
t−1/r(ν(t)−µ−1t) = 0

майже напевно, де µ = E[ξ] <∞.

Розв’язання. Згiдно з посиленим законом Марцинкевича-Зiгмунда для
випадкових блукань маємо lim

n→∞
n−1/r(Sn−µn) = 0 майже напевно (див.,

наприклад, теорему 2.5.8 на с. 82 книги [3]). З урахуванням того, що
lim
t→∞

ν(t) =∞ майже напевно, використання леми 11 призводить до ви-
сновку, що

lim
t→∞

Sν(t) − µν(t)
(ν(t))1/r

= 0 майже напевно.

Внаслiдок посиленого закону великих чисел для процесiв вiдновлення
(теорема 10) lim

t→∞
t−1ν(t) = µ−1 майже напевно. Тому

0 ←
Sν(t) − µν(t)

t1/r
=
Sν(t) − t
t1/r

+
t− µν(t)
t1/r

, t→∞ майже напевно.

Задача буде розв’язана, якщо ми зможемо показати, що

lim
t→∞

Sν(t) − t
t1/r

= 0 майже напевно.

Оскiльки 0 < Sν(t) − t ⩽ ξν(t) для кожного t ⩾ 0, то останнє граничне
спiввiдношення забезпечується таким:

lim
t→∞

ξν(t)

t1/r
= 0 майже напевно. (3.6)
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Доведення (3.6). Покажемо спочатку, що

lim
k→∞

ξk
k1/r

= 0 майже напевно. (3.7)

Це спiввiдношення еквiвалентне тому, що для довiльного ε > 0 нерiв-
нiсть ξk ⩽ εk1/r виконується для достатньо великих значень k. Внаслi-
док рiвностi1 {

lim
k→∞

ξk
k1/r

= 0
}
=

⋂
j⩾1

{
lim
k→∞

{ ξk
k1/r

⩽ εj

}}
для довiльної послiдовностi (εj), що прямує до нуля при j → ∞, та
того, що рiвностi P(Ak) = 1 для k ∈ N гарантують P(∩k⩾1Ak) = 1,
достатньо довести, що для довiльного ε ∈ (0, 1) P

(
lim
k→∞

{ξk ⩽ εk1/r}
)
=

1 або еквiвалентно
∑
k⩾1

1{ξk>εk1/r} < ∞ майже напевно. Останнє буде

випливати з нерiвностi∑
k⩾1

P{ξk > εk1/r} =
∑
k⩾1

P{ξr > εrk} <∞, (3.8)

що ми зараз встановимо.

Факт. Нехай X є невiд’ємною випадковою величиною. Якщо E[X] <∞,
то для будь-якого значення c > 0 виконується нерiвнiсть

∑
k⩾1

P{X >

ck} < ∞. Якщо остання нерiвнiсть виконується для деякого значення
c > 0, то E[X] <∞.

Доведення факту. Зафiксуємо довiльне c > 0. Твердження факту в

1Для нескiнченної послiдовностi випадкових подiй (Ai)i⩾1 подiї lim
i→∞

Ai та lim
i→∞

Ai

визначаються так:

lim
i→∞

Ai =
⋃
n⩾1

⋂
k⩾n

Ak та lim
i→∞

Ai =
⋂
n⩾1

⋃
k⩾n

Ak.

З правил де Моргана випливають рiвностi(
lim
i→∞

Ai

)c
= lim

i→∞
Ac

i та
(
lim
i→∞

Ai

)c
= lim

i→∞
Ac

i ,

де верхнiй iндекс c позначає доповнення. Нарештi, зазначимо рiвнiсть подiй{
lim
i→∞

Ac
i} =

{∑
k⩾1

1Ac
k
= ∞

}
.
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один бiк випливає з ланцюжка нерiвностей

∞ > E[X] =

∞w

0

P{X > y}dy =
∑
k⩾1

ckw

c(k−1)

P{X > y}dy ⩾ c
∑
k⩾1

P{X > ck}.

Остання нерiвнiсть є наслiдком того, що функцiя y 7→ P{X > y} не
зростає.

Доведення факту в iнший бiк проходить аналогiчно.

Скориставшися фактом з X = ξr та c = εr, робимо висновок, що
припущення E[ξr] <∞ гарантує виконання формули (3.8) i, отже, спiв-
вiдношення (3.7).

Для завершення доведення спiввiдношення (3.6) залишається запи-
сати
ξν(t)

t1/r
=

ξν(t)

(ν(t))1/r

(ν(t)
t

)1/r

→ 0× µ−1/r = 0 t→∞ майже напевно.

Збiжнiсть першого множника до нуля забезпечується лемою 11 з ура-
хуванням (3.7) та lim

t→∞
ν(t) =∞ майже напевно. Збiжнiсть другого мно-

жника до µ−1/r випливає з посиленого закона великих чисед для про-
цесiв вiдновлення (теорема 10).

Задача 14. Довести, що для довiльної константи c > 1

lim
t→∞

ν(t+ 1)− ν(t)
(log t)c

= 0 майже напевно.

Розв’язання. Для довiльного t ⩾ 1 знайдеться натуральне значення
k ∈ N таке, що t ∈ [k, k + 1). Ппи цьому, внаслiдок того, що функцiя
s 7→ ν(s) майже напевно не спадає,

0 ⩽
ν(t+ 1)− ν(t)

(log t)c
⩽
ν(k + 2)− ν(k)

(log k)c
майже напевно.

Тому достатньо довести, що права частина прямує до нуля майже на-
певно при k → ∞. Мiркування, наведенi у розв’язаннi задачi 13, пе-
реконують, що остання збiжнiсть гарантується збiжнiстю ряду I :=∑
k⩾1

P{ν(k + 2) − ν(k) > ε(log k)c} для всiх ε > 0. Cубадитивнiсть ν за
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розподiлом забезпечує виконання нерiвностi

P{ν(k + 2)− ν(k) > ε(log k)c} ⩽ P{ν(2) > ε(log k)c}.

Згiдно з задачею 9 знайдеться константа a > 0 така, що E[eaν(2)] < ∞.
Використовуючи цi факти разом з нерiвнiстю Маркова, отримуємо

I ⩽
∑
k⩾1

P{ν(2) > ε(log k)c} ⩽ E[eaν(2)]
∑
k⩾1

e−aε(log k)c .

Для натуральних k, що задовольняють k ⩾ (2(aε)−1)1/(c−1), виконує-
ться нерiвнiсть (log k)c ⩾ 2(aε)−1 log k або, що еквiвалентно, e−aε(log k)c ⩽

k−2. Таким чином, I <∞.
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Роздiл 4

Центральна гранична теорема для

процесiв вiдновлення

4.1. Теоретичний матерiал

Теорема 12 (Центральна гранична теорема для N(t) та ν(t)). Якщо
σ2 = Var ξ ∈ (0,∞), то

lim
t→∞

P
{
N(t)− µ−1t√

σ2µ−3t
⩽ x

}
= Φ(x) для всiх x ∈ R, (4.1)

де Φ(x) := (2π)−1/2
xw

−∞
e−y2/2dy для x ∈ R є функцiєю стандартного

нормального розподiлу. Еквiвалентний запис такий

N(t)− µ−1t√
σ2µ−3t

d→ Normal(0, 1), t→∞.

Такi самi граничнi спiввiдношення виконуються i для ν(t).

Означення 13. Нехай b ∈ R. Сiм’я (Xt)t⩾b iнтегровних випадкових ве-
личин, визначених на одному ймовiрнiсному просторi, називається рiв-
номiрно iнтегровною, якщо

lim
a→∞

sup
t⩾b

E[|Xt|1{|Xt|>a}] = 0.

Теорема 14. Якщо сiм’я випадкових величин (Xt) є рiвномiрно iн-
тегровною, i величини Xt збiгаються за розподiлом, або за ймовiрнi-
стю, або майже напевно до випадкової величини X при t → ∞, то
lim
t→∞

E[|Xt|] = E[|X|] <∞.

Теорема 15 (Теорема Валлє-Пуссена). Для сiм’ї (Xt)t⩾b iнтегровних
випадкових величин такi твердження є еквiвалентними:

(1) сiм’я є рiвномiрно iнтегровною;

(2) iснує функцiя G : [0,∞)→ [0,∞), що не спадає, i така, що
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lim
x→∞

x−1G(x) = +∞ та sup
t⩾b

E[G(|Xt|)] <∞.

У iмплiкацiї (1) ⇒ (2) функцiя G може бути вибрана опуклою.

Доведення теорем 14 та 15 можна знайти у посiбнику [8].
Наведена нижче лема одразу випливає з означення рiвномiрної iнте-

гровностi.

Лема 16. Нехай b ∈ R, а (Xt)t⩾b та (Yt)t⩾b є сiм’ями невiд’ємних
випадкових величин. Якщо Xt ⩽ Yt майже напевно для всiх t ⩾ b, та
сiм’я (Yt)t⩾b є рiвномiрно iнтегровною, то i сiм’я (Xt)t⩾b є рiвномiрно
iнтегровною.

Теорема 17 (Нерiвнiсть Дуба). Нехай p > 1, а послiдовнiсть (Xn)n⩾0 є
мартингалом та E

[
|Xn|p

]
<∞ для кожного n ∈ N0. Тодi для кожного

n ∈ N0 виконується нерiвнiсть Дуба

E
[
( sup
0⩽m⩽n

|Xm|)p
]
⩽

( p

p− 1

)p

E
[
|Xn|p

]
.

4.2. Задачi

Задача 15 (Iксанов, Маринич та Майнерс [6]). Нехай σ2 = Var[ξ] ∈
(0,∞). Довести, що
(а) для довiльного θ > 0

lim
t→∞

E
[
exp

(
θ
ν(t)− µ−1t√

σ2µ−3t

)]
= E[eθNormal (0,1)] = eθ

2/2;

(б) для кожного p > 0

lim
t→∞

E
[(ν(t)− µ−1t√

σ2µ−3t

)p

+

]
= E[(Normal (0, 1))p+] =

2p/2−1Γ(p+1
2 )

√
π

, (4.2)

де y+ = max(y, 0) для y ∈ R, а Γ - це гамма функцiя Ейлера, що задає-

ться так: Γ(x) =
∞w

0

yx−1e−ydy для x > 0.

Розв’язання. (а) Покладемо a(t) :=
√
σ2µ−3t для t ⩾ 0. За теоремою

12 для кожного значення θ > 0 виконується граничне спiввiдношення

eθ
ν(t)−µ−1t

a(t)
d→ eθNormal (0,1), t→∞.
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Тому згiдно з теоремою 14 достатньо показати, що для кожного зна-
чення θ > 0 та деякого значення t0 > 0 сiм’я випадкових величин
(exp(θ(ν(t) − µ−1t)/a(t)))t⩾t0 є рiвномiрно iнтегровною. За теоремою
Валлє-Пуссена (теорема 15) достатньо довести, що для кожного зна-
чення θ > 0

sup
t⩾t0

E
[
eθ

ν(t)−µ−1t
a(t)

]
<∞.

Дiйсно, зафiксувавши θ > 0, у ролi функцiї G з теореми 15, можемо
взяти G(x) = x1+δ для будь-якого δ > 0. Оскiльки значення θ > 0 є
довiльним, то мультиплiкативною константою

√
σ2µ−3, що фiгурує у

визначеннi функцiї a, можна знехтувати. Тому надалi ми пишемо
√
t

замiсть a(t).

Для фiксованого значення θ > 0 та довiльного значення λ > 0 маємо

E
[
e
θ

ν(t)µ−1t√
t

]
=

∞w

0

P
{
e
θ

ν(t)−µ−1t√
t > x

}
dx =

∞w

−∞
ex P

{
θ
ν(t)− µ−1t√

t
> x

}
dx

⩽ 1 +

∞w

0

ex P
{
ν(t) > θ−1x

√
t+ µ−1t

}
dx

= 1 +

∞w

0

ex P
{
S⌊θ−1x

√
t+µ−1t⌋ ⩽ t

}
dx

⩽ 1 +

∞w

0

ex eλt(φ(λ))θ
−1x

√
t+µ−1t−1 dx

⩽ 1 + (eλµφ(λ))t/µ
∞w

0

ex (φ(λ))θ
−1x

√
t−1 dx, (4.3)

де ⌊z⌋ позначає цiлу частину дiйсного числа z, та φ(s) := E[e−sξ] для
s ⩾ 0. Для отримання першої рiвностi була використана формула E[Y ] =
∞w

0

P{Y > x}dx, що виконується для невiд’ємної випадкової величини Y ,

з конкретним вибором Y = exp(θ(ν(t)−µ−1t)/
√
t). Для отримання дру-

гої рiвностi була зроблена замiна змiнної x = ln y у другому iнтегралi,
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що фiгурує в рiвностi
∞w

0

P
{
e
θ

ν(t)−µ−1t√
t > y

}
dy =

∞w

0

P{θ(ν(t)− µ−1t)/
√
t > ln y} dy.

Для отримання першої нерiвностi iнтеграл
∞w

−∞
. . . був поданий як сума

двох
0w

−∞
. . . +

∞w

0

. . .. Пiсля цього перший iнтеграл був оцiнений згори

так:
0w

−∞
exP{θ(ν(t) − µ−1t)/

√
t > x} dx ⩽

0w

−∞
exdx = 1. Третя рiвнiсть

випливає з того, що для z > 0

{ν(t) > z} = {ν(t) > ⌊z⌋} = {S⌊z⌋ ⩽ t}.

Друга нерiвнiсть є наслiдком нерiвностi Маркова: для довiльного зна-
чення λ > 0

P
{
S⌊θ−1x

√
t+µ−1t⌋ ⩽ t

}
= P

{
e−λS⌊θ−1x

√
t+µ−1t⌋ ⩾ e−λt

}
⩽ eλt(φ(λ))⌊θ

−1x
√
t+µ−1t⌋ ⩽ eλt(φ(λ))θ

−1x
√
t+µ−1t−1.

У останньому переходi були використанi нерiвностi ⌊z⌋ ⩾ z−1 та φ(λ) <
1.

Зазначивши, що E[ξ2] = µ2 + σ2 < ∞, та скориставшися розкладом
Маклорена функцiї φ, отримуємо

φ(s) = 1− µs+ µ2 + σ2

2
s2 + o(s2), s→ 0 + . (4.4)

Поклавши s = λ/
√
t, маємо

φ(λ/
√
t) = 1− µλ√

t
+
µ2 + σ2

2

λ2

t
+ o

(1
t

)
, t→∞.

Комбiнуючи останнiй розклад iз розкладом

eλµ/
√
t = 1 +

λµ√
t
+
λ2µ2

2t
+ o

(1
t

)
, t→∞,
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отримуємо

eλµ/
√
tφ(λ/

√
t) = 1 +

σ2

2

λ2

t
+ o

(1
t

)
, t→∞.

Пiдставляючи λ/
√
t замiсть λ у формулi (4.3), робимо висновок, що

достатньо показати, що

sup
t⩾t0

∞w

0

ex (φ(λ/
√
t))θ

−1x
√
t−1 dx <∞

для достатньо великого значення t0 та деякого значення λ > 0. Для
довiльних значень ε ∈ (0, µ), λ > 0 та достатньо великих t виконуються
нерiвностi

φ
( λ√

t

)
⩽ 1− (µ− ε)λ√

t
⩽ e−(µ−ε)λ/

√
t,

при цьому перша нерiвнiсть забезпечується формулою (1.14), а друга -
формулою 1− e−x ⩽ x, що виконується для x ⩾ 0. Отже,

∞w

0

ex φ(λ/
√
t)θ

−1x
√
t−1 dx ⩽ e(µ−ε)λ/

√
t
∞w

0

ex(1−(µ−ε)λθ−1) dx,

i останнiй iнтеграл збiгається за умови, що λ > θ/(µ− ε).
(б) Спочатку доведемо, що для p > 0 виконується рiвнiсть

E[(Normal (0, 1))p+] =
2p/2−1Γ(p+1

2 )
√
π

.

Щiльнiсть випадкової величини Normal (0, 1) має вигляд
y 7→ (2π)−1/2e−y2/2. Тому

E[(Normal (0, 1))p+] =
1

(2π)1/2

∞w

0

ype−y2/2dy =
2p/2−1

√
π

∞w

0

x(p−1)/2e−xdx

=
2p/2−1Γ((p+ 1)/2)√

π
.

Друга рiвнiсть отримана за допомогою замiни змiнної x = y2/2.

Зафiксуємо довiльне p > 0. Згiдно з розв’язанням частини (а) задачi
сiм’я випадкових величин (exp(p(ν(t)− µ−1t)/a(t)))t⩾t0 є рiвномiрно iн-
тегровною. Внаслiдок нерiвностi xp+ ⩽ epx, що виконується для x ∈ R, та
леми 16 сiм’я (((ν(t)−µ−1t)/a(t))p+)t⩾t0 також є рiвномiрно iнтегровною.
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Цей факт разом iз спiввiдношенням(ν(t)− µ−1t

a(t)

)p

+

d→
(
Normal (0, 1)

)p
+
, t→∞,

що випливає з теореми 12, доводить (4.2) згiдно з теоремою 14.

Задача 16 (Гнедiн та Iксанов [4]). Нехай P{ξ > 0} = 1 та σ2 = Var[ξ] ∈
(0,∞). Довести, що

E[ sup
s∈[0, t]

(ν(s)− µ−1s)2] = O(t), t→∞,

де µ = E[ξ] <∞.

Розв’язання. Оскiльки P{ξ = 0} = 0 за припущенням, то s 7→ ν(s) −
µ−1s є випадковою кусково-лiнiйною функцiєю з кутовим коефiцiєнтом
µ−1 та одиничними стрибками у точках S0, S1, . . .. Тому

sup
s∈[0, t]

(ν(s)− µ−1s)2

⩽ max
(

max
0⩽k⩽ν(t)

(k − µ−1Sk)
2, max

0⩽k⩽ν(t)−1
(k + 1− µ−1Sk)

2
)

⩽ 2
(
1 + max

0⩽k⩽ν(t)
(k − µ−1Sk)

2
)
.

Покладемо F0 := {⊘,Ω}, тобто F0 є тривiальною σ-алгеброю. Для
k ∈ N позначимо через Fk σ-алгебру, породжену випадковими величи-
нами ξ1, . . . , ξk. Послiдовнiсть (Sn − µn,Fn)n⩾0 є мартингалом. Оскiль-
ки величина ν(t) є моментом зупинки вiдносно потоку (Fn)n⩾0, то по-
слiдовнiсть (Sν(t)∧n − µ(ν(t) ∧ n),Fn)n⩾0 також є мартингалом, див.,
наприклад, теорему 76 на с. 57 посiбника [8]. Застосовуючи до цього
мартингала нерiвнiсть Дуба з p = 2 (теорема 17), отримуємо

E
[

max
0⩽k⩽ν(t)∧n

(Sk − µk)2
]
= E

[
max

0⩽k⩽n
(Sν(t)∧k − µ(ν(t) ∧ k))2

]
⩽ 4E

[
(Sν(t)∧n − µ(ν(t) ∧ n))2

]
= 4σ2E[ν(t) ∧ n]

для всiх n ∈ N. Остання рiвнiсть - це одна з тотожностей Уолда (теорема
92 на с. 72 посiбника [8]). Застосовуючи теорему Левi про монотонну
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збiжнiсть, отримуємо E
[

max
0⩽k⩽ν(t)

(Sk − µk)2
]
⩽ 4σ2E[ν(t)] = 4σ2U(t). За

елементарною теоремою вiдновлення права частина - цеO(t) при t→∞.

Задача 17 (Альсмайєр, Iксанов та Каблучко [1]). Позначимо через Ŝ1,
Ŝ2, . . . незалежнi випадковi величини такi, що для кожного n ∈ N
величина Ŝn має той самий розподiл, що i Sn. Покладемо N̂(t) :=∑
n⩾1

1{Ŝn⩽t} для t ⩾ 0. Нехай P{ξ > 0} = 1 та σ2 = Var[ξ] ∈ (0,∞).

Довести, що

Var[N̂(t)] ∼
(σ2

µ3

t

π

)1/2

, t→∞,

де µ = E[ξ] <∞.

Розв’язання. Зафiксуємо будь-яке t > 0. Випадковi величини 1{Ŝ1⩽t},
1{Ŝ2⩽t}, . . . є незалежними. Тому дисперсiя суми цих випадкових вели-
чин дорiвнює сумi дисперсiй. Наразi скiнченнiсть дисперсiї величини
N̂(t) не є очевидною, i ми маємо її перевiрити. Дисперсiя випадкової
величини, що набуває значення 1 з ймовiрнiстю p ∈ (0, 1) та 0 з ймовiр-
нiстю 1− p, дорiвнює p(1− p). Тому

Var[N̂(t)] =
∑
k⩾1

P{Ŝk ⩽ t}P{Ŝk > t} =
∑
k⩾1

P{Sk ⩽ t}P{Sk > t}.

Друга рiвнiсть випливає з того, що для кожного k ∈ N величина Ŝk має
той самий розподiл, що i Sk. Останнiй ряд збiжний внаслiдок нерiвностi∑

k⩾1

P{Sk ⩽ t}P{Sk > t} ⩽
∑
k⩾1

P{Sk ⩽ t} = U(t)− 1, t > 0,

i того, що за умови P{ξ = 0} < 1, яка забезпечується припущенням σ2 >

0, функцiя вiдновлення U є скiнченною для всiх додатних аргументiв
(див. лему 4). Таким чином, дисперсiя величини N̂(t) є скiнченною.

Надалi буде зручнiше працювати з iнтегралами, а не сумами. Тому
подамо Var[N̂(t)] у еквiвалентному виглядi
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Var[N̂(t)] =

∞w

0

P{S⌊x⌋ ⩽ t}P{S⌊x⌋ > t}dx

=

∞w

0

P{ν(t) > ⌊x⌋}P{ν(t) ⩽ ⌊x⌋}dx, t > 0.

Тут ⌊x⌋ позначає цiлу частину числа x. Для отримання другої рiвностi
ми скористалися рiвнiстю {Sk ⩽ t} = {ν(t) > k} для k ∈ N, де, як
i завжди у цьому посiбнику, ν(x) = inf{k ∈ N : Sk > x} для x ⩾ 0.
Центральна гранична теорема для величин ν(t) пiдказує замiну змiнної
x = µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y, в результатi чого отримаємо

(µ−3σ2t)−1/2Var[N̂(t)]

=

∞w

−µ−1t/(µ−3σ2t)1/2

P{ν(t) > ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋}

× P{ν(t) ⩽ ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋}dy. (4.5)

Згiдно з теоремою 12 для кожного фiксованого y ∈ R

lim
t→∞

P{ν(t) > ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋} = P{Normal (0, 1) > y}. (4.6)

Таким чином, iнтегранди у формулi (4.5) збiгаються при t→∞. Пока-
жемо тепер, що iнтеграли у формулi (4.5) також збiгаються. Зафiксуємо
довiльне b > 0. Використовуючи (4.6) та теорему Лебега про мажоро-
вану збiжнiсть (в якостi iнтегровної мажоранти беремо функцiю, що
дорiвнює 1 на промiжку [−b, b]), маємо

lim
t→∞

bw

−b

P{ν(t) > ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋}

× P{ν(t) ⩽ ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋}dy

=

bw

−b

P{Normal (0, 1) > y}P{Normal (0, 1) ⩽ y}dy.
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Далi за нерiвнiстю Маркова iнтегранд у iнтегралi
∞w

b

P{ν(t) > ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋}P{ν(t) ⩽ ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋}dy

не перевищує

E
[( |ν(t)− µ−1t+ 1|

(µ−3σ2t)1/2

)3/2] 1

y3/2
⩽ sup

t⩾t1

E
[( |ν(t)− µ−1t+ 1|

(µ−3σ2t)1/2

)3/2] 1

y3/2

(4.7)
для всiх y > b, будь-якого t1 > 0 та t ⩾ t1.

Покажемо, що останнiй супремум є скiнченним. Внаслiдок опукло-
стi функцiї x 7→ x3/2 на [0,∞) виконується нерiвнiсть (x + y)3/2 ⩽
√
2(x3/2 + y3/2) для x, y ⩾ 0. Тому достатньо встановити скiнченнiсть

sup
t⩾t1

E
[( |ν(t)− µ−1t|

t1/2
)3/2]. Згiдно з задачею 16 E[ sup

s∈[0, t]

(ν(s) − µ−1s)2] =

O(t) при t→∞. Оскiльки sup
s∈[0, t]

(ν(s)−µ−1s)2] ⩾ (ν(t)−µ−1t)2 для всiх

t ⩾ 0, то E[(ν(t)− µ−1t)2] = O(t) при t→∞ i, отже,

sup
t⩾t1

E
[( |ν(t)− µ−1t|

t1/2
)2]

<∞. Нарештi,

sup
t⩾t1

E
[( |ν(t)− µ−1t|

t1/2

)3/2]
= sup

t⩾t1

(
E
[( |ν(t)− µ−1t|

t1/2

)3/2

1{|ν(t)−µ−1t|⩽t1/2}

]
+ E

[( |ν(t)− µ−1t|
t1/2

)3/2

1{|ν(t)−µ−1t|>t1/2}

])
⩽ 1 + sup

t⩾t1

E
[( |ν(t)− µ−1t|

t1/2

)2]
<∞.

Використовуючи (4.6) та теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть
(в якостi iнтегровної мажоранти беремо функцiю, що фiгурує у правiй
частинi формули (4.7)), маємо

lim
t→∞

∞w

b

P{ν(t) > ⌊µ−1t+(µ−3σ2t)1/2y⌋}P{ν(t) ⩽ ⌊µ−1t+(µ−3σ2t)1/2y⌋}dy
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=

∞w

b

P{Normal (0, 1) > y}P{Normal (0, 1) ⩽ y}dy.

За допомогою аналогiчних мiркувань робимо висновок про те, що

lim
t→∞

−bw

−µ−1t/(µ−3σ2t)1/2

P{ν(t) > ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋}

× P{ν(t) ⩽ ⌊µ−1t+ (µ−3σ2t)1/2y⌋}dy

=

−bw

−∞
P{Normal (0, 1) > y}P{Normal (0, 1) ⩽ y}dy.

Отже, ми довели, що

lim
t→∞

(µ−3σ2t)−1/2Var[N̂(t)]

=
w

R

P{Normal (0, 1) > y}P{Normal (0, 1) ⩽ y}dy.

Залишається обчислити останнiй iнтеграл. Для цього стане у пригодi
такий факт.

Факт. Нехай θ є випадковою величиною iз середнiм 0. Тодi
w

R

P{θ > y}P{θ ⩽ y}dy = E(θ1 − θ2)+ <∞,

де θ1 та θ2 є незалежними копiями ξ, та x+ = max(x, 0) для x ∈ R.

Доведення факту. Використовуючи рiвностi

P{θ > y}P{θ ⩽ y} =
(
1− (P{θ ⩽ y})2

)
−
(
1− P{θ ⩽ y}

)
= P{θ ⩽ y} −

(
P{θ ⩽ y}

)2
,

отримуємо

w

R

P{θ > y}P{θ ⩽ y}dy =

∞w

0

(
1− (P{θ ⩽ y})2

)
dy −

∞w

0

(
1− P{θ ⩽ y}

)
dy

+

0w

−∞
P{θ ⩽ y}dy −

0w

−∞
(P{θ ⩽ y})2dy.
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Якщо X є випадковою величиною, що набуває дiйсних значень, то

E[X+] =

∞w

0

(
1− P{X ⩽ y}

)
dy та E[X−] =

0w

−∞
P{X ⩽ y}dy,

де x− = max(−x, 0) для x ∈ R, при цьому випадок, у якому математичнi
сподiвання нескiнченнi, не виключається. Функцiя y 7→ (P{θ ⩽ y})2 є
функцiєю розподiлу випадкової величини max(θ1, θ2). Тому

∞w

0

(
1− (P{θ ⩽ y})2

)
dy = E[(max(θ1, θ2))+]

та
0w

−∞
(P{θ ⩽ y})2dy = E[(max(θ1, θ2))−]. Внаслiдок нерiвностей

(
1 −

(P{θ ⩽ y})2
)
⩽ 2(1 − P{θ ⩽ y}) та

(
P{θ ⩽ y})2 ⩽ P{θ ⩽ y} та того,

що E[θ+] < ∞ та E[θ−] < ∞, математичнi сподiвання невiд’ємної та
недодатної складової максимума є скiнченними. Таким чином,

w

R

P{θ > y}P{θ ⩽ y}dy

= E[(max(θ1, θ2))+]− E[θ+] + E[θ−]− E[(max(θ1, θ2))−]

= E[max(θ1, θ2)] = E[max(θ1, θ2)− θ2] = E[(θ1 − θ2)+].

Ми скористалися тим, що X = X+−X−, зокрема, E[θ+]−E[θ−] = E[θ] =
0. Доведення факту завершене.

Якщо величина θ має стандартний нормальний розподiл, то щiль-
нiсть розподiлу величини θ1 − θ2 має вигляд x 7→ exp(−x2/4)/(2π1/2)

для x ∈ R. Тому E[(θ1 − θ2)+] = (2π1/2)−1
∞w

0

y exp(−y2/4)dy = π−1/2.

Отже,
w

R

P{Normal (0, 1) > y}P{Normal (0, 1) ⩽ y}dy = π−1/2.
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Роздiл 5

Безпосередня iнтегровнiсть за Рiманом та

ключова теорема вiдновлення

5.1. Теоретичний матерiал

Кажуть, що функцiя f : [0,∞)→ [0,∞) є безпосередньо iнтегровною
за Рiманом на [0,∞), якщо
(а) σ(h) <∞ для кожного h > 0 та
(б) lim

h→0+

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0, де

σ(h) := h
∑
n⩾1

sup
(n−1)h⩽y<nh

f(y) та σ(h) := h
∑
n⩾1

inf
(n−1)h⩽y<nh

f(y).

Лема 18 (Достатнi умови безпосередньої iнтегровностi за Рiманом).
Якщо функцiя f : [0,∞) → [0,∞) не зростає та є iнтегровною за
Лебегом, то вона є безпосередньо iнтегровною за Рiманом.

Лема 19. Якщо функцiя f : [0,∞) → [0,∞) є безпосередньо iнтегров-
ною за Рiманом на [0,∞), то f є невласно iнтегровною за Рiманом на
[0,∞), та

lim
h→0+

σ(h) =

∞w

0

f(y)dy,

де iнтеграл iснує як невласний iнтеграл Рiмана та як iнтеграл Лебега.
Також

lim
h→0+

σ(h) =

∞w

0

f(y)dy.

Теорема 20 (Ключова теорема вiдновлення для неарифметичних ви-
падкових блукань). (а) Нехай випадкове блукання (Sn)n⩾0 є неарифме-
тичним, а функцiя f : [0,∞) → [0,∞) є безпосередньо iнтегровною за
Рiманом на [0,∞). Якщо µ = E[ξ] <∞, то

lim
t→∞

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) = µ−1
∞w

0

f(y)dy.
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Якщо ж µ =∞, то

lim
t→∞

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) = 0.

(б) Нехай випадкове блукання (Sn)n⩾0 є неарифметичним, а функцiя
f : R → [0,∞) є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R. Якщо
µ = E[ξ] ∈ (0,∞), то

lim
t→∞

w

[0,∞)

f(t− y)dU(y) = µ−1
w

R

f(y)dy.

Якщо ж µ =∞, то

lim
t→∞

w

[0,∞]

f(t− y)dU(y) = 0.

Теорема 21 (Ключова теорема вiдновлення для арифметичних ви-
падкових блукань). Нехай d > 0, випадкове блукання (Sn)n⩾0 є d-
арифметичним, а функцiя f : R → R є такою, що

∑
k⩾0

|f(x+ dk)| < ∞

для фiксованого x ∈ R. Якщо µ = E[ξ] ∈ (0,∞), то

lim
n→∞

w

[0, nd]

f(x+ dn− y)dU(y) = µ−1d
∑
k⩾0

f(x+ dk).

Якщо ж µ =∞, то

lim
n→∞

w

[0, nd]

f(x+ dn− y)dU(y) = 0.

Теорема 22 (Аналог ключової теореми вiдновлення для неiнтегровних
функцiй, що не зростають). Нехай µ = E[ξ] ∈ (0,∞), а функцiя f :

[0,∞)→ [0,∞) не зростає та задовольняє спiввiдношення

lim
t→∞

tw

0

f(y)dy =∞. Тодi

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) ∼ µ−1
tw

0

f(y)dy, t→∞.
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5.2. Задачi

Задача 18. Знайти асимптотику першого порядку функцiї
∑
k⩾1

1

1 + ck2

при c→ 0+.

Розв’язання. Функцiя g, що задається рiвнiстю g(x) :=
1

1 + x2
для

x ⩾ 0, спадає та є iнтегровною за Лебегом на [0,∞). Тому згiдно з
достатнiми умовами, наведеними у лемi 18, функцiя g є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на [0,∞).

Нехай f є довiльною безпосередньо iнтегровною функцiєю на [0,∞).
Внаслiдок леми 19 та нерiвностi

sup
(n−1)h⩽y<nh

f(y) ⩽ f((n− 1)h) ⩽ sup
(n−1)h⩽y<nh

f(y),

що виконується для всiх n ∈ N та всiх h > 0,

lim
h→0+

h
∑
n⩾0

f(nh) =

∞w

0

f(y)dy.

Застосовуючи це граничне спiввiдношення з f = g, отримуємо

h
∑
n⩾0

g(nh) = h
∑
n⩾0

1

1 + (nh)2
→

∞w

0

dx

1 + x2
=
π

2
, h→ 0 + .

Нарештi, поклавши h = c1/2, маємо∑
n⩾0

1

1 + cn2
∼ π

2c1/2
, c→ 0 + .

Задача 19. Нехай (Sk)k⩾0 є неарифметичним випадковим блуканням
та E[S1] <∞. Знайти границi lim

t→∞
E
[∑
k⩾0

e−(t−Sk)1{Sk⩽t}
]

та lim
t→∞

E
[∑
k⩾0

e−(t−Sk)
2]

.

Розв’язання. Для невiд’ємної вимiрної функцiї f , що визначена на
[0,∞), виконуються рiвностi: для t > 0

E
[∑
k⩾0

f(t− Sk)1{Sk⩽t}

]
=

∑
k⩾0

E
[
f(t− Sk)1{Sk⩽t}

]
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=
∑
k⩾0

w

[0, t]

f(t− y)dP{Sk ⩽ y} =
w

[0, t]

f(t− y)d
(∑

k⩾0

P{Sk ⩽ y}
)

=
w

[0, t]

f(t− y)dU(y), (5.1)

де U(x) =
∑
k⩾0

P{Sk ⩽ x}, x ⩾ 0 – функцiя вiдновлення.

Аналогiчно для невiд’ємної вимiрної функцiї f , що визначена на
(−∞,∞), виконуються рiвностi

E
[∑
k⩾0

f(t− Sk)
]

=
∑
k⩾0

E
[
f(t− Sk)

]
=

∑
k⩾0

w

[0,∞)

f(t− y)dP{Sk ⩽ y}

=
w

[0,∞)

f(t− y)d
(∑

k⩾0

P{Sk ⩽ y}
)

(5.2)

=
w

[0,∞)

f(t− y)dU(y).

Функцiя f(y) := e−y спадає та є iнтегровною за Лебегом на [0,∞).
Тому за лемою 18 вона є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на
[0,∞). Скориставшися (5.1) та ключовою теоремою вiдновлення (тео-
рема 20(a)), отримуємо при t→∞

E
[∑
k⩾0

e−(t−Sk)1{Sk⩽t}
]
=

w

[0, t]

e−(t−y)dU(y) → (E[ξ])−1
∞w

0

e−ydy = (E[ξ])−1.

Нагадаємо, що функцiя f : R → [0,∞) називається безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на R, якщо

(А)
∑
n∈Z

sup
(n−1)h⩽y<nh

f(y) <∞ для кожного h > 0 та

(Б) lim
h→0+

h
∑
n∈Z

(
sup

(n−1)h⩽y<nh

f(y)− inf
(n−1)h⩽y<nh

f(y)
)
= 0.

Функцiя f(y) := e−y2

, y ∈ R не зростає та є iнтегровною за Лебегом
на [0,∞). Тому за лемою 18 вона є безпосередньо iнтегровною за Рi-
маном на [0,∞). Отже, за означенням безпосередньої iнтегровностi за
Рiманом на [0,∞)∑
n⩾1

sup
(n−1)h⩽y<nh

e−y2

<∞ для кожного h > 0 та

51



lim
h↓0

h
∑
n⩾1

(
sup

(n−1)h⩽y<nh

e−y2

− inf
(n−1)h⩽y<nh

e−y2)
= 0.

Внаслiдок парностi f(y) = e−y2

останнє є еквiвалентним (А) та (Б)
з f(y) = e−y2

. Таким чином, функцiя f(y) := e−y2

, y ∈ R є безпосере-
дньо iнтегровною за Рiманом на R. Скориставшися (5.2) та ключовою
теоремою вiдновлення (теорема 20(б)), отримуємо при t→∞

E
[∑
k⩾0

e−(t−Sk)
2
]
=

w

[0,∞)

e−(t−y)2dU(y) → (Eξ)−1
∞w

−∞
e−y2

dy =
√
π(Eξ)−1.

Задача 20. Нехай r > 0 – задане число, а (Sk)k⩾0 стандартне випадко-
ве блукання з невiд’ємними невиродженими в нулi кроками. Довести,
що sup

t>0
E[(Sν(t) − t)r] <∞ тодi i тiльки тодi, коли E[ξr+1] <∞.

Розв’язання. Припустимо, що E[ξr+1] <∞. Використовуючи формулу
повного математичного сподiвання та рiвностi {ν(t) = k} = {Sk−1 ⩽

t, Sk > t} i Sk = Sk−1 + ξk, отримаємо для t > 0

E[(Sν(t)−t)r] =
∑
k⩾1

E[(Sν(t)−t)r1{ν(t)=k}] =
∑
k⩾1

E[(Sk−t)r1{Sk−1⩽t, Sk>t}]

=
∑
k⩾1

E[(ξk − (t− Sk−1))
r
1{Sk−1⩽t, ξk>t−Sk−1}].

Покладемо g(z) := E[(ξ− z)r1{ξ>z}] для z ⩾ 0. Оскiльки величини ξk та
Sk−1 незалежнi, то

E[(Sν(t) − t)r] =
∑
k⩾1

w

[0, t]

E[(ξk − (t− y))r1{ξk>t−y}]dP{Sk−1 ⩽ y}

=
∑
k⩾1

w

[0, t]

E[(ξ − (t− y))r1{ξ>t−y}]dP{Sk−1 ⩽ y} =
w

[0, t]

g(t− y)dU(y).

Внаслiдок
∞w

0

g(z)dz =

∞w

0

E[(ξ−z)r1{ξ>z}]dz = E
ξw

0

(ξ−z)rdz = (r+1)−1E[ξr+1] <∞,

де друга рiвнiсть гарантується теоремою Фубiнi, функцiя g є iнтегров-
ною за Лебегом на [0,∞). Також вона не зростає на [0,∞). Тому згiдно
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з достатнiми умовами, наведеними у лемi 18, функцiя g є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на [0,∞). Нарештi нерiвнiсть sup

t>0
E[(Sν(t)−t)r] <

∞ виконується згiдно з наведеним нижче фактом.

Факт. Нехай f є невiд’ємною безпосередньо iнтегровною за Рiманом
функцiєю на [0,∞). Тодi sup

t>0

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) <∞.

Доведення факту. Покладемо

f∗(z) :=
∑
n⩾1

sup
n−1⩽y<n

f(y)1[n−1, n)(z), z ⩾ 0.

За означенням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом

σ(1) =
∑
n⩾1

sup
n−1⩽y<n

f(y) <∞.

Тому ряд, що визначає функцiю g∗, збiгається для кожного z ⩾ 0.
Оскiльки f(z) ⩽ f∗(z) для z ⩾ 0, то

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) ⩽
w

[0, t]

f∗(t− y)dU(y)

=
∑
n⩾1

sup
n−1⩽y<n

f(y)(U(t− n+ 1)− U(t− n)) ⩽ σ(1)U(1) <∞.

Тут рiвнiсть забезпечується теоремою Фубiнi, а друга нерiвнiсть випли-
ває з субадитивностi функцiї вiдновлення U на R. Доведення факту
завершене, а з ним i розв’язання задачi.

Задача 21 (Аналог ключової теореми вiдновлення для неiнтегровних
субекспоненцiйних функцiй, що не спадають). Нехай µ = E[ξ] ∈ (0,∞),
а функцiя f : [0,∞) → [0,∞) не спадає, є вiдмiнною вiд тотожного
нуля та задовольняє спiввiдношення

lim
t→∞

f(t)
r t

0
f(y)dy

= 0. (5.3)

Довести, що
w

[0, t]

f(t− y)dU(y) ∼ µ−1
tw

0

f(y)dy, t→∞. (5.4)
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Навести приклади, що демонструють, що не можна позбавитися (а)
умови субекспоненцiйностi (5.3); (б) припущення монотонностi.

Розв’язання. Припустимо спочатку, що випадкове блукання (Sn)n⩾0

є неарифметичним або 1-арифметичним. За теоремою Блекуелла (те-
орема 9) lim

t→∞
(U(t + 1) − U(t)) = µ−1. Еквiвалентно для довiльного

ε ∈ (0, µ−1) знайдеться значення t0 ⩾ 2 таке, що

µ−1 − ε ⩽ U(t+ 1)− U(t) ⩽ µ−1 + ε

для всiх t ⩾ t0. Для таких значень t покладемо ∆t := t − t0 − ⌊t − t0⌋,
де ⌊x⌋ позначає цiлу частину дiйсного числа x.

Використовуючи монотоннiсть f , отримуємо
w

[0, t0]

f(t − y)dU(y) ⩽

f(t)U(t0). Тому згiдно з (5.3)

lim
t→∞

r
[0, t0]

f(t− y)dU(y)
r t

0
f(y)dy

= 0.

Далi для t > t0

w

(t0, t]

f(t− y)dU(y) ⩽
⌊t−t0⌋∑
n=0

w

(t0+n, t0+n+1]

f(t− y)dU(y)

⩽
⌊t−t0⌋∑
n=0

f(t− t0−n)(U(t0+n+1)−U(t0+n)) ⩽ (µ−1+ε)

⌊t−t0⌋∑
n=0

f(∆t+n)

⩽ (µ−1+ε)

⌊t−t0⌋+1∑
n=1

f(n) ⩽ (µ−1+ε)

⌊t−t0⌋+2w

1

f(y)dy ⩽ (µ−1+ε)

tw

1

f(y)dy.

Тут друга нерiвнiсть отримана з урахуванням монотонностi f , а четвер-
та - з урахуванням монотонностi f та того, що ∆t ⩽ 1. Нарештi, остання
нерiвнiсть є наслiдком того, що t0 ⩾ 2.

Спрямовуючи спочатку t→∞, а потiм ε→ 0+, отримуємо

limt→∞

r
[0, t]

f(t− y)dU(y)
r t

1
f(y)dy

⩽ µ−1.
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Нерiвнiсть

limt→∞

r
[0, t]

f(t− y)dU(y)
r t

1
f(y)dy

⩾ µ−1

доводиться аналогiчно. Оскiльки
tw

1

f(y)dy ∼
tw

0

f(y)dy при t → ∞, то

немає рiзницi, чи ми дiлимо на перший iнтеграл, взятий по промiжку
[1, t], чи на другий.

Припустимо тепер, що випадкове блукання (Sn)n⩾0 є d-арифметич-
ним для d ̸= 1. Тодi випадкове блукання (S∗

n)n⩾0 := (Sn/d)n⩾0 є 1-ариф-
метичним. Покладемо fd(y) := f(dy) для y ⩾ 0. За вже розв’язаним
фрагментом задачi

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) =
w

[0, t]

f(t− y)d
∑
n⩾0

P{Sn/d ⩽ y/d}

=
w

[0, t/d]

f(t− dx)d
∑
n⩾0

P{Sn/d ⩽ x} =
w

[0, t/d]

fd(t/d− x)d
∑
n⩾0

P{S∗
n ⩽ x}

∼ (E[S∗
1 ])

−1

t/dw

0

fd(y)dy = µ−1
tw

0

f(y)dy, t→∞.

Таким чином, спiввiдношення (5.4) доведене у всiх можливих випадках.

Покажемо, що не можна позбавитися умови (5.3). Нехай f(y) = ey

для y ⩾ 0. Тодi спiввiдношення (5.3) не виконується, оскiльки границя
дорiвнює 1, а не 0. При цьому
w

[0, t]

f(t− y)dU(y) =
w

[0, t]

et−ydU(y) ∼
w

[0,∞)

e−ydU(y) · et = 1

1− E[e−ξ]
et

при t→∞, а

µ−1
tw

0

f(y)dy = µ−1
tw

0

eydy ∼ µ−1et, t→∞.

Функцiя s 7→ s−1(1−E[e−sξ]) спадає на (0,∞) як перетворення Лапласа-
Стiлт’єса функцiї G, що не спадає та має щiльнiсть y 7→ P{ξ > y} на
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[0,∞), тобто dG(y) = P{ξ > y}dy. Тому

1− E[e−ξ]

1
< lim

s→0+

1− E[e−sξ]

s
= µ,

i спiввiдношення (5.4) не виконується для жодного розподiлу ξ з µ ∈
(0,∞).

Покажемо, що не можна позбавитися припущення монотонностi. Не-
хай f(y) = 1Qc

+
(y) для y ⩾ 0, де Qc

+ - множина додатних iррацiональних

чисел. При цьому
tw

0

f(y)dy = t для кожного t ⩾ 0, i умова (5.3) виконує-

ться. Нехай розподiл ξ є зосередженим у додатних рацiональних точках.
Зазначимо, що вiн може бути як неарифметичним, так i арифметичним.
Функцiя вiдновлення U є кусково постiйною зi стрибками у рацiональ-
них точках. Тому

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) = 0 для рацiональних додатних t, i

спiввiдношення (5.4) не виконується.

Задача 22. За умови E[ξ] ∈ (0,∞) визначити асимптотичну поведiн-
ку E[ξν(t)] при t→∞.

Розв’язання. Покладемо f(y) := E[ξ1{ξ>y}] для y ⩾ 0 та зазначимо,
що функцiя f не зростає. Розпочнемо з отримання зручного зображе-
ння, скориставшися формулою повного математичного сподiвання для
першої рiвностi:

E[ξν(t)] =
∑
k⩾1

E[ξν(t)1{ν(t)=k}] =
∑
k⩾1

E[ξk1{Sk−1⩽t, ξk>t−Sk−1}]

=
w

[0, t]

f(t− y)dU(y), t ⩾ 0.

Розглянемо тепер два випадки: E[ξ2] <∞ та E[ξ2] =∞.

Випадок E[ξ2] <∞. Внаслiдок
∞w

0

f(y)dy =

∞w

0

E[ξ1{ξ>y}]dy = E
[
ξ

∞w

0

1{ξ>y}dy
]
= E[ξ2] <∞,

функцiя f є iнтегровною за Лебегом. Отже, за лемою 18 вона є безпо-
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середньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞).
Якщо випадкове блукання (Sn)n⩾0 є неарифметичним, то за ключо-

вою теоремою вiдновлення (теорема 20(a))

E[ξν(t)] =
w

[0, t]

f(t− y)dU(y) → µ−1
∞w

0

f(y)dy = µ−1E[ξ2] <∞, t→∞.

Якщо випадкове блукання (Sn)n⩾0 є d-арифметичним для деякого
d > 0, то за ключовою теоремою вiдновлення (теорема 21)

E[ξν(nd)] =
w

[0, nd]

f(nd− y)dU(y) → µ−1d
∑
k⩾0

f(dk)

= µ−1d
∑
k⩾0

E[ξ1{ξ>dk}] = µ−1dE
[
ξ

ξ/d−1∑
k=0

1
]
= µ−1E[ξ2] <∞, n→∞.

Ми скористалися тим, що величина ξ/d набуває невiд’ємних цiлих зна-

чень. Як завжди, сума вигляду
−1∑
k=0

вважається рiвною нулевi. Нагадає-

мо, що безпосередня iнтегровнiсть за Рiманом функцiї f не є необхiдною
для застосовностi теореми 21. Потрiбно лише, щоб ряд

∑
k⩾0

f(dk) збiгав-

ся.
Випадок E[ξ2] = ∞. Функцiя f не є iнтегровною за Лебегом. Тому
за аналогом ключової теореми вiдновлення для неiнтегровних функцiй,
що не зростають (теорема 22),

E[ξν(t)] =
w

[0, t]

f(t− y)dU(y) ∼ µ−1
tw

0

f(y)dy = µ−1E
[
ξ

tw

0

1{ξ>y}dy
]

= µ−1E[ξmin(ξ, t)]

при t → ∞. Якщо, наприклад, P{ξ > t} ∼ ct−3/2 при t → ∞, то можна
перевiрити, що E[ξν(t)] ∼ 6µ−1ct1/2 при t→∞.

57



Роздiл 6

Рiвняння вiдновлення

6.1. Теоретичний матерiал

Нехай f : [0,∞) → R є деякою заданою функцiєю, а функцiя G,
що не спадає та є неперервною справа, має властивостi m := G(+∞) <

∞ та G(x) = 0 для x < 0. Покладемо H(x) := m−1G(x) для x ∈ R.
Так визначена функцiя H є функцiєю розподiлу невiд’ємної випадкової
величини.

Означення 23. Рiвняння

Z(t) = f(t) +m
w

[0, t]

Z(t− x)dH(x), t ⩾ 0 (6.1)

називається рiвнянням вiдновлення, пов’язаним з функцiями G та f .

Функцiя вiдновлення U , що вiдповiдає випадковому блукання зi стриб-
ками, що мають той самий розподiл, що i випадкова величина ξ, задо-
вольняє рiвняння вiдновлення

U(t) = 1 +
w

[0, t]

U(t− x)dP{ξ ⩽ x}, t ⩾ 0. (6.2)

Теорема 24. Нехай H є функцiєю неарифметичного розподiлу. При-
пустимо, що iснує значення β ∈ R таке, що

w

[0,∞)

eβxdH(x) = m−1; (6.3)

та w

[0,∞)

xeβxdH(x) <∞, (6.4)

а функцiя t→ eβtf(t) є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞).
Тодi локально обмежений розв’язок Z рiвняння вiдновлення (6.1) задо-
вольняє

lim
t→∞

eβtZ(t) =

r∞
0

eβxf(x)dx
r
[0,∞)

xeβxdG(x)
∈ (0,∞).
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Зауваження 25. У випадку mH(0) < 1 < m умови (6.3) та (6.4) вико-
нуються автоматично для єдиного β ∈ (−∞, 0).

6.2. Задачi

Задача 23. Нехай U є функцiєю вiдновлення, що вiдповiдає випадко-
вому блуканню, що стартує в нулi та має кроки з (неперервним) рiв-
номiрним розподiлом на [0, 1]. Використовуючи рiвняння вiдновлення
для U , знайти U(t) для t ∈ [0, 2).

Розв’язання. Нехай f – вимiрна функцiя така, що iнтеграл Лебега
xw

0

f(y)dy iснує для всiх x ⩾ 0. Покладемо g(x) :=

xw

0

f(y)dy для x ⩾ 0.

Функцiя g є диференцiйовною майже скрiзь на [0,∞). Якщо ж додатко-
во вiдомо, що f неперервна на [0,∞), то g є (скрiзь) диференцiйовною
на [0,∞). Це випливає з теореми про середнє значення для iнтегралiв.

Також нам знадобиться такий факт.

Факт. Якщо розподiл випадкової величини ξ є абсолютно неперервним
(вiдносно мiри Лебега), то функцiя вiдновлення U також є абсолютно
неперервною (вiдносно мiри Лебега).

Доведення факту. Покажемо спочатку, що для кожного n ∈ N роз-
подiл величини Sn є абсолютно неперервним. Скористаємося математи-
чною iндукцiєю. Якщо n = 1, то останнє твердження має мiсце згiдно
з припущенням, оскiльки величина S1 має той самий розподiл, що i
ξ. Припустимо, що твердження виконується для натуральних n ⩽ m,
та покажемо, що розподiл Sm+1 є абсолютно неперервним. Нехай A є
довiльною борелiвською множиною у [0,∞) лебегової мiри нуль. Зазна-
чимо, що для довiльного x ⩾ 0 множина A − x := {y − x : y ∈ A}
також є борелiвською та має лебегову мiру нуль. Маємо довести, що
P{Sm+1 ∈ A} = 0. Це робиться так:

P{Sm+1 ∈ A} = P{Sm + ξm+1 ∈ A} =
w

[0,∞)

P{Sm ∈ A− x}dP{ξ ⩽ x} = 0.
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Друга рiвнiсть випливає з незалежностi величин Sm та ξm+1, а остання-
з припущення iндукцiї про те, що розподiл величини Sm є абсолютно
неперервним i, отже, P{Sm ∈ A− x} = 0.

Перейдемо до безпосереднього доведення факту. Зафiксуємо довiль-
не n ∈ N. Оскiльки розподiл величини Sn є абсолютно неперервним, то
iснує невiд’ємна функцiя fn, що для всiх 0 ⩽ a < b ≤ ∞ задовольняє
рiвнiсть

bw

a

fn(x)dx = P{a < Sn ⩽ b}.

Функцiя fn називається щiльнiстю розподiлу випадкової величини Sn.
Нам достатньо показати, що функцiя

∑
n⩾1

fn є щiльнiстю функцiї U − 1,

тобто для всiх 0 ⩽ a < b <∞
bw

a

∑
n⩾1

fn(x)dx = U(b)− U(a).

Це миттєво випливає з теореми Фубiнi i того, що функцiї fn є не-
вiд’ємними за означенням:

bw

a

∑
n⩾1

fn(x)dx =
∑
n⩾1

bw

a

fn(x)dx =
∑
n⩾1

P{a < Sn ⩽ b} = U(b)− U(a).

Доведення факту завершене.

Перейдемо до розв’язання задачi. Згiдно з формулою (6.2) функцiя
вiдновлення U задовольняє рiвняння вiдновлення

U(t) = 1 +

tw

0

U(t− x)1(0,1)(x)dx = 1 +

t∧1w

0

U(t− x)dx = 1 +

tw

(t−1)+

U(x)dx

для t ⩾ 0, де x ∧ y = min(x, y), x+ = max(x, 0) для x, y ∈ R.

Нехай t ∈ [0, 1). Тодi рiвняння вiдновлення набуває вигляду U(t) =

1+

tw

0

U(x)dx. Оскiльки рiвномiрний розподiл є абсолютно неперервним

(має щiльнiсть), то згiдно з фактом функцiя U є (абсолютно) неперерв-
ною. Тому останнє рiвняння можна продиференцiювати. В результатi
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отримаємо U ′(t) = U(t), звiдки U(t) = cet для довiльної дiйсної кон-
станти c. Оскiльки рiвномiрний розподiл не має атома в нулi, робимо
висновок, що U(0) =

∑
n⩾0

P{Sn = 0} = P{S0 = 0} = 1. Тому c = 1, i

U(t) = et для t ∈ [0, 1).
Нехай t ∈ [1, 2). Тодi рiвняння вiдновлення набуває вигляду U(t) =

1+

tw

t−1

U(x)dx. Оскiльки функцiя U є неперервною, це рiвняння можна

продиференцiювати. В результатi отримаємо U ′(t) = U(t) − U(t − 1).
Оскiльки t−1 ∈ [0, 1), то згiдно з попереднiм параграфом U(t−1) = et−1.
Тому маємо розв’язати диференцiйне рiвняння U ′(t) = U(t) − et−1.
Для цього скористаємося методом варiацiї довiльної сталої. Шукаємо
розв’язок у виглядi U(t) = C(t)et для диференцiйовної функцiї C. Пiд-
ставляючи цей вираз у рiвняння, отримуємо C ′(t) = −e−1. Тому U(t) =

(c− e−1t)et для довiльної дiйсної константи c. З попереднього парагра-
фа та неперервностi U робимо висновок, що U(1) = e. Тому c = 1+e−1.
Остаточно U(t) = et − et−1(t− 1) для t ∈ [1, 2).

Задача 24. Нехай (Sk)k⩾0 – неарифметичне випадкове блукання, що
стартує в нулi та має невiд’ємнi кроки, додатна константа a задо-
вольняє нерiвнiсть eaP{ξ = 0} < 1, а Va – експоненцiйна функцiя
вiдновлення, що задається так Va(t) :=

∑
k⩾0

eakP{Sk ⩽ t} для t ⩾ 0.

Довести, що знайдеться γ > 0 таке, що границя lim
t→∞

e−γtVa(t) є скiн-
ченною та вiдмiнною вiд нуля. Знайти цю границю.

Розв’язання. Оскiльки за припущенням розподiл ξ є неарифмети-
чним, то P{ξ = 0} < 1. Тому дiйсно знайдуться додатнi значення a,
що задовольняють eaP{ξ = 0} < 1. Згiдно з розв’язанням задачi 9 за
умови eaP{ξ = 0} < 1 експоненцiйна функцiя вiдновлення є скiнченною
для всiх невiд’ємних аргументiв.

Позначимо через H функцiю розподiлу випадкової величини ξ. При
цьому Va(t) =

∑
k⩾0

eakH∗(k)(t) для t ⩾ 0, де H∗(0)(t) = 1 для t ⩾ 0 та
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= 0 для t < 0; H∗(1) = H, а для натуральних k ⩾ 2 H∗(k) - згортка
Лебега-Стiлт’єса k-го порядку функцiї H з собою. Для t ⩾ 0 виконую-
ться рiвностi

Va(t) = 1 + ea
∑
k⩾1

ea(k−1)H∗(k)(t) = 1 + ea
∑
k⩾1

ea(k−1)H∗(k−1) ∗H(t)

= 1 + ea
∑
k⩾1

ea(k−1)
w

[0, t]

H∗(k−1)(t− x)dH(x)

= 1 + ea
w

[0, t]

∑
k⩾0

eakH∗(k)(t− x)dH(x) = 1 + ea
w

[0, t]

Va(t− x)dH(x),

при цьому справедливiсть передостанньої рiвностi забезпечується тео-
ремою Фубiнi. Ми показали, що Va задовольняє рiвняння вiдновлення
(6.2) з f(t) = 1 для t ⩾ 0 та m = ea. Згiдно з зауваженням 25 фор-
мули (6.3) та (6.4) виконуються для єдиного вiд’ємного β. Покладемо
γ := −β. Функцiя t 7→ e−γt спадає та є iнтегровною за Лебегом на [0,∞).
Тому згiдно з достатною умовою, наведеною у лемi 18, ця функцiя є
безпосередньо iнтегровною за Рiманом на [0,∞). Отже, всi припущен-
ня теореми 24 виконанi. Застосувавши цю теорему та зазначивши, щоw

[0,∞)

xe−γxdH(x) = −φ′(γ), де φ(s) := E[e−sξ] для s ⩾ 0, отримуємо

lim
t→∞

e−γtVa(t) =
1

γea(−φ′(γ))
∈ (0,∞).

Задача 25. Нехай c > 0, а ν(t) є часом першого проходження вище
рiвня t випадкового блукання (Sn)n⩾0, що стартує в нулi та має до-
датнi кроки. Довести, що E[Sν(t) − t] = c для всiх t > 0 тодi i тiльки
тодi, коли випадкова величина ξ має показниковий розподiл з середнiм
c.

Розв’язання. Нехай ξ має показниковий розподiл з середнiм c. У цьому
випадку процес вiдновлення (N(t))t⩾0 є процесом Пуассона з параме-
тром 1/c. Для x > 0 подiя {Sν(t) − t > x} означає, що на промiжку
(t, t + x] немає елементiв послiдовностi (Sn)n⩾0, тобто згадана подiя
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збiгається з такою {N(t+ x)−N(t) = 0}. Отже,

P{Sν(t) − t > x} = P{N(t+ x)−N(t) = 0} = P{N(x) = 0} = e−x/c,

де передостання рiвнiсть забезпечується стацiонарнiстю приростiв про-
цесу Пуассона. Таким чином, ми довели, що для кожного t > 0 величина
Sν(t) − t має показниковий розподiл з середнiм 1/c.

Покладемо Y (t) := Sν(t)−t та припустимо, що E[Y (t)] = c для всiх t >
0. Згiдно з прикладом 115 на с. 70 посiбника [9] для кожного фiксованого
x > 0 функцiя t 7→ P{Y (t) > x} задовольняє рiвняння вiдновлення

P{Y (t) > x} = P{ξ > t+ x}+
w

[0, t]

P{Y (t− z) > x}dP{ξ ⩽ z}.

Проiнтегрувавши цю рiвнiсть по x ∈ [0,∞) з використанням формул
∞w

0

P{Y (t) > x}dx = E[Y (t)] та

∞w

0

w

[0, t]

P{Y (t−z) > x}dP{ξ ⩽ z}dx =
w

[0, t]

∞w

0

P{Y (t−z) > x}dxdP{ξ ⩽ z}

= cP{ξ ⩽ t},

отримуємо

c = E[Y (t)] =

∞w

t

P{ξ > x}dx+ cP{ξ ⩽ t}.

Покладемо h(t) := P{ξ > t} для t > 0. Останнє рiвняння є еквiвален-
тним такому

ch(t) =

∞w

t

h(x)dx.

Функцiя t 7→
∞w

t

h(x)dx є неперервною. Тому неперервною є i функцiя

h, внаслiдок чого функцiя t 7→
∞w

t

h(x)dx є диференцiйовною скрiзь

(див. початок розв’язання задачi 23 для обгрунтування). Диференцiючи
останнє рiвняння, маємо ch′(t) = −h(t). Тому h(t) = P{ξ > t} = Ae−t/c

для довiльного A > 0. Оскiльки за припущенням P{ξ > 0} = 1, то A = 1.
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Отже, P{ξ > t} = e−t/c для t > 0.
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Роздiл 7

Задачi для самостiйного розв’язання

Задача 1. Для процесу вiдновлення (N(t))t⩾0 довести, що

E[N(t+ s)N(t)] =
w

[0, t]

U(t+ s−y)dU∗(y)+
w

[0, t]

U∗(t−y)dU∗(y), t, s ⩾ 0,

де U є функцiєю вiдновлення, а U∗(t) = E[N(t)], тобто U∗(t) = U(t)− 1

для t ⩾ 0. Зокрема,

Var[N(t)] = 2
w

[0, t]

U∗(t− y)dU∗(y) + U∗(t)− (U∗(t))2, t ⩾ 0.

Задача 2. Знайти
∑
n⩾0

P{Sn = k} для k ∈ N0, якщо

(а) P{ξ = 1} = p та P{ξ = 0} = 1− p для p ∈ (0, 1);

(б) P{ξ = k} = p(1− p)k−1 для k ∈ N та p ∈ (0, 1).

Коментар. Можна скористатися твiрними функцiями.

Задача 3. Нехай P{ξ ⩽ x} = 1−(1+λx+(λx)2/2)e−λx, x ⩾ 0 для деякого
λ > 0. Довести, що для x ⩾ 0

U(x) = 1 +
λx

3
− 1

3

(
1− exp

(−3λx
2

)(
cos

(λ√3x
2

)
+

1√
3
sin

(λ√3x
2

))
.

Коментар. Можна скористатися перетвореннями Лапласа, як у розв’я-
заннi задачi 3.

Задача 4. Нехай α ∈ (0, 1) та E[e−sξ] = e−sα для s ⩾ 0 (розподiл ξ

називається α-стiйким). Довести, що

U(x) = 1 + E[⌊ξ−αxα⌋] ⩽ 1 +
xα

Γ(1 + α)
, x ⩾ 0.

Тут ⌊y⌋ позначає цiлу частину дiйсного числа y, а Γ - це гамма функцiя

Ейлера, що визначається так: Γ(x) =
∞w

0

yx−1e−ydy для x > 0.

Коментар. Можна скористатися тим, що Sn має той самий розподiл, що
i n1/αξ. Також знадобиться формула E[ξ−α] = 1/Γ(1 + α), яку, звiсно,
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треба довести.

Задача 5. Нехай U є функцiєю вiдновлення випадкового блукання, що
стартує в нулi, має невiд’ємнi стрибки зi скiнченним середнiм. Довести,
що функцiя f : [0,∞) → [0,∞) є iнтегровною за Лебегом за умови
sup
x⩾0

w

[0,∞)

f(x+ y)dU(y) <∞.

Коментар. Можна скористатися тим, що
∞w

0

f(y)dy = E[ξ]E
[∑
n⩾0

f(Ŝn)
]
,

де (Ŝn)n⩾0 - затримане в нулi випадкове блукання, визначене у фор-
мулi (1.2), та показати, що припущення задачi (стосовно супремума)
гарантує скiнченнiсть E

[∑
n⩾0

f(Ŝn)
]
.

Задача 6. Для процеса вiдновлення (N(t))t⩾0, що вiдповiдає випадко-
вому блуканню (Sn)n⩾0, що стартує в нулi та має кроки з середнiм
µ ∈ (0,∞), та ν(t) = N(t) + 1 довести, що для t ⩾ 0

Cov (N(t), Sν(t)−t) = µ
w

[0, t]

U∗(t−y)dU∗(y)+tU∗(t)−µ(U∗(t))2−
tw

0

U∗(y)dy,

(7.1)
де U∗(y) = E[N(y)] для y ⩾ 0 та Cov (X,Y ) = E[XY ] − E[X]E[Y ]. При-
пускаючи, що E[ξ2] < ∞, та що випадкове блукання (Sn)n⩾0 є неари-
фметичним, показати, що lim

t→∞
t−1Cov (N(t), Sν(t) − t) = 0.

Коментар. Для отримання рiвностi (7.1) можна скористатися розкла-
дом

Sν(t)w

0

N(y)dy =

tw

0

N(y)dy +

Sν(t)w

t

N(y)dy,

помiтивши, що
Sν(t)w

t

N(y)dy = N(t)(Sν(t) − t).

Задача 7. [Грiнвуд, Омi, Тойгельс [5]] Нехай µ = E[ξ] ∈ (0,∞). Показати,
що

lim
t→∞

(∑
k⩾1

k−1P{Sk ⩽ t} − ln t

)
= − lnµ+ γ,
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де γ є константою Ейлера-Маскеронi, що визначається так:

γ := lim
n→∞

(

n∑
k=1

k−1 − lnn).

Задача 8. [Ньюман [7]] Нехай P{ξ > 0} = 1. Довести, що ряд
∑
k⩾1

S−1
k

збiгається (розбiгається) майже напевно тодi i тiльки тодi, коли
1w

0

dy

1− E[e−yξ]
<∞ (=∞).

Коментар. Покладемо Vn :=

n∑
k=1

S−1
k для n ∈ N. Показати, що

lim
n→∞

E[Vn] <∞ за умови, що iнтеграл збiгається. Показати, що

lim
n→∞

E[Vn] =∞ та lim
n→∞

Var [Vn] <∞ за умови, що iнтеграл розбiгається.
Отримати звiдси, що lim

n→∞
(Vn/E[Vn]) = 1 за ймовiрнiстю.

Задача 9. Нехай P{ξ > 0} = 1 та E[ξ2] <∞. Довести, що

lim
t→∞

1

t

tw

0

1{Sν(z)−z>x}dz =
E[(ξ − x)+]

E[ξ]
майже напевно.

де ν(x) = inf{n ∈ N : Sn > x} для x ⩾ 0 та y+ = max(y, 0) для y ∈ R.

Коментар. Можна мiркувати, як у розв’язаннi задачi 12.

Задача 10. Нехай (ξk, ηk)k⩾1 є послiдовнiсть незалежних копiй випад-
кового вектора (ξ, η) з невiд’ємними як завгодно залежними координа-
тами. Покладемо T1 = η1 та Tn := ξ1 + . . . + ξn−1 + ηn для n ⩾ 2 та
ν∗(t) := inf{k ∈ N : Tk > t} для t ⩾ 0. Припустимо, що µ = E[ξ] ∈ (0,∞).

(а) Довести, що ν∗(t) <∞ майже напевно для кожного t ⩾ 0.

(б) Довести, що lim
t→∞

t−1ν∗(t) = µ−1 за ймовiрнiстю тодi i тiльки тодi,
коли lim

t→∞
tP{ξ > t} = 0.

(в) Довести, що lim
t→∞

t−1ν∗(t) = µ−1 майже напевно тодi i тiльки тодi,
коли E[η] <∞.

Коментар. Для знаходження ефективного пiдходу до розв’язання мо-
жна розпочати з виродженого випадку ξ = µ майже напевно.
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Задача 11. Нехай P{ξ > 0} = 1 та σ2 = Var[ξ] ∈ (0,∞). Довести, що для
кожного p ∈ (0, 2)

lim
t→∞

E
[∣∣∣ν(t)− µ−1t√

σ2µ−3t

∣∣∣p] = E[|Normal (0, 1)|p] =
2p/2Γ(p+1

2 )
√
π

,

де Γ позначає гамма функцiю Ейлера.

Коментар. Можна скористатися результатом задачi 16 для обгрунту-

вання рiвномiрної iнтегровностi сiм’ї (
∣∣ν(t)− µ−1t√

t

∣∣p)t⩾t0 для деякого

t0 > 0.

Задача 12. Навести приклад неперервної функцiї f : [0,∞)→ [0,∞), що
не є iнтегровною за Лебегом, та функцiї вiдновлення U , що задоволь-
няють

w

[0,∞)

f(x+ y)dU(y) <∞ для деякого x ⩾ 0.

Коментар. Нижче наведено одну з можливих конструкцiй. Нехай ви-
падкова величина ξ набуває значення α та 1 − α для деякого iррацiо-
нального α ∈ (0, 1). При цьому розподiл ξ є неарифметичним, а функцiя
вiдновлення U є кусково постiйною зi стрибками у точках k1α+k2(1−α),
k1, k2 ∈ N0, k1 + k2 > 0. Розташуємо цi точки за зростанням i позначи-
мо впорядкованi точки через b1 < b2 < . . .. Для побудови функцiї f
розглянемо нескiнченну послiдовнiсть рiвнобедрених трикутникiв, за-
нумерованих 1, 2, . . . злiва направо. Трикутники розташованi у площинi
[0,∞)× [0,∞), мають висоту 1, а кiнцi основи n-го трикутника - це то-
чки bn та bn+1. Покладемо f(x) = 0 для x < b1 та для iнших додатних x
побудуємо функцiю f так, щоб її графiк проходив через рiвнi сторони
трикутникiв у неперервний спосiб.

Задача 13. Нехай p := P{ξ = 0} ∈ [0, 1), E[ξ] ∈ (0,∞], а функцiя f :

[0,∞)→ [0,∞) не спадає та задовольняє спiввiдношення

lim
t→∞

f(t)
r t

0
f(y)dy

=∞.

Довести, що
w

[0, t]

f(t− y)dU(y) ∼ (1− p)−1f(t), t→∞.
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Коментар. Iнтуїтивно лише нульовi значення випадкового блукання ро-
блять принциповий внесок до лiвої частини асимптотичного спiввiдно-
шення. Тому можна скористатися розкладом

w

[0, t]

f(t− y)dU(y) = f(t)U(0) +
w

(0, t]

f(t− y)dU(y)

та мiркувати як у розв’язаннi задачi 21. Демонструючи, що другий до-
данок дає нехтувально малий внесок у порiвняннi з першим доданком,
достатньо скористатися субадитивнiстю U (залучення теореми Блеку-
елла не потрiбне).

Задача 14. (а) Довести аналог теореми про асимптотику невласних роз-
в’язкiв рiвняння вiдновлення (теореми 24) для випадку, коли H є фун-
кцiєю арифметичного розподiлу.
(б) Нехай a, d > 0 - фiксованi числа. Припустимо, що випадкове блука-
ння (Sn) є d-арифметичним. Показати, що для експоненцiйної функцiї
вiдновлення V (t) =

∑
n⩾0

eanP{Sn ⩽ t} виконується спiввiдношення

lim
n→∞

e−γdnV (dn) =
e−ad

(1− e−γd)E[ξe−γξ]
,

де γ є єдиним додатним числом, що задовольняє E[e−γξ] = e−a.
Коментар. Для розв’язання пункту (б) можна скористатися пунктом
(а) задачi.

Задача 15. Нехай Z задовольняє рiвняння вiдновлення

Z = f + F ∗ Z,

де F є власною функцiєю розподiлу з середнiм µ <∞, а f є невiд’ємною
функцiєю, що не спадає, з властивiстю f(+∞) := lim

t→∞
f(t) < ∞. Дове-

сти, що lim
t→∞

t−1Z(t) = µ−1f(+∞), скориставшися результатом задачi
21.
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