
Елементи теорiї вiдновлення: завдання 1

О.М. Iксанов∗

Термiн виконання завдань: до 27 квiтня 2026 року включно.

1. (5 балiв) Вiдомо, що перестриб Sν(t) − t має показниковий розподiл за умови, що
ξ має той самий показниковий розподiл. Серед iншого, останнє означає, що вико-
нується рiвнiсть

P{ξ > x+ y} = P{ξ > x}P{ξ > y}, x, y ≥ 0,

вiдома як властивiсть вiдсутностi пам’ятi або вiдсутностi пiслядiї.

Припустимо тепер, що розподiл ξ задовольняє нерiвнiсть

P{ξ > x+ y} ≤ (≥)P{ξ > x}P{ξ > y}, x, y ≥ 0.

Довести, що P{Sν(t) − t > y} ≤ (≥)P{ξ > y} для t > 0 та y ≥ 0.

2. (5 балiв) Знайти
∑

n≥0 P{Sn = k} для k ∈ N0, якщо

(а) P{ξ = 1} = p та P{ξ = 0} = 1− p для p ∈ (0, 1);

(б) P{ξ = k} = p(1− p)k−1 для k ∈ N та p ∈ (0, 1).

Коментар. Можна скористатися твiрними функцiями.

3. (10 балiв) Нехай P{ξ ≤ x} = 1− (1 + λx + (λx)2/2)e−λx, x ≥ 0 для деякого λ > 0.
Довести, що для x ≥ 0

U(x) = 1 +
λx
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де U є функцiєю вiдновлення.

4. (10 балiв) Нехай α ∈ (0, 1) та E[e−sξ] = e−sα для s ≥ 0 (розподiл ξ називається
α-стiйким). Довести, що

U(x) = 1 + E[⌊ξ−αxα⌋] ≤ 1 +
xα

Γ(1 + α)
, x ≥ 0.

Тут ⌊y⌋ позначає цiлу частину дiйсного числа y, а Γ - це гамма функцiя Ейлера,
що визначається так: Γ(x) =

∫∞
0

yx−1e−ydy для x > 0.

Коментар. Можна скористатися тим, що Sn має той самий розподiл, що i n1/αξ.
Також знадобиться формула E[ξ−α] = 1/Γ(1 + α), яку, звiсно, треба довести.
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5. (20 балiв) Для процесу вiдновлення (N(t))t≥0 довести, що

E[N(t+ s)N(t)] =

∫
[0, t]

U(t+ s− y)dU∗(y) +

∫
[0, t]

U∗(t− y)dU∗(y), t, s ≥ 0,

де U є функцiєю вiдновлення, а U∗(t) = E[N(t)], тобто U∗(t) = U(t)− 1 для t ≥ 0.
Зокрема,

Var [N(t)] = 2

∫
[0, t]

U∗(t− y)dU∗(y) + U∗(t)− (U∗(t))2, t ≥ 0.


