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1. Âñòóï.

Ïðåäñòàâëåíå äî ðîçãëÿäó âèäàííÿ ¹ êóðñîì ëåêöié (ïîñiáíèêîì) ç

çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ äîñëiäæåííÿ îïåðàöié äî ïðèêëàäíèõ çàäà÷. Ïî-

ñiáíèê ñêëàäåíî íà îñíîâi êóðñó "Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi êiáåðíåòèêè: äî-

ñëiäæåííÿ îïåðàöié ó çàñòîñóâàííÿõùî âèêëàäà¹òüñÿ íà ôàêóëüòåòi

êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñè-

òåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà.

Ó ïîñiáíèêó ïðåäñòàâëåíi îñíîâíi íåîáõiäíi òåîðåòè÷íi ôàêòè, ïðè-

êëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷, à òàêîæ çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Âèäàííÿ ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ñïèñêîì ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè. ×èòà÷

ïîâèíåí ìàòè ïîïåðåäíi çíàííÿ ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè òà ãåîìåòði¨, ìàòåìà-

òè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà äîñëiäæåííÿ îïåðàöié.

Ïîñiáíèê ðåêîìåíäó¹òüñÿ äëÿ ñòóäåíòiâ ìàãiñòðàòóðè ïðèêëàäíî¨ ìà-

òåìàòèêè ôàêóëüòåòó êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè Êè¨âñüêîãî íà-

öiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà äåííî¨ ôîðìè íàâ÷à-

ííÿ, à òàêîæ äëÿ ñòóäåíòiâ iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ ôàêóëüòåòiâ óíiâåðñè-

òåòiâ òà ïåäàãîãi÷íèõ ôàêóëüòåòiâ.
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2. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi êiáåðíåòèêè &

äîñëiäæåííÿ îïåðàöié.

Ñó÷àñíèé ñâiò õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòðiìêèì ðîçâèòêîì ñêëàäíèõ ñè-

ñòåì � âiä ãëîáàëüíèõ êîìï'þòåðíèõ ìåðåæ äî ñèñòåì øòó÷íîãî iíòåëå-

êòó, âiä óïðàâëiííÿ ïiäïðè¹ìñòâàìè äî îïòèìiçàöi¨ ìiñüêî¨ iíôðàñòðó-

êòóðè. Îñíîâîþ åôåêòèâíîãî óïðàâëiííÿ òàêèìè ñèñòåìàìè ¹ êiáåðíå-

òèêà � íàóêà ïðî çàãàëüíi çàêîíîìiðíîñòi ïðîöåñiâ óïðàâëiííÿ òà ïå-

ðåäà÷i iíôîðìàöi¨ â òåõíi÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ, ñîöiàëüíèõ òà åêîíîìi÷íèõ

ñèñòåìàõ.

Êiáåðíåòèêà, çà êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì Íîðáåðòà Âiíåðà, � öå íàó-

êà ïðî óïðàâëiííÿ òà çâ'ÿçîê ó æèâèõ îðãàíiçìàõ i ìàøèíàõ. Ç ÷àñîì

¨¨ ðîçóìiííÿ çíà÷íî ðîçøèðèëîñü, âêëþ÷èâøè â ñåáå òåîðiþ ñêëàäíèõ

ñèñòåì, ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü, îïòèìàëüíå óïðàâëiííÿ, òåîðiþ iíôîðìàöi¨

òà iíøi ãàëóçi. Îñíîâó êiáåðíåòèêè ñòàíîâëÿòü ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè, ÿêi

çàáåçïå÷óþòü òî÷íèé îïèñ ñèñòåì, ¨õí¹ ìîäåëþâàííÿ òà ðîçðîáêó åôå-

êòèâíèõ àëãîðèòìiâ äëÿ óïðàâëiííÿ. Ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè êiáåðíåòèêà

âèêîðèñòîâó¹ øèðîêèé ñïåêòð ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií, òàêèõ ÿê:

� Òåîðiÿ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà: äëÿ àíàëiçó âè-

ïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi.

� Òåîðiÿ iíôîðìàöi¨: äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîöåñiâ ïåðåäà÷i òà îáðîáêè ií-

ôîðìàöi¨.

� Òåîðiÿ àâòîìàòiâ: äëÿ ìîäåëþâàííÿ äèñêðåòíèõ ñèñòåì òà ðîçðîá-

êè àëãîðèòìiâ ðîçïiçíàâàííÿ îáðàçiâ.

� Òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëiííÿ: äëÿ ðîçðîáêè îïòèìàëüíèõ ñòðà-

òåãié óïðàâëiííÿ äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè.

� Äîñëiäæåííÿ îïåðàöié: äëÿ ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà

ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèìiçàöi¨, ùî âèíèêàþòü ó ðiçíèõ ñôå-

ðàõ äiÿëüíîñòi ëþäèíè.
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Îäíèì iç êëþ÷îâèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ êiáåðíåòèêè ¹ äî-

ñëiäæåííÿ îïåðàöié. Öÿ ãàëóçü ïî¹äíó¹ â ñîái åëåìåíòè ìàòåìàòèêè,

åêîíîìiêè, iíæåíåði¨ òà iíøèõ äèñöèïëií äëÿ âèðiøåííÿ çàäà÷ îïòèìi-

çàöi¨, ùî âèíèêàþòü ó ðiçíèõ ñôåðàõ ëþäñüêî¨ äiÿëüíîñòi. Äîñëiäæåííÿ

îïåðàöié çàéìà¹ öåíòðàëüíå ìiñöå â ðîçðîáöi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé êi-

áåðíåòèêè, îñêiëüêè ñàìå öi ìîäåëi äîçâîëÿþòü âèðiøóâàòè êîìïëåêñíi

ïðîáëåìè óïðàâëiííÿ, êîîðäèíàöi¨ òà ïëàíóâàííÿ â ñó÷àñíèõ ñêëàäíèõ

ñèñòåìàõ.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi êiáåðíåòèêè äîçâîëÿþòü ôîðìàëiçóâàòè ïðîöå-

ñè óïðàâëiííÿ òà ïåðåäà÷i iíôîðìàöi¨. Äîñëiäæåííÿ îïåðàöié âèñòóïà¹

iíñòðóìåíòîì, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ îïòèìiçàöiþ öèõ ïðîöåñiâ çà äîïîìîãîþ:

- ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ñêëàäíèõ ñèñòåì;

- ïîáóäîâè àëãîðèòìiâ äëÿ ïðèéíÿòòÿ îïòèìàëüíèõ ðiøåíü;

- àíàëiçó åôåêòèâíîñòi ñèñòåì òà ¨õíüîãî âäîñêîíàëåííÿ.

Íàïðèêëàä, ó çàäà÷àõ óïðàâëiííÿ ðåñóðñàìè äîñëiäæåííÿ îïåðàöié

äîïîìàãà¹ âèçíà÷èòè îïòèìàëüíèé ðîçïîäië îáìåæåíèõ ðåñóðñiâ ó âåëè-

êèõ òåõíi÷íèõ àáî ñîöiàëüíèõ ñèñòåìàõ. Ó òåîði¨ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü âîíî

ñïðèÿ¹ çíàõîäæåííþ ñòðàòåãié, ÿêi ìàêñèìiçóþòü åôåêòèâíiñòü ñèñòåìè

çà óìîâ íåâèçíà÷åíîñòi. Çàâäÿêè öèì ìîæëèâîñòÿì äîñëiäæåííÿ îïåðà-

öié ñòàëî íåâiä'¹ìíîþ ÷àñòèíîþ ìàòåìàòè÷íî¨ êiáåðíåòèêè.

Äîñëiäæåííÿ îïåðàöié áàçó¹òüñÿ íà äåêiëüêîõ êëþ÷îâèõ åòàïàõ:

1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i: âèçíà÷åííÿ ìåòè, îáìåæåíü i êðèòåði¨â îïòè-

ìàëüíîñòi.

2. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi: ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó çà-

äà÷i ç âèêîðèñòàííÿì çìiííèõ, ïàðàìåòðiâ, öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ òà îáìå-

æåíü.

3. Ðîçâ'ÿçàííÿ ìîäåëi: çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ äëÿ çíàõî-

äæåííÿ îïòèìàëüíîãî ðiøåííÿ.

4. Àíàëiç ðåçóëüòàòiâ: iíòåðïðåòàöiÿ îòðèìàíîãî ðîçâ'ÿçêó òà éîãî ïðà-

êòè÷íà ðåàëiçàöiÿ.
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Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ îïåðàöié âèêîðèñòîâóþòüñÿ â áàãàòüîõ ãàëóçÿõ,

ñåðåä ÿêèõ:

- Åêîíîìiêà: îïòèìiçàöiÿ âèðîáíèöòâà, óïðàâëiííÿ ëîãiñòèêîþ, ôiíàí-

ñîâå ìîäåëþâàííÿ.

- Iíæåíåðiÿ: ïðîåêòóâàííÿ òåõíîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ, óïðàâëiííÿ çàïàñà-

ìè.

- Ìåäèöèíà: îïòèìiçàöiÿ ëiêóâàëüíèõ ïðîöåñiâ, ðîçïîäië ðåñóðñiâ ó ëi-

êàðíÿõ.

- IÒ: àíàëiç äàíèõ, ìàøèííå íàâ÷àííÿ, ìîäåëþâàííÿ êîìï'þòåðíèõ ñè-

ñòåì.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ äîñëiäæåííÿ îïåðàöié ìàãiñòðè àêòèâíî âè-

êîðèñòîâóâàòèìóòü ñó÷àñíi ïðîãðàìíi çàñîáè, òàêi ÿê Python. Îñîáëèâà

óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ áiáëiîòåêàì äëÿ îïòèìiçàöi¨ (SciPy, PuLP)i ñïåöiàëi-

çîâàíèì ïàêåòàì äëÿ äîñëiäæåííÿ îïåðàöié.

Ó öüîìó êóðñi áóäå ðîçãëÿíóòî îñíîâíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ìåòîäè

¨õíüîãî àíàëiçó òà ïðàêòè÷íi ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ. Ìè çîñåðåäèìîñÿ

íà çàäà÷àõ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ, òðàíñïîðòíîãî òèïó òà ðîçïîäiëü-

÷èõ, óïðàâëiííi çàïàñàìè òà iìiòàöiéíîìó ìîäåëþâàííi. Îñîáëèâà óâàãà

ïðèäiëÿ¹òüñÿ àíàëiçó ïðîåêòiâ çà äîïîìîãîþ ìîäåëåé CPM i PERT, à

òàêîæ çàäà÷àì ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñòi.

Êóðñ ñïðÿìîâàíèé íà ôîðìóâàííÿ ó ñòóäåíòiâ êîìïåòåíòíîñòåé ç

ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì, âèáîðó òà çàñòîñóâàí-

íÿ âiäïîâiäíèõ ìåòîäiâ îïòèìiçàöi¨, àíàëiçó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ òà

ïðèéíÿòòÿ îá ðóíòîâàíèõ ðiøåíü òà ç âèêîðèñòàííÿì åôåêòèâíèõ àë-

ãîðèòìiâ i ñó÷àñíèõ òåõíîëîãié.
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Ðîçäië 1

Îïòèìiçàöiÿ â åêîíîìiöi òà ëîãiñòèöi

1. Çàãàëüíi çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

1.1. Çàäà÷i íà âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî àñîðòèìåíòó.

Çàäà÷i íà âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî àñîðòèìåíòó - öå òèï çàäà÷, ÿêèé

âèíèêà¹ ïðè ïîòðåái ñêëàñòè îïòèìàëüíèé àñîðòèìåíò ç äåêiëüêîõ âèäiâ

òîâàðiâ, êîæåí ç ÿêèõ ïîòðåáó¹ îäíîãî àáî äåêiëüêîõ äîñòóïíèõ ðåñóð-

ñiâ. Ïiä ðåñóðñàìè ìîæóòü ìàòèñü íà óâàçi îäðàçó äåêiëüêà ðå÷åé:

� Ñèðîâèíà - ðiçíîìàíiòíà òêàíèíà, äåðåâèíà òîùî;

� Âèðîáíè÷i ïîòóæíîñòi - âåðñòàòè, êîíâå¹ðè, iíñòðóìåíòè, êîìï'þòåðè

òîùî;

� Ðîáî÷à ñèëà - íàïðèêëàä, êiëüêiñòü ëþäèíî-ãîäèí äëÿ âèðîáëåííÿ

òîãî ÷è iíøîãî òîâàðó.

Òîäi çàäà÷åþ ¹ âèçíà÷èòè îïòèìàëüíèé àñîðòèìåíò, òîáòî êiëüêiñòü êî-

æíîãî âèäó òîâàðó, ÿêèé ïîòðiáíî âèãîòîâëÿòè, ùîá ìàêñèìiçóâàòè åôå-

êòèâíiñòü âèðîáíèöòâà. Åôåêòèâíiñòü çàçâè÷àé ¹ ìàêñèìóìîì ïðèáó-

òêó, àëå ìîæå õàðàêòåðèçóâàòèñü i iíøèìè ïîêàçíèêàìè. Âàæëèâèì ¹

ëèøå òå, ùî öÿ åôåêòèâíiñòü ìóñèòü áóòè ëiíiéíîþ, òîáòî ÿêùî òîâàð

1 ìà¹ åôåêòèâíiñòü c1, à òîâàð 2 ìà¹ åôåêòèâíiñòü c2, òî a1 òîâàðiâ 1 i

a2 òîâàðiâ 2 ïîâèííi ìàòè åôåêòèâíiñòü a1c1 + a2c2. Òàêîæ âàæëèâèì ¹

òå, ùî ìîæóòü íàêëàäàòèñü äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà âèïóñê ïðîäóêöi¨

(íàïðèêëàä, îáîâ'ÿçêîâèé âèïóñê êîíêðåòíî¨ êiëüêîñòi òîãî ÷è iíøîãî

òîâàðó, îáìåæåííÿ íà ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îáñÿãàìè ðiçíèõ òîâàðiâ òî-

ùî).

Çàäà÷i òàêîãî òèïó çóñòði÷àþòüñÿ ó ðîçäðiáíié òîðãiâëi, õàð÷îâié

ïðîìèñëîâîñòi, ñiëüñüêîìó ãîñïîäàðñòâi, òåêñòèëüíié ïðîìèñëîâîñòi òî-

ùî. Ïðèêëàä çàäà÷i íà âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî àñîðòèìåíòó: ïîøèòè
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îïòèìàëüíié íàáið îäÿãó, ÿêèé ïðè ðåàëiçàöi¨ â ìàãàçèíi ïðèíåñå íàé-

áiëüøèé ïðèáóòîê.

Íåâiäîìèìè â òàêèõ çàäà÷àõ ¹ êiëüêiñòü òîâàðiâ êîæíîãî òèïó. Â

çàäà÷àõ íà âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî àñîðòèìåíòó äîñòóïíà êiëüêiñòü

ðåñóðñiâ ìîæå áóòè îáìåæåíà ÷è íåîáìåæåíà.

1.2. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òà ¨¨ ðîçâ'ÿçîê.

Ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i íà âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî àñîð-

òèìåíòó âèãëÿäà¹ òàê:

∑
j

cjxj → max, (1.1)

∑
j

aijxj ≤ bi, äëÿ âñiõ/äåÿêèõ i ∈ {1, . . . ,m}, (1.2)

xj ≥ 0, äëÿ âñiõ j ∈ {1, . . . , n}; (1.3)

äå

n - êiëüêiñòü âèäiâ ïðîäóêöi¨, ùî âèïóñêà¹òüñÿ,

m - êiëüêiñòü âèäiâ âèðîáíè÷èõ ðåñóðñiâ (ñèðîâèíà, ðîáî÷à ñèëà, âèðî-

áíè÷i ïîòóæíîñòi),

aij - îáñÿã i-ãî ðåñóðñó íà âèïóñê îäèíèöi j-i ïðîäóêöi¨,

cj - åôåêòèâíiñòü âiä âèïóñêó îäèíèöi j-¨ ïðîäóêöi¨,

bi - êiëüêiñòü íàÿâíîãî ðåñóðñó i-ãî âèäó,

xj - îáñÿã âèïóñêó 1-¨ ïðîäóêöi¨ (çìiííà).

Òóò

(1.1) - öiëüîâà ôóíêöiÿ (åôåêòèâíiñòü),

(2.6) - ãðóïà îáìåæåíü íà îáñÿã íàÿâíèõ ðåñóðñiâ,

(2.7) - îáìåæåííÿ íà íåâiä'¹ìíiñòü çìiííèõ.

Òàêîæ ìîæóòü äîäàâàòèñü äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà àñîðòèìåíò. ßêùî

âîíè ¹ ëiíiéíèìè, òî òàêó çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè ñèìïëåêñ-ìåòîäîì.
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1.3. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷.

Ïðèêëàä 1.Ìàãàçèí êðàôòîâîãî ìîðîçèâà ùîäíÿ çàêóïëÿ¹ 240 óïà-

êóâàíü âåðøêiâ. Êîæíà ïîðöiÿ ìîðîçèâà ïîòðåáó¹ ïîëîâèíè óïàêóâàííÿ

âåðøêiâ òà ïðîäà¹òüñÿ ç ïðèáóòêîì ó 7.5 ãðí. Êîæíà ïîðöiÿ ñîðáåòó ïî-

òðåáó¹ ÷åòâåðòèíè óïàêóâàííÿ âåðøêiâ òà ïðîäà¹òüñÿ ç ïðèáóòêîì ó

5 ãðí. Ùîá çàäîâîëüíèòè ñâî¨õ ïîêóïöiâ, ìàãàçèí çîáîâ'ÿçàíèé çðîáèòè

ïðèíàéìíi 100 ïîðöié ìîðîçèâà òà 80 ïîðöié ñîðáåòó.

1. Ñêiëüêè ïîðöié ìîðîçèâà òà ñîðáåòó ìà¹ âèãîòîâëÿòè ìàãàçèí, ùîá

îòðèìàòè íàéáiëüøèé ïðèáóòîê?

2. ßêèé íàéáiëüøèé ìîæëèâèé ïðèáóòîê öüîãî ìàãàçèíó ìîðîçèâà?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x - êiëüêiñòü âèãîòîâëåíèõ ïîðöié ìîðîçèâà, à y�

êiëüêiñòü âèãîòîâëåíèõ ïîðöié ñîðáåòó. Ôîðìàëüíî çàäà÷à çàïèñó¹òüñÿ

òàê:

7.5x+ 5y → max,

0.5x+ 0.25y ≤ 240,

x ≥ 100,

y ≥ 80.

Îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i: x = 100, y = 760.

Ïðèáóòîê: 7.5x+ 5y = 4550 ãðí.

Âiäïîâiäü: ìàãàçèíó âàðòî âèãîòîâëÿòè 100 ïîðöié ìîðîçèâà òà 760 ïîð-

öié ñîðáåòó. Ïðèáóòîê çà äåíü ñêëàäå 4550 ãðí.

Ïðèêëàä 2. Íà ïiäïðè¹ìñòâi âèðîáëÿþòü 4 âèäè òîâàðiâ. Íà êîæåí

òîâàð ïîòðiáíà ñâîÿ êiëüêiñòü ñèðîâèíè, ðîáî÷î¨ ñèëè òà îáëàäíàííÿ.

Âèòðàòè íà êîæåí âèä òîâàðó âêàçàíi â òàáëèöi.
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Âèä òîâàðó

Ðåñóðñ 1 2 3 4 Çàïàñ ðåñóðñiâ

Ñèðîâèíà, êã 3 5 2 4 60

Ðîáî÷à ñèëà, ã 22 14 18 30 400

Îáëàäíàííÿ, ã 10 14 8 16 128

Ïðèáóòîê, òèñ. ãðí. 30 25 56 48 -

Çà òåíäåðîì, ÿêå âèãðàëî ïiäïðè¹ìñòâî, ìà¹ áóòè âèïóùåíî íå ìåíøå

1 îäèíèöi òîâàðó ïåðøîãî âèäó òà íå ìåíøå 5 îäèíèöü òîâàðó äðóãîãî

âèäó. Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè, ñêiëüêè òîâàðiâ êîæíîãî âèäó òðåáà âèïó-

ñòèòè, ùîá îòðèìàòè ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé x1, x2, x3, x4 - øóêàíi êiëüêîñòi òîâàðiâ êîæíîãî

âèäó. Òîäi ôîðìàëüíî çàäà÷à çàïèñó¹òüñÿ òàê:

30x1 + 25x2 + 56x3 + 48x4 → max,

3x1 + 5x2 + 2x3 + 4x4 ≤ 60,

22x1 + 14x2 + 18x3 + 30x4 ≤ 400,

10x1 + 14x2 + 8x3 + 16x4 ≤ 128,

x1 ≥ 1,

x2 ≥ 5,

x3, x4 ≥ 0.

Îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i: x1 = 1, x2 = 5, x3 = 6, x4 = 0.

Îòðèìàíèé ïðèáóòîê: 30x1 + 25x2 + 56x3 + 48x4 = 491 òèñ. ãðí.

Âiäïîâiäü: îïòèìàëüíèì àñîðòèìåíòîì ¹ 1 îäèíèöÿ òîâàðó ïåðøîãî âè-

äó, 5 îäèíèöü òîâàðó äðóãîãî âèäó, 6 îäèíèöü òîâàðó òðåòüîãî âèäó òà

0 îäèíèöü òîâàðó ÷åòâåðòîãî âèäó. Ïðèáóòîê - 491 òèñÿ÷à ãðèâåíü.

1.4. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Çàäà÷à 1.Øâåöü ìà¹ 100 ìåòðiâ òêàíèíè, ç ÿêèõ ìîæå çøèòè ñîðî÷êè

àáî æèëåòêè. Äëÿ øèòòÿ ñîðî÷êè ïîòðiáíi 10 ì, à ïðèáóòîê ç ïðîäàæó

ñîðî÷êè ñêëàäà¹ 500 ãðí. Äëÿ øèòòÿ æèëåòêè ïîòðiáíi 4 ìåòðè, à ïðè-
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áóòîê ñêëàäà¹ 200 ãðí. Øâåöü âæå ïðèéíÿâ çàìîâëåííÿ íà 3 ñîðî÷êè

òà 10 æèëåòîê. Ñêiëüêè ñîðî÷îê òà ñêiëüêè æèëåòîê âií ìà¹ çøèòè ç

ðåøòè òêàíèíè, ùîá îòðèìàòè íàéáiëüøèé ïðèáóòîê? ßêèé ïðèáóòîê

âií îòðèìà¹?

Çàäà÷à 2. Òåëåâiçiéíà êîìïàíiÿ âèðîáëÿ¹ äâà âèäè òåëåâiçîðiâ: �Àñòðî�

i �Êîñìî�. � äâi âèðîáíè÷i ëiíi¨, êîæíà äëÿ ñâîãî òèïó òåëåâiçîðiâ. Ïî-

òóæíiñòü ëiíi¨ ç âèðîáíèöòâà �Àñòðî� ñòàíîâèòü 70 òåëåâiçîðiâ íà äåíü,

�Êîñìî� - 50 îäèíèöü íà äåíü. Öåõ À âèðîáëÿ¹ òåëåâiçiéíi òðóáêè. Ó öüî-

ìó öåõó íà âèðîáíèöòâî îäíi¹¨ òðóáêè äî òåëåâiçîðà �Àñòðî� ïîòðiáíî

âèòðàòèòè 1.8 ëþäèíî-ãîäèí, à íà âèðîáíèöòâî òðóáêè äî �Êîñìî� - 1.2

ëþäèíî-ãîäèíè. Íàðàçi â öåõó À íà âèðîáíèöòâî òðóáîê äî îáîõ ìàðîê

òåëåâiçîðiâ ìîæå áóòè âèòðà÷åíî íå áiëüøå 120 ëþäèíî-ãîäèí íà äåíü. Ó

öåõó Á âèðîáëÿþòüñÿ øàñi. Ó öüîìó öåõó íà âèðîáíèöòâî îäíi¹¨ îäèíèöi

øàñi ÿê äî òåëåâiçîðà �Àñòðî�, òàê i äî �Êîñìî� ïîòðiáíî çàòðàòèòè 1

ëþäèíî-ãîäèíó. Ó öåõó Á íà âèðîáíèöòâî øàñi äî îáîõ ìàðîê òåëåâiçî-

ðiâ ìîæå áóòè âèòðà÷åíî íå áiëüøå 90 ëþäèíî-ãîäèí. Ïðîäàæ êîæíîãî

òåëåâiçîðà ìàðêè �Àñòðî� çàáåçïå÷ó¹ îòðèìàííÿ ïðèáóòêó â ðîçìiði 150

òèñ. ãðí., à ìàðêè �Êîñìî� - 200 òèñ. ãðí.

1. ßêùî êîìïàíiÿ ìîæå ïðîäàòè ñòiëüêè òåëåâiçîðiâ ìàðêè �Àñòðî�,

ñêiëüêè âîíà âèðîáèòü, òî ÿêèì ìà¹ áóòè ùîäåííèé ïëàí âèðîáíèöòâà

òåëåâiçîðiâ öi¹¨ ìàðêè?

2. Íà ñêiëüêè òèñ. ãðí. íà äåíü çáiëüøèòüñÿ ïðèáóòîê, ÿêùî ðåñóðñ ÷àñó

â öåõó À çðîñòå íà 2 ëþäèíî-ãîäèí?

Çàäà÷à 3. Òåêñòèëüíà ôàáðèêà âèðîáëÿ¹ i ïðîäà¹ äâà âèäè òîâàðiâ.

Ôàáðèêà îòðèìó¹ ïðèáóòîê ó ðîçìiði 12 òèñ. ãðí. âiä âèðîáíèöòâà i

ïðîäàæó êîæíî¨ îäèíèöi òîâàðó 1 i â ðîçìiði 4 òèñ. ãðí. âiä âèðîáíè-

öòâà i ïðîäàæó êîæíî¨ îäèíèöi òîâàðó 2. Ôàáðèêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ

ïiäðîçäiëiâ.

Â ïiäðîçäiëi 1 íà 1 òîâàð éäå 1 ëþäèíî-äåíü, íà òîâàð 2 - 2 ëþäèíî-äíi.

Â ïiäðîçäiëi 2 íà 1 òîâàð éäå 1 ëþäèíî-äåíü, íà òîâàð 2 - 3 ëþäèíî-äíi.

Â ïiäðîçäiëi 3 íà 1 òîâàð éäå 2 ëþäèíî-äåíü, íà òîâàð 2 - 3 ëþäèíî-äíi.
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Êåðiâíèöòâî ðîçðàõóâàëî, ùî íàñòóïíîãî ìiñÿöÿ ôàáðèêà ìàòèìå ó ñâî-

¹ìó ðîçïîðÿäæåííi òàêi ìîæëèâîñòi çàáåçïå÷åííÿ âèðîáíèöòâà òðóäî-

âèòðàòàìè: 800 ëþäèíî-äíiâ ó ïiäðîçäiëi 1, 600 ó ïiäðîçäiëi 2 i 2000 ó

ïiäðîçäiëi 3.

1. ßêèé ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê ìîæå îòðèìàòè ôàáðèêà (òèñ. ãðí.)?

2. Íà ñêiëüêè çáiëüøèòüñÿ ïðèáóòîê, ÿêùî îáñÿã âèêîðèñòàííÿ òðóäîâèõ

ðåñóðñiâ ó êîæíîìó ç ïiäðîçäiëiâ çðîñòå íà 0,1%?

Çàäà÷à 4. Ìàéñòåð Ãàìáñ - âëàñíèê íåâåëèêîãî ìåáëåâîãî öåõó. Âií

âèðîáëÿ¹ òðè òèïè ñòîëiâ: À, Á, i Â. Êîæíà ìîäåëü ñòîëó ïîòðåáó¹ ïåâ-

íèõ âèòðàò ÷àñó íà âèêîíàííÿ òðüîõ îïåðàöié: âèðîáíèöòâà çàãîòîâîê,

çáèðàííÿ çàãîòîâîê i ôàðáóâàííÿ. Ìàéñòåð ìà¹ ìîæëèâiñòü ïðîäàòè âñi

ñòîëè, ÿêi âií âèðîáëÿ¹. Áà áiëüøå, ìîäåëü Â ìîæå áóòè ïðîäàíà i áåç

ôàðáóâàííÿ. Ìàéñòåð Ãàìáñ íàéìà¹ êiëüêà ðîáiòíèêiâ, ÿêi ïðàöþþòü ó

íüîãî çà ñóìiñíèöòâîì, òîæ êiëüêiñòü ëþäèíî-ãîäèí, ùî âiäâîäèòüñÿ íà

êîæåí âèä ðîáiò, çìiíþ¹òüñÿ âiä ìiñÿöÿ äî ìiñÿöÿ.

Ìîäåëü
Çàãîòîâêà,

ëþä-ãîä

Çáiðêà,

ëþä-ãîä

Ôàðáóâàííÿ,

ëþä-ãîä

Ïðèáóòîê,

òèñ. ãðí.

À 3 4 5 25

Á 1 2 5 20

Â 4 5 4 50

Íåïîôàðáîâàíi Â 4 5 0 30

Âèêîðèñòàéòå äàíi òàáëèöi òà ïîáóäóéòå ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâà-

ííÿ, ÿêà äîïîìîãëà á ìàéñòðó çíàéòè òàêó ïðîãðàìó âèïóñêó ïðîäóêöi¨,

ùî ìàêñèìiçóâàëà á éîãî ïðèáóòîê íàñòóïíîãî ìiñÿöÿ. Ïðèïóñêàþòü, ùî

çà êîæíèì âèäîì ðîáiò ìîæëèâi òðóäîâèòðàòè äî 100 ëþäèíî-ãîäèí.

1. ßêèé ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê ìîæå îòðèìàòè ìàéñòåð Ãàìáñ (òèñ.

ãðí.)?

2. ×è ñëiä ïðîäàâàòè íåôàðáîâàíi ñòîëè òèïó Â?

3. Íà ñêiëüêè çáiëüøèòüñÿ ïðèáóòîê, ÿêùî îáñÿã âèêîðèñòàííÿ òðóäîâèõ

ðåñóðñiâ íà êîæíié ðîáîòi çðîñòå íà 1%?
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2. Çàäà÷i ïðî ñóìiøi.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîæëèâîñòi çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi ëi-

íiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî çìiøóâàí-

íÿ. Öåé íàïðÿì, ÿê i çàäà÷à ïëàíóâàííÿ âèðîáíèöòâà, ùî àíàëiçóâàëàñÿ

â ïåðøîìó ðîçäiëi, íàëåæèòü äî íàéâiäîìiøèõ ñôåð âèêîðèñòàííÿ ìî-

äåëåé ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Õî÷à ìîäåëi îïòèìàëüíîãî çìiøóâàííÿ

ìàþòü áàãàòî ñïiëüíîãî ç ìîäåëÿìè ïëàíóâàííÿ âèðîáíèöòâà, âîíè òà-

êîæ âèðiçíÿþòüñÿ ïåâíèìè õàðàêòåðíèìè îñîáëèâîñòÿìè. Ïiñëÿ îïðà-

öþâàííÿ çàâäàíü âè çìîæåòå ôîðìóëþâàòè é àíàëiçóâàòè ïîíÿòòÿ, ùî

ñòîñóþòüñÿ ñóìiøi, ¨¨ iíãðåäi¹íòiâ, êîìïîíåíòiâ i ðåöåïòà çìiøóâàííÿ.

Òàêi çàäà÷i âèíèêàþòü ïðè âèáîði íàéáiëüø ðàöiîíàëüíîãî ñïîñî-

áó çìiøóâàííÿ âèõiäíèõ iíãðåäi¹íòiâ äëÿ îòðèìàííÿ ñóìiøi ç çàäàíè-

ìè âëàñòèâîñòÿìè. Ñóìiø ïîâèííà ìiñòèòè âèçíà÷åíó êiëüêiñòü êîìïî-

íåíòiâ, ÿêi âõîäÿòü äî ñêëàäó âèõiäíèõ iíãðåäi¹íòiâ. Êðiì òîãî, âiäîìà

âàðòiñòü êîæíîãî iíãðåäi¹íòà, à ìåòîþ ¹ îòðèìàííÿ øóêàíî¨ ñóìiøi ç

íàéìåíøèìè âèòðàòàìè.

Çàäà÷i òàêîãî òèïó øèðîêî çóñòði÷àþòüñÿ ó ïàðôóìåði¨, ôàðìàöåâ-

òèöi, õàð÷îâié ïðîìèñëîâîñòi, ñiëüñüêîìó ãîñïîäàðñòâi, ìåòàëóðãi¨ òîùî.

Ïðèêëàäàìè ìîæóòü áóòè ñòâîðåííÿ äåííîãî ìåíþ äëÿ øêîëè, äå êîæåí

ó÷åíü ìà¹ îòðèìàòè âèçíà÷åíó êiëüêiñòü áiëêiâ, æèðiâ i âóãëåâîäiâ, àáî

âèçíà÷åííÿ êîðìîâîãî ðàöiîíó äëÿ òâàðèí. Iíøèé ïðèêëàä � ñêëàäàííÿ

ðåöåïòóðè øèõòè íà ìåòàëóðãiéíîìó âèðîáíèöòâi.

Íåâiäîìèìè ó òàêèõ çàäà÷àõ ¹ êiëüêîñòi iíãðåäi¹íòiâ àáî ¨õ ÷àñòêè,

íåîáõiäíi äëÿ ïðèãîòóâàííÿ ñóìiøi. Â çàëåæíîñòi âiä óìîâ, äîñòóïíà

êiëüêiñòü iíãðåäi¹íòiâ ìîæå áóòè îáìåæåíà ÷è íåîáìåæåíà.

Iñíóþòü äâi îñíîâíi ìîäåëi çàäà÷ íà ñóìiøi:

� Îäíîïðîäóêòîâà, êîëè ïîòðiáíî âèãîòîâèòè îäíó ñóìiø.

� Áàãàòîïðîäóêòîâà, êîëè ç òèõ ñàìèõ iíãðåäi¹íòiâ ïîòðiáíî âèãî-

òîâèòè êiëüêà ñóìiøåé.
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Ó ïîäàëüøîìó öi ìîäåëi áóäóòü ðîçãëÿíóòi îêðåìî.

2.1. Îäíîïðîäóêòîâà ìîäåëü

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. � êîìïîíåíòiâ (i = 1, 2, . . . , ), ïiä ÷àñ ïî¹äíàííÿ

ÿêèõ ó ðiçíèõ ïðîïîðöiÿõ óòâîðþþòüñÿ ðiçíi ñóìiøi. Äî ñêëàäó êîæíî-

ãî êîìïîíåíòà âõîäÿòü q ðå÷îâèí. ×åðåç aik òà ak ïîçíà÷åíî êiëüêiñòü

k � òî¨ ðå÷îâèíè (k = 1, 2, ..., q), ÿêà âõîäèòü äî ñêëàäó îäèíèöi i � ãî

êîìïîíåíòà i, âiäïîâiäíî, â îäèíèöþ ñóìiøi. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî ak çà-

ëåæèòü âiä aik ëiíiéíî, òîáòî ÿêùî ñóìiø ñêëàäà¹òüñÿ ç 1 îäèíèöü 1-ãî

êîìïîíåíòà, x2 îäèíèöü 2-ãî êîìïîíåíòà i ò. ä., òî

ak =

n∑
j=1

(2.1)

Çàäàíî n ÷èñåë cj ùî õàðàêòåðèçóþòü öiíó, âàãó, êàëîðiéíiñòü òîùî îäè-

íèöi j-ãî êîìïîíåíòà, i m÷èñåë bi ùî âêàçóþòü ìiíiìàëüíî íåîáõiäíèé

âìiñò i �î¨ ðå÷îâèíè â ñóìiøi. Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ñêëàä ñóìiøi (òîá-

òî ÷èñëà x1, x2, . . . , xj , . . . , xn), äëÿ ÿêî¨ ñóìàðíà õàðàêòåðèñòèêà (öiíà,

âàãà òîùî) âèÿâèòüñÿ íàéêðàùîþ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç ðiâíîñòi (2.1) òà óìîâè îáîâ'ÿçêîâîãî ìiíiìàëüíîãî

âìiñòó êîæíî¨ ç ðå÷îâèí ó ñóìiøi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó íåðiâíîñòåé
p∑

i=1

aikxi ≥ bk, äëÿ âñiõ k ∈ {1, . . . , q} (2.2)

Êðiì òîãî, âî÷åâèäü,

xi ≥ 0, (i = 1, 2, . . . , p) (2.3)

Íàðåøòi, ñóìàðíà õàðàêòåðèñòèêà ñóìiøi âèðàçèòüñÿ ðiâíiñòþ

L =

p∑
i=1

cixi (2.4)

Çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ìiíiìiçóâàòè ôóíêöiþ (2.4) çà óìîâ (2.2)

i (2.3).

Òàêèì ÷èíîì, ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà çàäà÷i íà ñóìiøi äëÿ îäíî-

ïðîäóêòîâî¨ ìîäåëi âèãëÿäà¹ òàê:
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Ìîäåëü A

L =

n∑
j=1

cjxj → min, (2.5)

n∑
j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, . . . ,m, (2.6)

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n, (2.7)

äå

n � êiëüêiñòü äîñòóïíèõ iíãðåäi¹íòiâ;

m � êiëüêiñòü êîìïîíåíòiâ ó ñóìiøi;

aij � êiëüêiñòü i-ãî êîìïîíåíòà â j-ìó iíãðåäi¹íòi;

cj � âàðòiñòü j-ãî iíãðåäi¹íòà;

bi � ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü i-ãî êîìïîíåíòà, ÿêà ìà¹ áóòè â ñóìiøi;

xj � êiëüêiñòü j-ãî iíãðåäi¹íòà â ñóìiøi.

Òóò

(2.5) � öiëüîâà ôóíêöiÿ (ìiíiìóì âèòðàò äëÿ îòðèìàííÿ ñóìiøi);

(2.6) � ãðóïà îáìåæåíü íà âìiñò êîìïîíåíòiâ ó ñóìiøi;

(2.7) � îáìåæåííÿ íà íåâiä'¹ìíiñòü êiëüêîñòåé iíãðåäi¹íòiâ.

Òàêîæ ó çàäà÷i ìîæóòü áóòè ïðèñóòíiìè îáìåæåííÿ íà çàãàëüíèé

îáñÿã ñóìiøi òà îáìåæåííÿ íà êiëüêiñòü âèêîðèñòîâóâàíèõ iíãðåäi¹íòiâ.

Öi ãðóïè îáìåæåíü i îáìåæåííÿ âèäó (2) õàðàêòåðíi äëÿ çàäà÷i ïëàíó-

âàííÿ âèðîáíèöòâà, ðîçãëÿíóòî¨ â ðîçäiëi 1.

Ìîäåëü Â

L =

n∑
j=1

cjxj → min, (2.8)

n∑
j=1

(aij − bj)xj ≥ 0, i = 1, . . . ,m, (2.9)

n∑
j=1

drjxj ≥ 0, r = 1, . . . , w, (2.10)
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n∑
j=1

xj = 1;

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Òóò n-÷èñëî âèõiäíèõ iíãðåäi¹íòiâ;

m -÷èñëî êîìïîíåíò ó ñóìiøi;

w - ÷èñëî óìîâ, ùî âiäîáðàæàþòü âìiñò iíãðåäi¹íòiâ ó ñóìiøi;

xj - êiëüêiñòü iíãðåäi¹íòà ó, ùî âõîäèòü äî ñóìiøi;

aij- ÷àñòêà êîìïîíåíòè i â iíãðåäi¹íòi j;

bi - ìiíiìàëüíî äîïóñòèìà ÷àñòêà êîìïîíåíòè i ó ñóìiøi;

cj - âàðòiñòü îäèíèöi iíãðåäi¹íòà j;

drj -êîåôiöi¹íò, ùî âiäîáðàæà¹ óìîâó r íà âìiñò iíãðåäi¹íòà j â ñó-

ìiøi;

(2.8) - öiëüîâà ôóíêöiÿ (ìiíiìóì âèòðàò íà îòðèìàííÿ ñóìiøi);

(2.9) - ãðóïà îáìåæåíü, ùî âèçíà÷àþòü âìiñò êîìïîíåíò ó ñóìiøi;

(2.10)- ãðóïà îáìåæåíü íà âìiñò iíãðåäi¹íòiâ ó ñóìiøi.

Îáìåæåííÿ âèäó (2.9) i (2.10) âiäðiçíÿþòü çàäà÷ó çìiøóâàííÿ âiä

çàäà÷i îïòèìàëüíîãî ïëàíóâàííÿ âèðîáíèöòâà. Çàóâàæèìî, ùî çíà÷å-

ííÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ó öèõ îáìåæåííÿõ äîðiâíþþòü íóëþ. Âåêòîð x∗ =

(x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n), ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i, íàçèâàþòü

ðåöåïòîì ïðèãîòóâàííÿ ñóìiøi, àáî ðåöåïòîì çìiøóâàííÿ.

2.2. Áàãàòîïðîäóêòîâà ìîäåëü

Ó áàãàòîïðîäóêòîâèõ çàäà÷àõ iíãðåäi¹íòè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïðè-

ãîòóâàííÿ íå îäíi¹¨, à êiëüêîõ ñóìiøåé. Ïðè öüîìó ÿê çìiííó xkj, òàêî¨

çàäà÷i ðîçãëÿäàþòü êiëüêiñòü iíãðåäi¹íòà j, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ

ïðèãîòóâàííÿ ñóìiøi k. Êðèòåðié çàäà÷i - ìàêñèìiçàöiÿ ïðèáóòêó.

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

n - êiëüêiñòü âèõiäíèõ iíãðåäi¹íòiâ;

m - êiëüêiñòü êîìïîíåíòiâ ó ñóìiøi;

w - êiëüêiñòü óìîâ, ùî âiäîáðàæàþòü âìiñò j-ãî iíãðåäi¹íòà â ñóìiøi;
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s - êiëüêiñòü ñóìiøåé;

j - êiëüêiñòü j-ãî iíãðåäi¹íòà, ùî âõîäèòü äî k-¨ ñóìiøi;

ij- ÷àñòêà i-ãî êîìïîíåíòà â j-ìó iíãðåäi¹íòi;

bik - ìiíiìàëüíî äîïóñòèìà ÷àñòêà i-ãî êîìïîíåíòà â k-é ñóìiøi;

j - âàðòiñòü îäèíèöi j-ãî iíãðåäi¹íòà;

pk - âàðòiñòü îäèíèöi k-¨ ñóìiøi;

drkj- êîåôiöi¹íò, ùî âiäîáðàæà¹ r-ó óìîâó íà âìiñò j-ãî iíãðåäi¹íòà â

k-é ñóìiøi;

uj - êiëüêiñòü íàÿâíîãî j-ãî iíãðåäi¹íòà.

Ìîäåëü Ñ:

L =

s∑
k=1

n∑
j=1

(pk − cj)xkj → max, (2.11)

n∑
j=1

(aij − bik)xkj ≥ 0, i = 1, . . . ,m, k = 1, . . . , s; (2.12)

n∑
j=1

drkjxkj ≥ 0, r = 1, . . . , w, k = 1, . . . , s; (2.13)

n∑
j=1

xkj ⩽ uj k = 1, . . . , s; (2.14)

xkj ≥ 0, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . , s. (2.15)

Òóò

(2.11) - öiëüîâà ôóíêöiÿ (ìàêñèìóì ïðèáóòêó);

(2.12) - ãðóïà îáìåæåíü, ùî âèçíà÷àþòü âìiñò êîìïîíåíòiâ ó ñóìiøi;

(2.13)- ãðóïà îáìåæåíü íà âìiñò iíãðåäi¹íòiâ ó ñóìiøi;

(2.14) - îáìåæåííÿ íà êiëüêiñòü iíãðåäi¹íòiâ;

(2.15) - îáìåæåííÿ íà íåâiä'¹ìíiñòü çìiííèõ.
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2.3. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Â àïòåöi ïðîäàþòüñÿ 4 âèäè ïîëiâiòàìiíiâ. Êîæíå íàéìå-

íóâàííÿ ìiñòèòü âiòàìiíè A, B1 òà B6. Íåîáõiäíî îáðàòè ëiêóâàííÿ ç

íàéìåíøèìè çàòðàòàìè, ïðîòÿãîì ÿêîãî ïàöi¹íò ìà¹ îòðèìàòè 30 ìã

îäèíèöü âiòàìiíó B1, 39 � âiòàìiíó B6 òà 1090 � âiòàìiíó C.

Êiëüêiñòü âiòàìiíiâ â ïðåïàðàòi, ìã/äðàæå

Âiòàìií Ñóïåðâiò Ãåêñàâiò Êâàäåâiò Óíäåâiò Ïîòðiáíî

B1 1.4 2 2.5 2 30

B6 2 2 2 3 39

C 60 70 75 75 1090

Öiíà 3.1 0.4 3.3 0.5 ãðí.
1. Ñêiëüêè äðàæå êîæíîãî âiòàìiííîãî êîìïëåêñó ïîòðiáíî êóïèòè, ùî

âàðòiñòü ëiêóâàííÿ áóëà ìiíiìàëüíîþ?

2. Ñêiëüêè êîøòóâàòèìå ìiíiìàëüíå ëiêóâàííÿ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôîðìàëüíî çàäà÷à çàïèñó¹òüñÿ òàê:

L = 3.1x1 + 0.4x2 + 3.3x3 + 0.5x4 → min,

1.4x1 + 2x2 + 2.5x3 + 2x4 ≥ 30,

2x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 ≥ 39,

60x1 + 70x2 + 75x3 + 75x4 ≥ 1090,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i: x1 = 0, x2 = 6, x3 = 0, x4 = 9.

Âàðòiñòü ëiêóâàííÿ: 3.1x1 + 0.4x2 + 3.3x3 + 0.5x4 = 6.9 ãðí.

Âiäïîâiäü: äëÿ ëiêóâàííÿ ïîòðiáíî êóïèòè 6 äðàæå Ãåêñàâiòó òà 9 äðàæå

Óíäåâiòó. Ëiêóâàííÿ êîøòóâàòèìå 6.9 ãðí.

Ïðèêëàä 2. Îïòèìiçàöiÿ âèðîáíèöòâà âèí íà óêðà¨íñüêîìó âèíçàâî-

äi.

Îäåñüêèé âèííèé çàâîä âèðîáëÿ¹ äâi ìàðêè ñóõîãî âèíà: ¾Ïåðëèíà ñòå-

ïó¿ i ¾Òàâðiéñüêà òðîÿíäà¿. Îïòîâi öiíè çà 1 ëiòð, çà ÿêèìè ðåàëiçó¹òüñÿ

ãîòîâà ïðîäóêöiÿ, ñòàíîâëÿòü âiäïîâiäíî 180 òà 150 ãðí. Äëÿ ïðèãîòó-
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âàííÿ öèõ âèí âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñóõi âèíà: áiëå, ðîæåâå òà ÷åðâîíå,

ÿêi çàêóïîâóþòüñÿ â Õåðñîíñüêié îáëàñòi. Âàðòiñòü çàêóïiâëi öèõ âèí

ñòàíîâèòü âiäïîâiäíî 120, 100 òà 80 ãðí çà 1 ëiòð.

Ó ñåðåäíüîìó îäåñüêèé âèíçàâîä ùîäíÿ îòðèìó¹ 3000 ëiòðiâ áiëîãî,

2000 ëiòðiâ ðîæåâîãî òà 1500 ëiòðiâ ÷åðâîíîãî âèíà. Ó âèíi ¾Ïåðëèíà

ñòåïó¿ ìà¹ ìiñòèòèñÿ íå ìåíøå 70% áiëîãî âèíà òà íå áiëüøå 10% ÷åðâî-

íîãî. Ó âèíi ¾Òàâðiéñüêà òðîÿíäà¿ ÷åðâîíîãî âèíà ìà¹ áóòè íå áiëüøå

50%, à áiëîãî � íå ìåíøå 20%.

Âèçíà÷òå ðåöåïòè çìiøóâàííÿ iíãðåäi¹íòiâ äëÿ âèðîáíèöòâà âèí ¾Ïåð-

ëèíà ñòåïó¿ òà ¾Òàâðiéñüêà òðîÿíäà¿, ùî çàáåçïå÷óþòü çàâîäó ìàêñè-

ìàëüíèé ïðèáóòîê.

Âiäïîâiäíî äî ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i, çíàéäiòü âiäïîâiäi íà òàêi ïèòàííÿ:

1. ßêèé ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê ìîæíà îòðèìàòè çà 1 äåíü? 2. Ñêiëü-

êè âèíà ¾Ïåðëèíà ñòåïó¿ ñëiä âèðîáëÿòè ùîäíÿ? 3. Ñêiëüêè âiäñîòêiâ

áiëîãî âèíà ìà¹ ìiñòèòè ¾Ïåðëèíà ñòåïó¿? 4. Ñêiëüêè âèíà ¾Òàâðiéñüêà

òðîÿíäà¿ ñëiä âèðîáëÿòè ùîäíÿ? 5. Ñêiëüêè âiäñîòêiâ ðîæåâîãî âèíà

ìà¹ ìiñòèòè ¾Òàâðiéñüêà òðîÿíäà¿?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xkj � êiëüêiñòü iíãðåäi¹íòà j (äå j =

1, 2, 3, âiäïîâiäíî áiëå, ðîæåâå, ÷åðâîíå âèíî), ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ

âèðîáíèöòâà âèíà k ( k = 1 � ¾Ïåðëèíà ñòåïó¿, k = 2 � ¾Òàâðiéñüêà

òðîÿíäà¿).

Ìîäåëü îïòèìàëüíîãî çìiøóâàííÿ ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

Öiëüîâà ôóíêöiÿ

Z = (180− 120)x11 + (180− 100)x12 + (180− 80)x13+

+(150− 120)x21 + (150− 100)x22 + (150− 80)x23 → max

Îáìåæåííÿ íà ïîñòà÷àííÿ iíãðåäi¹íòiâ

x11 + x21 ⩽ 3000

x12 + x22 ⩽ 2000
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x13 + x23 ⩽ 1500

Îáìåæåííÿ íà âìiñò iíãðåäi¹íòiâ ó âèíàõ Äëÿ ¾Ïåðëèíè ñòåïó¿:

x11 ⩾ 0.7(x11 + x12 + x13)

x13 ⩽ 0.1(x11 + x12 + x13)

Äëÿ ¾Òàâðiéñüêî¨ òðîÿíäè¿:

x23 ⩽ 0.5(x21 + x22 + x23)

x21 ⩾ 0.2(x21 + x22 + x23)

Îáìåæåííÿ íà íåâiä'¹ìíiñòü çìiííèõ

xkj ⩾ 0, ∀k = 1, 2; ∀j = 1, 2, 3.

2.4. Êîíòðîëüíi ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ 1. Âèçíà÷èòè îáñÿãè âèðîáíèöòâà ÷îòèðüîõ âèäiâ ëàêî-

ôàðáîâèõ âèðîáiâ, äî ñêëàäó ÿêèõ âõîäÿòü òðè iíãðåäi¹íòè: îëiôà, áàðâ-

íèê i áiëèëà. Îáñÿãè ïîñòàâîê iíãðåäi¹íòiâ îáìåæåíi. Ïîïèò íà ãîòîâó

ïðîäóêöiþ íå îáìåæåíèé. Ïîòðiáíî ìàêñèìiçóâàòè ïðèáóòîê âiä ðåàëi-

çàöi¨ ïðîäóêöi¨, ùî âèïóñêà¹òüñÿ ïðîäóêöi¨, ùî âèïóñêà¹òüñÿ. ßêå ìiíi-

ìàëüíå ÷èñëî çìiííèõ i îáìåæåíü ìiñòèòü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî çìiøó-

âàííÿ? Ìîæëèâi âiäïîâiäi:

1. ÷îòèðè çìiííi òà òðè îáìåæåííÿ;

2. òðè çìiííi òà ÷îòèðè îáìåæåííÿ;

3. òðè çìiííi òà äâàíàäöÿòü îáìåæåíü;

4. äâàíàäöÿòü çìiííèõ i òðè îáìåæåííÿ;

5. äâàíàäöÿòü çìiííèõ i ÷îòèðè îáìåæåííÿ.

Ïèòàííÿ 2. Äëÿ ïðèãîòóâàííÿ âèíà ¾Áóêåò òðîÿíä¿ âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿ ñóìiø iç áiëîãî òà ÷åðâîíîãî ñóõèõ âèí. Áiëîãî âèíà â ãîòîâié

ñóìiøi ìà¹ áóòè íå áiëüøå 30%. Íåõàé x - êiëüêiñòü áiëîãî âèíà, ÿêó
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ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïðèãîòóâàííÿ ñóìiøi, y - êiëüêiñòü ÷åðâîíî-

ãî âèíà. Òîäi óìîâó íà âìiñò iíãðåäi¹íòiâ ó ãîòîâié ñóìiøi ìîæå áóòè

ôîðìàëiçîâàíà òàêèì ÷èíîì. Ìîæëèâi âiäïîâiäi:

1. x ⩽ 30;

2. 0, 3x ⩽ 0, 7y;

3. 0, 7x+ 0, 3y ⩽ 0;

4. −0, 7x+ 0, 3y ⩾ 0;

5. 0, 7x ⩾ 0, 3y.

Ïèòàííÿ 3. ßêà ç íàñòóïíèõ ôðàç ïðàâèëüíî âiäîáðàæà¹ ðåçóëü-

òàòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî çìiøóâàííÿ? Ìîæëèâi âiäïîâiäi:

1. Âèêîðèñòàíi äëÿ îòðèìàííÿ ñóìiøi êîìïîíåíòè íå ìiñòÿòü íåîáõi-

äíèõ iíãðåäi¹íòiâ.

2. Ðåöåïò çìiøóâàííÿ ïåðåäáà÷à¹ âèêîðèñòàííÿ ÷îòèðüîõ iíãðåäi¹í-

òiâ.

3. Äëÿ îòðèìàííÿ ñóìiøi òðåáà âèêîðèñòîâóâàòè òðè êîìïîíåíòè.

4. Ðåöåïò çìiøóâàííÿ ïåðåäáà÷à¹ âèêîðèñòàííÿ òðüîõ êîìïîíåíò.

5. Ðåöåïò çìiøóâàííÿ íå ïåðåäáà÷à¹ âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ êîìïîíåíòè

äëÿ ïðèãîòóâàííÿ ñóìiøi.

Ïèòàííÿ 4. Ó çàäà÷i çìiøóâàííÿ âèõiäíèìè iíãðåäi¹íòàìè ¹ áåíçè-

íè ìàðîê À, Â i Ñ, îêòàíîâi ÷èñëà ÿêèõ 76, 93 i 98, âiäïîâiäíî. Îêòàíîâå

÷èñëî ñóìiøi ìà¹ áóòè íå ìåíøå ìåíøå 93. ßêà ç íåðiâíîñòåé ïðàâèëüíî

ôîðìàëiçó¹ öþ óìîâó, ÿêùî x1, x2 i x3 - öå êiëüêîñòi áåíçèíó ìàðîê À,

Â i Ñ, äîñòóïíi äëÿ çìiøóâàííÿ? Ìîæëèâi âiäïîâiäi:

1. 76x1 + 93x2 + 98x3 ⩾ 93;
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2. 76x1 + 93x2 + 98x3 ⩽ 93;

3. 5x3 − 17x1 ⩾ 0;

4. 17x1 − 5x3 ⩽ 0;

5. 76x1 + 98x3 ⩽ 93.

Ïèòàííÿ 5. Iíãðåäi¹íòè j,j = 1, . . . , n, âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïðè-

ãîòóâàííÿ ñóìiøåé k, k = 1, . . . ,m. Íåõàé xjk - êiëüêiñòü iíãðåäi¹íòà

j, ùî âõîäèòü äî ñóìiøi k; ck - öiíà, çà ÿêîþ âèðîáíèê ïðîäà¹ ãîòîâó

ñóìiø k; pj - öiíà, çà ÿêîþ çàêóïîâó¹òüñÿ iíãðåäi¹íò j. çàêóïîâó¹òüñÿ

iíãðåäi¹íò. Òîäi êðèòåðié ìàêñèìiçàöi¨ ïðèáóòêó ó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî

çìiøóâàííÿ ìàòèìå òàêèé âèãëÿä. Ìîæëèâi âiäïîâiäi:

1.
∑
k

ck xjk → max;

2.
∑
j

pj xjk → max;

3.
∑
k

ck xjk +
∑
j

pj xjk → max;

4.
∑
j

pj xjk −
∑
k

ck xjk → max;

5.
∑
k

ck xjk −
∑
j

pj xjk → max.

2.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Çàäà÷à 1. Ç äæèíó òà ìàðòiíi ìîæíà çìiøàòè äâà ðiçíèõ êîêòåéëi �

martini dry òà gin martini. Ó áàði ¹ 6 ë äæèíó òà 7.5 ë ìàðòiíi. Ðåöåïòè

êîêòåéëiâ:

äæèí, â ë ìàðòiíi, â ë

martini dry 0.1 0.2

gin martini 0.15 0.15
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ßêó íàéáiëüøó êiëüêiñòü êîêòåéëiâ ìîæíà çðîáèòè?

Çàäà÷à 2. Healthy Pet Food Company âèãîòîâëÿ¹ äâà òèïè ñîáà÷îãî

êîðìó: Meaties òà Yummies. Êîæåí ïàêåò Meaties ìiñòèòü 2 êã çëàêiâ òà

3 êã ì'ÿñà. Êîæåí ïàêåò Yummies ìiñòèòü 3 êã çëàêiâ òà 1.5 êã ì'ÿñà.

Öiíà Meaties ñêëàäà¹ 280 ãðí. çà ïàêåò, à Yummies � 200 ãðí.

Ó Healthy Pet Food Company ¹ òàêi îáìåæåííÿ íà âèãîòîâëåííÿ ïðî-

äóêöi¨. Êîìïàíiÿ ìîæå êóïóâàòè ìàêñèìóì 400000 êã çëàêiâ ùîìiñÿöÿ

çà öiíîþ 20 ãðí. çà êã. Òàêîæ ¹ îáìåæåííÿ íà ì'ÿñî � ìàêñèìóì 300000

êã ì'ÿñà ùîìiñÿöÿ çà öiíîþ 50 ãðí. çà êã. Ùîá âèãîòîâèòè Meaties ïîòði-

áíî ñïåöiàëüíå îáëàäíàííÿ, ÿêå ìîæå çàïàêîâóâàòè ùîíàéáiëüøå 90000

ïàêåòiâ ùîìiñÿöÿ.

Ïåðåìiøóâàííÿ iíãðåäi¹íòiâ òà óïàêóâàííÿ êîøòóþòü 25 ãðí. çà ïà-

êåò äëÿ Meaties òà 20 ãðí. çà ïàêåò äëÿ Yummies.

Óÿâiòü, ùî âè � ìåíåäæåð Healthy Pet Food Company. Âàøà çàðïëàòà

çàëåæèòü âiä ïðèáóòêó êîìïàíi¨, òîìó âàì ïîòðiáíî éîãî ìàêñèìiçóâà-

òè. Ñêiëüêè ïàêåòiâ êîæíîãî êîðìó ìà¹ âèãîòîâëÿòè Healthy Pet Food

Company ùîìiñÿöÿ, ùîá îòðèìàòè íàéáiëüøèé ïðèáóòîê?

Çàäà÷à 3. Íà êîíäèòåðñüêié ôàáðèöi âèãîòîâëÿþòü 3 âèäè òóðå-

öüêèõ ñîëîäîùiâ, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç ìèãäàëþ, ôóíäóêó òà àðàõiñó. Ìè-

ãäàëü êîøòó¹ 650 ãðí. çà êã, ôóíäóê � 350 ãðí. çà êã, à àðàõiñ � 250 ãðí.

çà êã.

Ñîëîäîùi ¾Ñòàìáóë¿ ìàþòü ìiñòèòè íå ìåíøå 50% ìèãäàëþ òà íå

áiëüøå 25% àðàõiñó. Ñîëîäîùi ¾Àíêàðà¿ � íå ìåíøå 25% ìèãäàëþ òà

íå áiëüøå 50% àðàõiñó. À ñîëîäîùi ¾Içìið¿ ìîæóòü ìiòèòè áóäü-ÿêó

êiëüêiñòü ìèãäàëþ, ôóíäóêó òà àðàõiñó.

Ñîëîäîùi ¾Ñòàìáóë¿ êîøòóþòü 500 ãðí. çà êã, ¾Àíêàðà¿ � 350 ãðí.,

à ¾Içìið¿ � 250 ãðí.

Ùîäíÿ êîíäèòåðñüêà ôàáðèêà îòðèìó¹ 100 êã ìèãäàëþ, 60 êã ôóí-

äóêó òà 100 êã àðàõiñó.

ßêèé ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèé ïðèáóòîê öi¹¨ ôàáðèêè çà äåíü?

Çàäà÷à 4. Ñòàíäàðòîì ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî îêòàíîâå ÷èñëî áåíçèíó
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À-95 ìà¹ áóòè íå íèæ÷èì 95, à âìiñò ñiðêè � íå áiëüøèì, íiæ 0,001%.

Äëÿ âèãîòîâëåííÿ òàêîãî áåíçèíó íà çàâîäi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÷îòèðè

êîìïîíåíòè. Äàíi ïðî îáñÿãè çàïàñiâ êîìïîíåíòiâ, ÿêi çìiøóþòüñÿ, ¨õ

âàðòîñòi, îêòàíîâi ÷èñëà òà âìiñò ñiðêè íàâåäåíi â òàáëèöi íèæ÷å

Êîìïîíåíòà áåíçèíó

Ïîêàçíèê �1 �2 �3 �4

îêòàíîâå ÷èñëî 88 90 99 100

âìiñò ñiðêè ó % 0,002 0,0015 0,001 0,0005

íàÿâíèé îáñÿã ó ò 700 600 500 500

âàðòiñòü çà ò ó ãðí. 50 52 62 63

Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè, ñêiëüêè òîíí êîæíîãî êîìïîíåíòà ïîòðiáíî âè-

êîðèñòàòè äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè 1000 ò áåíçèíó À-95 ç ìiíiìàëüíîþ

ñîáiâàðòiñòþ.

Çàäà÷à 5. Äëÿ ãîäóâàííÿ ïiääîñëiäíî¨ òâàðèíè ¨é íåîáõiäíî äàâàòè

ùîäíÿ ùîíàéìåíøå 15 îä. õiìi÷íî¨ ðå÷îâèíè A1 (âiòàìiíó àáî äåÿêî¨

ñîëi) i 15 îä. õiìi÷íî¨ ðå÷îâèíè A2. Íå ìàþ÷è ìîæëèâîñòi äàâàòè ðå÷î-

âèíó A1 àáî A2 â ÷èñòîìó âèãëÿäi, ìîæíà êóïóâàòè ðå÷îâèíó B1 ïî 1

ó.î. àáî B2 ïî 3 ó.î. çà 1 êã, ïðè÷îìó êîæåí êiëîãðàì B1 ìiñòèòü 1 îä.

A1 i 5 îä. A2, à êiëîãðàì B2 � 5 îä. A1 i 1 îä. A2.

Âèçíà÷èòè îïòèìàëüíèé âìiñò ðå÷îâèí B1 i B2 ó ùîäåííîìó ðàöiîíi.

Çàäà÷à 6. Iç ÷îòèðüîõ âèäiâ îñíîâíèõ ìàòåðiàëiâ (ìiäü, öèíê, ñâè-

íåöü, íiêåëü) ñêëàäàþòü òðè âèäè ñïëàâiâ ëàòóíi: çâè÷àéíèé, ñïåöiàëü-

íèé i äëÿ õóäîæíiõ âèðîáiâ. Öiíè îäèíèöi âàãè ìiäi, öèíêó, ñâèíöþ i

íiêåëþ ñòàíîâëÿòü 0, 8 ó.î., 0, 6 ó.î., 0, 4 ó.î. i 1, 0 ó.î., à îäèíèöi âàãè

ñïëàâó, âiäïîâiäíî, 2 ó.î., 3 ó.î., 4 ó.î..

Ñïëàâ äëÿ õóäîæíiõ âèðîáiâ ïîâèíåí ìiñòèòè íå ìåíøå 6% íiêåëþ,

íå ìåíøå 50% ìiäi i íå áiëüøå 30% ñâèíöþ; ñïåöiàëüíèé - íå ìåíøå

4% íiêåëþ, íå ìåíøå 70% ìiäi, íå ìåíøå 10% öèíêó i íå áiëüøå 20%

ñâèíöþ. Ó çâè÷àéíèé ñïëàâ êîìïîíåíòè ìîæóòü âõîäèòè áåç îáìåæåíü.

Âèðîáíè÷à ïîòóæíiñòü ïiäïðè¹ìñòâà äà¹ çìîãó âèïóñêàòè (çà ïåâíèé

òåðìií) íå áiëüøå 400 îä. âàãè çâè÷àéíîãî ñïëàâó çâè÷àéíîãî ñïëàâó, íå

26



áiëüøå 700 îä. âàãè ñïåöiàëüíîãî ñïëàâó i íå áiëüøå 100 îä. âàãè äåêîðà-

òèâíîãî ñïëàâó. Çíàéòè âèðîáíè÷èé ïëàí, ùî çàáåçïå÷ó¹ ìàêñèìàëüíèé

ïðèáóòîê.

Çàäà÷à 7. Íà êîíäèòåðñüêié ôàáðèöi âèãîòîâëÿþòü äâà ïðîäóêòè,

äëÿ ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòü ãîðiõè ÿêèõ âèêîðèñòîâóþòü ãîðiõè: ìèãäàëü,

ôóíäóê i àðàõiñ. Ìèãäàëü êóïó¹òüñÿ ôàáðèêîþ çà öiíîþ 75 ãðí. çà êã,

ôóíäóê - 60 ãðí., àðàõiñ - 45ãðí. 60 ãðí., àðàõiñ - 45 ãðí. Ïðîäóêò 1 ìà¹

ìiñòèòè íå ìåíøå 12%ìèãäàëþ i íå áiëüøå 18% ôóíäóêà, ïðîäóêò 2 - íå

ìåíøå 25% ìèãäàëþ. Öiíè ãîòîâèõ ïðîäóêòiâ âiäïîâiäíî 70 i 65 ãðí. çà

1 êã. Ùîäíÿ ôàáðèêà îòðèìó¹ òàêó êiëüêiñòü ãîðiõiâ: ìèãäàëþ - 33 êã,

ôóíäóêà - 80 êã, àðàõiñó - 60 êã. Äàéòå âiäïîâiäü íà òàêi çàïèòàííÿ:

1. ßêó êiëüêiñòü ( êã.) ôóíäóêà ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè ïiä ÷àñ âèðî-

áíèöòâi ïðîäóêòó 1?

2. ßêó êiëüêiñòü ( êã. ) ïðîäóêòó 2 ñëiä âèðîáëÿòè ùîäíÿ, ùîá ôà-

áðèêà îòðèìóâàëà ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê?

3. ßêèé çàãàëüíèé îáñÿã ( êã. ) ïðîäóêöi¨, ùî âèðîáëÿ¹òüñÿ ùîäíÿ?

4. ßêèé ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê ( ãðí.)?

5. Íà ñêiëüêè çáiëüøèòüñÿ ïðèáóòîê, ÿêùî çáiëüøèòè çàêóïiâëi ìè-

ãäàëþ íà 5 êã?

Çàäà÷à 8. Çàêàðïàòñüêèé âèííèé çàâîä âèðîáëÿ¹ òðè ìàðêè ñóõîãî

âèíà: ¾×îðíèé ëiêàð¿, �Òðîÿíäà Çàêàðïàòòÿ� i �Áiëi íî÷i�. Îïòîâi öiíè,

çà ÿêèìè ðåàëiçó¹òüñÿ ãîòîâà ïðîäóêöiÿ, âiäïîâiäíî 68, 57 i 60 ãðí. çà 1

ë. Iíãðåäi¹íòàìè äëÿ ïðèãîòóâàííÿ öèõ âèí ¹ áiëå, ðîæåâå i ÷åðâîíå ñóõi

âèíà, ùî çàêóïîâóþòüñÿ â ìiñòi Áåðåãîâå. Öi âèíà êîøòóþòü âiäïîâiäíî

70, 50 i 40 ãðí. çà 1 ë. Ó ñåðåäíüîìó íà çàêàðïàòñüêèé âèííèé çàâîä

ïîñòàâëÿ¹òüñÿ ùîäíÿ 2000 ë áiëîãî, 2500 ë ðîæåâîãî i 1200 ë ÷åðâîíîãî

âèíà.

Ó âèíi ¾×îðíi ëiêàð¿ ìà¹ ìiñòèòèñÿ ùîíàéìåíøå 60% áiëîãî âèíà

i íå áiëüøå 20% ÷åðâîíîãî. Âèíî ¾Òðîÿíäà Çàêàðïàòòÿ¿ ìà¹ ìiñòèòè
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íå áiëüøå 60% ÷åðâîíîãî âèíà i íå ìåíøå 15% áiëîãî. Ñóìàðíèé âìiñò

÷åðâîíîãî i ðîæåâîãî âèíà ó âèíi ¾Áiëi íî÷i¿ íå ïîâèíåí ïåðåâèùóâàòè

90%. Âèçíà÷òå ðåöåïòè çìiøóâàííÿ iíãðåäi¹íòiâ äëÿ âèðîáíèöòâà âèí

¾×îðíèé ëiêàð¿, ¾Òðîÿíäà Çàêàðïàòòÿ¿ i ¾Áiëi íî÷i¿, ùî çàáåçïå÷óþòü

çàâîäó ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê. Äàéòå âiäïîâiäü íà òàêi çàïèòàííÿ:

1. ßêèé ìàêñèìàëüíèé ïðèáóòîê (ó ãðí.) ìîæíà îòðèìàòè çà 1 äåíü?

2. Ñêiëüêè ëiòðiâ âèíà ¾×îðíèé ëiêàð¿ ñëiä âèðîáëÿòè ùîäíÿ?

3. Ñêiëüêè âiäñîòêiâ áiëîãî âèíà ìà¹ ìiñòèòè ¾×îðíèé ëiêàð¿?

4. Ñêiëüêè ëiòðiâ âèíà ¾Áóêåò òðîÿíä¿ ñëiä âèðîáëÿòè ùîäíÿ?

5. Ñêiëüêè ëiòðiâ âèíà ¾Áiëi íî÷i¿ ñëiä âèðîáëÿòè ùîäíÿ?

6. Ñêiëüêè âiäñîòêiâ ðîæåâîãî âèíà ìàþòü ìiñòèòè ¾Áiëi íî÷i¿?

7. Íà ñêiëüêè çðîñòå ïðèáóòîê çàâîäó, ÿêùî ïîñòàâêè ÷åðâîíîãî âèíà

âäàñòüñÿ çáiëüøèòè äî 1300 ë íà äåíü?

8. Íà ñêiëüêè çìåíøèòüñÿ ïðèáóòîê çàâîäó, ÿêùî ïîñòàâêè áiëîãî

âèíà ñêîðîòÿòüñÿ äî 1800 ë?
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3. Çàäà÷i íà îïòèìàëüíèé ðîçêðié

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ ìîäåëi ëiíiéíîãî

ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ðîçêðîþ. Öÿ îáëàñòü çàñòîñóâà-

ííÿ ìîäåëi ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ äîáðå âèâ÷åíà. Çàâäÿêè ðîáîòàì

ó ãàëóçi îïòèìàëüíîãî ðîçêðîþ îñíîâîïîëîæíèêà òåîði¨ ëiíiéíîãî ïðî-

ãðàìóâàííÿ, ëàóðåàòà Íîáåëiâñüêî¨ ïðåìi¨ àêàäåìiêà Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à,

çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ðîçêðîþ ìîæíà íàçâàòè êëàñè÷íîþ ïðèêëàäíîþ

îïòèìiçàöiéíîþ çàäà÷åþ.

Áiëüøiñòü ìàòåðiàëiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòü ó ïðîìèñëîâîñòi, ïîñòó-

ïà¹ íà âèðîáíèöòâî ó âèãëÿäi ñòàíäàðòíèõ ôîðì. Áåçïîñåðåäí¹ âèêîðè-

ñòàííÿ òàêèõ ìàòåðiàëiâ, ÿê ïðàâèëî êðóïíèõ ðîçìiðiâ, çàçâè÷àé íåìî-

æëèâå. Ïîïåðåäíi ¨õ òðåáà ðîçäiëèòè íà çàãîòîâêè íåîáõiäíèõ ðîçìiðiâ.

Ïðè öüîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü âèáîðó ñïîñîáó ðîçêðîþ òà iíòåíñèâ-

íîñòi éîãî çàñòîñóâàííÿ. Çàäà÷i òàêîãî òèïó, ùî íàçèâàþòüñÿ çàäà÷àìè

îïòèìàëüíîãî ðîçêðîþ ìàòåðiàëiâ, âèíèêàþòü ó ìåòàëóðãi¨, ëiñíié òà

ëiñîïåðåðîáíié, ëåãêié ïðîìèñëîâîñòi òà iíøèõ ãàëóçÿõ, òà âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ ïî âiäíîøåííÿ äî òåõíîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ, äå âåëèêà âàðiàòèâ-

íiñòü äîçâîëÿ¹ äîñÿãíóòè çíà÷íîãî åôåêòó çàâäÿêè îïòèìiçàöi¨.

Ó ðîçðîáöi ïëàíó ðîçêðiþ òiñíî ïåðåïëiòàþòüñÿ äâi çàäà÷i.

1. âèáið ðàöiîíàëüíèõ ñïîñîáiâ ðîçêðîþ îäèíèöi ìàòåðiàëà;

2. âèçíà÷åííÿ iíòåíñèâíîñòi âèêîðèñòàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ñïîñîáiâ ðîç-

êðîþ â çàëåæíîñòi âiä çàäàíî¨ êîìïëåêòíîñòi âèðîáëåíèõ äåòàëåé.

3.1. Ðàöiîíàëüíèé âàðiàíò ðîçêðîþ.

Ó çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ðîçêðîþ ðîçãëÿäàþòüñÿ òàê çâàíi ðàöiî-

íàëüíi (ïàðåòî-îïòèìàëüíi) ñïîñîáè ðîçêðîþ, òîáòî òàêi, äëÿ ÿêèõ çáiëü-

øåííÿ êiëüêîñòi çàãîòîâîê áóäü-ÿêîãî òèïó ìîæëèâå òiëüêè çà ðàõóíîê

ñêîðî÷åííÿ ÷èñëà çàãîòîâîê ÿêîãî-íåáóäü iíøîãî òèïó.
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3.2. Âèçíà÷åííÿ iíòåíñèâíîñòi âèêîðèñòàííÿ âàðiàíòà

ðîçêðîþ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íà ðîçêðié (ðîçïèë, îáðîáêó) ïîñòóïà¹ s ðiçíèõ

ìàòåðiàëiâ. Íåîáõiäíî âèãîòîâèòè ç íèã é ðiçíèõ âèðîáiâ ó êiëüêîñòi,

ïðîïîðöiéíié ÷èñëàì b1, b2, .., bk, ..., bq.

Êîæíà îäèíèöÿ j-ãî ìàòåðiàëà (j = 1, 2, ..., s) ìîæå áóò ðîçêðî¹íà p

ðiçíèìè ñïîñîáàìè, ïðè öüîìó âèêîðèñòàííÿ i-ãî ñïîñîáà (i = 1, 2, ..., p)

äà¹ ajik îäèíèöü k-x âèðîáiâ.

Çíàéòè ïëàí ðîçïèëó, ùî çàáåçïå÷ó¹ ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü êîìïëå-

êòiâ, ÿêùî ìàòåðiàëiâ j-ãî âèäó ïîñòóïà¹ a′ îäèíèöü.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xj
i êiëüêiñòü îäèíèöü j-ãî ìàòåðiàëó,

ùî ðîçêðîþþòü ïî i-ìó ñïîñîáó (âüîãî òàêèõ çìiííèõ áóäå p · s). Çìiííi
xj
i , î÷åâèäíî, ìàþòü çàäîâîëüíÿòè îáìåæåííÿì:

xi
j ≥ 0 (i = 1, 2, ..., pj = 1, 2, ...s), (3.1)

p∑
i=1

xj
i = aj(j = 1, 2, ..., s), (3.2)

s∑
j=1

p∑
i=1

xj
ia

j
ik = bkx(k = 1, 2, ..., q) (3.3)

äå x - ÷èñëî êîìïëåêòiâ âèãîòîâëåíèõ âèðîáiâ.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â ìàêñèìiçàöi¨ z = x ïðè óìîâàõ (7), (8), òà (9).

Ïîäàëüøå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ïðîâîäèòüñÿ ñèìïëåêñíèì ìåòîäîì. Â

îêðåìîìó âèïàäêó, êîëè íà îáðîáêó ïîñòóïà¹ ìàòåðiàë òiëüêè îäíîãî

çðàçêà (òîáòî s = 1), ó êiëüêîñòi a îäèíèöü, ìîäåëü ïðèéìà¹ áiëüø

ïðîñòèé âèãëÿä: ìàêñèìiçóâàòè z = x ïðè óìîâàõ:

xi ≥ 0 (i = 1, 2, ..., p). (1′)

∑
i

xi = a. (2′)

30



∑
i=1

aikxi (k = 1, 2, ..., q) (3′)

Ïîçíà÷åííÿ:

j � iíäåêñ òèïó ìàòåðiàëiâ ùî ïîñòà÷àþòü, j = 1, 2, ..., s;;

i � iíäåêñ ñïîñîáó ðîçêðîþ j = 1, 2, ..., s;;

bk � êiëüêiñòü çàãîòîâîê âèäó k ó êîìïëåêòi, j = 1, 2, ..., s;;

aijk � êiëüêiñòü çàãîòîâîê âèäó k, îòðèìàíèõ ïðè ðîçêðî¨ îäèíèöi

ìàòåðiàëà j-ãî òèïó i-ì ñïîñîáîì;

dj � êiëüêiñòü ïîñòóïèâøîãî ìàòåðiàëà j-ãî âèäó;

xij � êiëüêiñòü îäèíèöü j-ãî ìàòåðiàëó, ðîçêðîþâàíèõ i-ì ñïîñîáîì

(iíòåíñèâíiñòü âèêîðèñòàííÿ ñïîñîáó)

cij � âåëè÷èíà âiäõîäiâ, îòðèìàíèõ ïðè ðîçêðî¨ îäèíèöi ìàòåðiàëó

j-ãî òèïó i-ì ñïîñîáîì;

y � ÷èñëî êîìïëåêòiâ çàãîòîâîê ðiçíîãî òèïó.

Ìîäåëü.

y → max, (3.4)

xij ≥ 0, i = 1, ..., p j = 1, ..., s, (3.5)

p∑
i=1

xij ≤ dj , j = 1, ..., s, (3.6)

s∑
j=1

p∑
i=1

xijaijk ≤ bky, k = 1, ...q, (3.7)

(1) � öiëüîâà ôóíêöiÿ � ìàêñèìóì êîìïëåêòiâ âèãîòîâëåíèõ âèðîáiâ,

(2) � íåâiä'¹ìíiñòü çìiííèõ; (3) � âðàõóâàííÿ îáìåæåíîñòi ðåñóðñiâ;

(4) �âðàõóâàííÿ âèêîíàííÿ ïëàíà.

Öiëüîâà ôóíêöiÿ â çàëåæíîñòi âiä óìîâè çàäà÷i ìîæå çàïèñóâàòèñÿ i

â iíøîìó âèãëÿäi.

Íàïðèêëàä, ÿêùî çíàäîáèòüñÿ âèðîáëÿòè íå ìàêñèìóì êîìïëåêòiâ, à

ïðîñòî ìàêñèìóì äåòàëåé, òî öiëüîâà ôóíêöiÿ çàïèøåòüñÿ ó íàñòóïíîìó
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âèãëÿäi.
q∑

k=1

q∑
j=1

p∑
i=1

xijaijk → max,

à ðiâíiñòü (3) âèêëþ÷èòüñÿ iç óìîâè.

ßêùî çíàäîáèòüñÿ îði¹íòóâàòè âèðîáíèöòâî íà ìiíiìóì âiäõîäiâ, òî

ôóíêöîíàë áóäå âèãëÿäàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:
s∑

j=1

p∑
i=1

cijxij → min .

3.3. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

Ïðèêëàä 1. Ñïîñîáè ðîçêðîþ ìåòàëåâîãî ñòðèæíÿ.

Âèçíà÷òå âñi ðàöiîíàëüíi ñïîñîáè ðîçêðîþ ìåòàëåâîãî ñòðèæíÿ çàâ-

äîâæêè 100 ñì íà çàãîòîâêè òðüîõ òèïiâ: çàâäîâæêè 20, 30 i 50 ñì.

Óêàæiòü âåëè÷èíó âiäõîäiâ äëÿ êîæíîãî ñïîñîáó.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ äàíîãî ìàòåðiàëó i çàçíà÷åíèõ çàãîòîâîê iñíó¹

ñiì ðiçíèõ ðàöiîíàëüíèõ ñïîñîáiâ ðîçêðîþ. Óñi âîíè íàâåäåíi â òàáëèöi

1.1.

Ñïîñîáè
Çàãîòîâêè

Âiäõîäè
À=50 Â=30 Ñ=20

1 2 0 0 0

2 1 1 1 0

3 1 0 2 10

4 0 3 0 10

5 0 2 2 0

6 0 1 3 10

7 0 0 5 0

Òàáëèöà 1.1

Òàêèì ÷èíîì, ó äàíîìó âèïàäêó iñíó¹ ñiì ðiçíèõ ðàöiîíàëüíèõ ñïîñî-

áiâ ðîçêðîþ.

Ïðèêëàä 2. Äëÿ âèãîòîâëåííÿ áðóñiâ òðüîõ ðîçìiðiâ: 0, 6 ì, 1, 5 ì i
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2, 5 ì ó ñïiââiäíîøåííi 2 : 1 : 3 íà ðîçïèë íàäõîäÿòü êîëîäè çàâäîâæ-

êè 3 ì. Âèçíà÷èòè ïëàí ðîçïèëó, ùî çàáåçïå÷ó¹ ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü

êîìïëåêòiâ.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàñàìïåðåä âèçíà÷èìî ðiçíîìàíiòíi ñïîñîáè ðîçïèëó êî-

ëîä, âêàçàâøè ñêiëüêè âiäïîâiäíèõ áðóñiâ ïðè öüîìó âèõîäèòü.

Ñïîñîáè

ðîçïèëó (i)

Îòðèìàíi áðóñè
Êiëüêiñòü êîëîä,

ðîçïèëÿíèõ ïî

i-ìó ñïîñîái0.6 1.5 2.5

1

2

3

4

5

2

-

-

-

1

2

-

-

-

-

1

x1

x2

x3

x4

Òåïåð ñêëàäà¹ìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ïðèéíÿâøè, ùî âñå íàäõîäèòü

íà ðîçïèë α êîëîä: ìàêñèìiçóâàòè êiëüêiñòü êîìïëåêòiâ L = x çà óìîâ,

ùî âñi êîëîäè ïîâèííi áóòè ðîçïèëÿíi x1+x2+x3+x4 = α i ùî êiëüêiñòü

áðóñiâ êîæíîãî ðîçìiðó ìà¹ çàäîâîëüíÿòè óìîâó êîìïëåêòíîñòi

5x1 + 2x2 = 2x; x2 + 2x3 = 1 · x; x4 = 3x.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, âèçíà÷èâøè x =
1

3
x4(max), i âèêëþ÷èâøè x ç ðå-

øòè âèðàçiâ, ïðèéäåìî îñòàòî÷íî äî íàñòóïíîãî çàäà÷i:

L =
1

3
x4 → max,

x1 + x2 + x3 + x4 = α

5x1 + 2x2 −
2

3
x4 = 0

x1 + x2 + x3 + x4 = α

x2 + 2x3 −
1

3
x4 = 0

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0.

Ïiñëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ¨¨ ñèìïëåêñíèì ìåòîäîì îòðèìà¹ìî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
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çàäà÷i x∗ = (4/39, 5/39, 0, 10/13) òà Lmax = 10/39.

Òàêèì ÷èíîì, 10, 2% çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi êîëîä, ùî íàäõîäÿòü ñëiä

ðîçïèëþâàòè çà 1-ì ñïîñîáîì, 12, 8%- çà 2-ì ñïîñîáîì i 77% - ïî 3-ìó

ñïîñîáó; 4-é ñïîñiá ðîçïèëó çàñòîñîâóâàòè íå ñëiä.

3.4. Êîíòðîëüíi ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ 1. Ñïîñiá ðîçêðîþ íàçèâà¹òüñÿ ðàöiîíàëüíèì, ÿêùî:

1. âií ¹ áåçâiäõîäíèì;

2. âií çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìóì âiäõîäiâ;

3. âiäõîäè ìåíøi çà áóäü-ÿêó iç çàãîòîâîê;

4. âií äà¹ çìîãó îòðèìàòè íàéáiëüøó êiëüêiñòü çàãîòîâîê;

5. íåìà¹ iíøîãî ñïîñîáó, ùî äà¹ íå ìåíøå çàãîòîâîê

6. êîæíîãî òèïó.

Ïèòàííÿ 2. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîçêðîþ äåðåâ'ÿíèõ

áðóñiâ íà çàãîòîâêè äëÿ áóäiâíèöòâà áóäèíêó. Äîâæèíà áðóñiâ âèìiðþ-

¹òüñÿ â ñàíòèìåòðàõ. Ó ìîäåëi ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ íåâiäîìèìè ¹

iíòåíñèâíîñòi ðàöiîíàëüíèõ ñïîñîáiâ ðîçêðîþ ìàòåðiàëó, çíà÷åííÿ ÿêèõ

âèìiðþ¹òüñÿ â øòóêàõ. ßê êðèòåðié ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìiíiìiçàöiÿ âiäõîäiâ.

Ó ÿêèõ îäèíèöÿõ âèìiðþ¹òüñÿ çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà öiëüîâî¨ ôóíêöi¨?

Ìîæëèâi âiäïîâiäi:

1. øò.;

2. ñì;

3. øò./ñì;

4. ñì/øò.;

5. áåçðîçìiðíà âåëè÷èíà.
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Ïèòàííÿ 3. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîçêðîþ øêiðè

äëÿ ïîøèòòÿ ðóêàâè÷îê. Äàíà ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ âðàõî-

âó¹ îáìåæåííÿ íà êiëüêiñòü ìàòåðiàëó. Ïðàâà ÷àñòèíà îáìåæåííÿ âè-

ìiðþ¹òüñÿ â øòóêàõ øêiðè. Öiëüîâà ôóíêöiÿ - ìàêñèìiçóâàòè êiëüêiñòü

ïàð ïîøèòèõ ðóêàâè÷îê. Ó ÿêèõ îäèíèöÿõ âèìiðþ¹òüñÿ äâî¨ñòà îöiíêà

ðåñóðñíîãî îáìåæåííÿ? ' Ìîæëèâi âiäïîâiäi:

1. øò.;

2. ïàðà;

3. ïàðà/øò.;

4. øò./ïàðà;

5. áåçðîçìiðíà âåëè÷èíà.

Ïèòàííÿ 4. Ñêiëüêè iñíó¹ ðàöiîíàëüíèõ ñïîñîáiâ ðîçêðîþ ìåòàëå-

âîãî ñòðèæíÿ çàâäîâæêè 100 ñì íà ñòðèæíi çàâäîâæêè 50, 20 i 10 ñì?

Ìîæëèâi âiäïîâiäi:

1. áiëüøå äåñÿòè;

2. äåñÿòü;

3. äåâ'ÿòü;

4. âiñiì;

5. ìåíøå âîñüìè.

Ïèòàííÿ 5. ßêå ç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü ¹ ïðàâèëüíèì?

1. Áåçâiäõîäíèé ñïîñiá ðîçêðîþ ¹ ðàöiîíàëüíèì.

2. Áåçâiäõîäíèé ñïîñiá ðîçêðîþ ìîæå áóòè ðàöiîíàëüíèì.

3. Áåçâiäõîäíèé ñïîñiá ðîçêðîþ íå ¹ ðàöiîíàëüíèì.
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4. Ðàöiîíàëüíèé ñïîñiá ðîçêðîþ ¹ áåçâiäõîäíèì.

5. Ðàöiîíàëüíèé ñïîñiá ðîçêðîþ íå ¹ áåçâiäõîäíèì.

3.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Ïðèêëàä 1. Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè âñi ðàöiîíàëüíi ñïîñîáè ðîçêðîþ

ìåòàëåâîãî ñòðèæíÿ çàâäîâæêè 100 ñì íà çàãîòîâêè òðüîõ òèïiâ: äîâ-

æèíîþ 50, 30 i 20 ñì, à òàêîæ óêàçàòè âåëè÷èíó âiäõîäiâ äëÿ êîæíîãî

ñïîñîáó.

Óñi ðàöiîíàëüíi ñïîñîáè ðîçêðîþ íàâåäåíi â òàáëèöi 1.2.

Ñïîñîáè

ðîçêðîþ

Çàãîòîâêà

äîâæè-

íîþ 50 ñì

Çàãîòîâêà

äîâæè-

íîþ 30 ñì

Çàãîòîâêà

äîâæè-

íîþ 20 ñì

Âåëè÷èíà

âiäõîäiâ,

ñì

1 2 0 0 0

2 1 1 1 0

3 1 0 2 0

4 0 3 0 10

5 0 2 2 0

6 0 1 3 10

7 0 0 5 0

Òàáëèöà 1.2

Äëÿ äàíîãî ìàòåðiàëó i çàçíà÷åíèõ çàãîòîâîê iñíó¹ ñiì ðiçíèõ ðàöiî-

íàëüíèõ ñïîñîáiâ ðîçêðîþ.
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4. Çàäà÷i ïëàíóâàííÿ ôiíàíñiâ.

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ ìîäåëåé ëiíiéíîãî ïðîãðàìó-

âàííÿ, ÿêi çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ôiíàíñîâîãî ïëàíóâà-

ííÿ. Çîêðåìà, ðîçãëÿäàþòüñÿ ïiäõîäè, ùî äîçâîëÿþòü çà ïåâíèõ ïðè-

ïóùåíü îáèðàòè îïòèìàëüíi ñïîñîáè iíâåñòóâàííÿ êîøòiâ. Öå äà¹ çìîãó

àáî ìiíiìiçóâàòè ïî÷àòêîâi âèòðàòè, íåîáõiäíi äëÿ âèïëàòè ïîçèêè, àáî

ìàêñèìiçóâàòè äîõiä âiä âêëàäåíü. Îñíîâíà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ ôîðìó-

ëþâàííþ é àíàëiçó åêîíîìi÷íèõ ïîíÿòü, òàêèõ ÿê âêëàä, öiëüîâèé ôîíä,

áàëàíñîâi îáìåæåííÿ òà iíäåêñ ðèçèêó çà âêëàäîì.

4.1. Ìîäåëi

Ìîäåëü ìiíiìiçàöi¨ öiëüîâîãî ôîíäó

Óÿâiìî ñèòóàöiþ, êîëè â ïåâíi ìîìåíòè ÷àñó íåîáõiäíî çäiéñíþâàòè

âèïëàòè çà ðàíiøå îòðèìàíèì êðåäèòîì. Äëÿ òîãî, ùîá íàêîïè÷èòè íå-

îáõiäíi ñóìè, ìîæíà ñòâîðèòè öiëüîâèé ôîíä i âèêîðèñòîâóâàòè êîøòè

ç öüîãî ôîíäó äëÿ ðîçìiùåííÿ ¨õ íà ñòðîêîâèõ äåïîçèòàõ. Êîæåí òàêèé

äåïîçèò ìà¹ ñâîþ õàðàêòåðèñòèêó: ìîìåíò âêëàäåííÿ, òåðìií ïîãàøå-

ííÿ òà äîõiäíiñòü. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ìiíiìàëüíîãî ðîçìiðó

öiëüîâîãî ôîíäó òà âèáîði îïòèìàëüíèõ ñòðîêîâèõ âêëàäiâ, ÿêi äîçâî-

ëÿòü çàáåçïå÷èòè íåîáõiäíi âèïëàòè.

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

� y � ðîçìið öiëüîâîãî ôîíäó, ùî ñòâîðþ¹òüñÿ â ìîìåíò ÷àñó 0;

� t � ïîòî÷íèé ìîìåíò ÷àñó, t = 0, 1, . . . , T ;

� dt � ðîçìið âèïëàòè çà ïîçèêîþ, ÿêó ïîòðiáíî çäiéñíèòè â ìîìåíò

÷àñó t = 1, . . . , T ;

� j � iíäåêñ ñòðîêîâîãî âêëàäó, j = 1, . . . , n;

� vj � ìîìåíò ÷àñó âêëàäåííÿ çà ñòðîêîâèì âêëàäîì j;
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� wj � òåðìií âèïëàòè çà ñòðîêîâèì âêëàäîì j;

� rj � äîõiäíiñòü ñòðîêîâîãî âêëàäó j (âiäñîòîê ïî âêëàäó);

� xj � îáñÿã âêëàäåíü çà ñòðîêîâèì âêëàäîì j.

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ñòðîêîâîãî âêëàäó ìîìåíò ÷àñó

âêëàäåííÿ ôiêñîâàíèé. ßêùî çà ñòðîêîâèì âêëàäîì j çðîáëåíi âêëà-

äåííÿ â ðîçìiði xj , òî ÷åðåç wj îäèíèöü ÷àñó âêëàäíèêó âèïëà÷ó¹òüñÿ

ñóìà (1 + rj)xj .

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ìî-

ìåíòó ÷àñó iñíó¹ òàêèé âêëàä, âèïëàòà çà ÿêèì çäiéñíþ¹òüñÿ â íàñòó-

ïíèé ìîìåíò ÷àñó. Ïðè öüîìó äîõiäíiñòü òàêîãî âêëàäó ìîæå áóòè íó-

ëüîâîþ. Âèêîðèñòàííÿ âêëàäó ç íóëüîâîþ äîõiäíiñòþ îçíà÷à¹, ùî ãðîøi

çàëèøàþòüñÿ íà ðóêàõ ó âëàñíèêà.

Íåõàé Gt � ìíîæèíà iíäåêñiâ j òàêèõ, ùî t = vj , òîáòî çà âêëàäîì j

çðîáëåíî âêëàäåííÿ â ìîìåíò ÷àñó t;

Qt � ìíîæèíà iíäåêñiâ j òàêèõ, ùî t = vj + wj , òîáòî çà âêëàäîì j

îòðèìàíî âèïëàòó â ìîìåíò ÷àñó t.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî t ìíîæèíè Gt i Qt âiäîìi.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü:

L = y → min; (4.1)

y −
∑
j∈Gt

xj = 0, j = 0; (4.2)

∑
t∈Gt

(1 + rj)xj −
∑
t∈Gt

xj = dt, t = 1, . . . , T − 1; (4.3)

∑
j∈GT

(1 + rj)xj = dT t; (4.4)

y ⩾ 0, xj ⩾ 0, j = 1, . . . , n; (4.5)

äå:

� (4.1) � öiëüîâà ôóíêöiÿ � ìiíiìàëüíèé ðîçìið öiëüîâîãî âêëàäå-

ííÿ;
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� (4.2) � óìîâà, ùî õàðàêòåðèçó¹ ðîçïîäië öiëüîâîãî ôîíäó ïî âêëà-

äàõ íà ìîìåíò ÷àñó t = 0;

� (4.3) � ðiâíÿííÿ, ùî âñòàíîâëþþòü áàëàíñ ìiæ âèïëàòàìè òà âêëà-

äåííÿìè;

� (4.4) � óìîâà, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ âèïëàòó çà ïîçèêîþ;

� (4.5) � óìîâè, ùî ãàðàíòóþòü íåâiä'¹ìíiñòü çìiííèõ.

Ìîäåëü ìàêñèìiçàöi¨ äîõîäó.

Ïðèïóñòèìî, ùî iíâåñòîð ïëàíó¹ çäiéñíèòè âêëàäè ç ìåòîþ îòðèìà-

ííÿ ìàêñèìàëüíîãî äîõîäó ÷åðåç ïåâíèé ïåðiîä ÷àñó. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â

òîìó, ùîá âèçíà÷èòè âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî äîõîäó ïðè ôiêñîâàíîìó

ðîçìiði öiëüîâîãî ôîíäó òà âèáðàòè òi âèäè ñòðîêîâèõ âêëàäiâ, ÿêi ñëiä

âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè.

Çàëèøèìî ïîïåðåäíüî ïðèéíÿòi ïîçíà÷åííÿ òà ââåäåìî íîâi:

� z � ðîçìið äîõîäó, ÿêèé ìîæå îòðèìàòè âêëàäíèê â ìîìåíò ÷àñó

T ;

� ut � ðîçìið âêëàäó â ìîìåíò ÷àñó t, äå t = 0, 1, . . . , T − 1.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü:

L = z → max; (4.6)∑
j∈Gt

xj = ut, t = 0; (4.7)

∑
j∈Gt

xj −
∑
j∈Qt

(1 + rj)xj = ut, t = 1, . . . , T − 1; (4.8)

∑
j∈Qt

(1 + rj)xj − z = 0, t = T ; (4.9)

z ⩾ 0, xj ⩾ 0, j = 1, . . . , n. (4.10)

Òóò:
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� (4.6) � öiëüîâà ôóíêöiÿ � ìàêñèìiçàöiÿ ðîçìiðó äîõîäó;

� (4.7) � óìîâà, ùî õàðàêòåðèçó¹ ðîçïîäië âêëàäó íà ìîìåíò ÷àñó

t = 0;

� (4.8) � ðiâíÿííÿ, ùî âñòàíîâëþþòü áàëàíñ ìiæ âèïëàòàìè òà âêëà-

äåííÿìè;

� (4.9) � óìîâà, ùî âèçíà÷à¹ âåëè÷èíó äîõîäó;

� (4.10) � óìîâè, ùî ãàðàíòóþòü íåâiä'¹ìíiñòü çìiííèõ.

4.2. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷.

Ïðèêëàä 1. Ìiíiìiçàöi¨ öiëüîâîãî ôîíäó.

Àíàòîëié Êðèâåíêî � êåðiâíèê êîìïàíi¨ "Îâî÷åâi Ñêàðáè ÿêà íåùîäàâ-

íî óêëàëà êîíòðàêò íà ïðèäáàííÿ íîâîãî îáëàäíàííÿ äëÿ êîíñåðâó-

âàííÿ îâî÷iâ. Çãiäíî ç äîãîâîðîì, êîìïàíiÿ ïîâèííà âèïëàòèòè ïîñòà-

÷àëüíèêó çàãàëüíó ñóìó 750 òèñ. ãðí. Ïðè öüîìó 150 òèñ. ãðí ïîòðiáíî

ñïëàòèòè ÷åðåç 2 ìiñÿöi, à ðåøòó 600 òèñ. ãðí � ÷åðåç 6 ìiñÿöiâ ïiñëÿ

òîãî, ÿê îáëàäíàííÿ áóäå ïîñòàâëåíî òà âèïðîáóâàíî.

Àíàòîëié ââàæà¹, ùî îäðàçó ïiñëÿ ïiäïèñàííÿ äîãîâîðó ñëiä ñôîð-

ìóâàòè öiëüîâèé ôîíä i âèêîðèñòîâóâàòè öi êîøòè äëÿ âêëàäåííÿ ïiä

âiäñîòêè. Îñêiëüêè òàêi iíâåñòèöi¨ ïðèíåñóòü äîäàòêîâi êîøòè íà ìî-

ìåíò, êîëè ïîòðiáíî áóäå çðîáèòè îïëàòó çà îáëàäíàííÿ, Àíàòîëié ðî-

çóìi¹, ùî öiëüîâèé ôîíä ïîâèíåí áóòè ìåíøèé çà 750 òèñ. ãðí. À îò íà

ñêiëüêè ñàìå � çàëåæèòü âiä íàÿâíèõ ìîæëèâîñòåé äëÿ iíâåñòóâàííÿ.

Ïðîàíàëiçóâàâøè íàÿâíi âàðiàíòè, Àíàòîëié âèðiøèâ çîñåðåäèòèñÿ

íà 12 ìîæëèâèõ ñïîñîáàõ iíâåñòóâàííÿ êîøòiâ ïiä âiäñîòêè. Âèäè âêëà-

äiâ, ¨õ òðèâàëiñòü, ìîæëèâi ìîìåíòè âêëàäåííÿ òà âiäñîòêè ïî âêëàäó

íàâåäåíî â íàñòóïíié òàáëèöi. Ç îãëÿäó íà öi ìîæëèâîñòi, íåîáõiäíî ìi-

íiìiçóâàòè ðîçìið öiëüîâîãî ôîíäó, ùî äîçâîëèòü çäiéñíèòè îïëàòó çà

çàêóïëåíå îáëàäíàííÿ.

Âiäïîâiäàéòå íà íàñòóïíi ïèòàííÿ:
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Âèä âêëàäó A B C D

Òðèâàëiñòü âêëàäó (ìiñ.) 1 2 3 6

Ìîæëèâi ìîìåíòè

âêëàäåííÿ äàíîãî âèäó

(ïî÷àòîê ìiñÿöÿ)

1, 2, 3, 4, 5, 6 1, 3, 5 1, 4 1

Âiäñîòîê ïî âêëàäó 1,5% 3,5% 6,0% 11,0%

1. ßêèé ìiíiìàëüíèé ðîçìið öiëüîâîãî ôîíäó äîçâîëèòü çäiéñíèòè

íåîáõiäíi âèïëàòè?

2. ßêà âàðòiñòü íà ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó îäíîãî ãðèâíi, ÿêó ïî-

òðiáíî âèïëàòèòè íà ïî÷àòêó ñüîìîãî ìiñÿöÿ (÷åðåç 6 ìiñÿöiâ)?

3. ßêà âàðòiñòü íà ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó îäíîãî ãðèâíi, ÿêó ïî-

òðiáíî âèïëàòèòè íà ïî÷àòêó ï'ÿòîãî ìiñÿöÿ (÷åðåç 4 ìiñÿöi)?

Âèäè âêëàäiâ, ¨õ òðèâàëiñòü, ìîæëèâi ìîìåíòè âêëàäåííÿ òà âiäñîòêè

ïî âêëàäó íàâåäåìî â íàñòóïíié òàáëèöi:

Íåõàé:

� y � ðîçìið öiëüîâîãî ôîíäó;

� Ai � ðîçìið âêëàäó òèïó A â ìiñÿöi i;

� Bi � ðîçìið âêëàäó òèïó B â ìiñÿöi i;

� Ci � ðîçìið âêëàäó òèïó C â ìiñÿöi i;

� Di � ðîçìið âêëàäó òèïó D â ìiñÿöi i.

Îñêiëüêè â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ìîæíà çðîáèòè âêëàä íà îäèí ìi-

ñÿöü, òî ïiäïðè¹ìñòâó íå âèãiäíî çáåðiãàòè ãðîøi íà ðóêàõ. Ç óðàõóâàí-

íÿì öüîãî óìîâè, çàäà÷à ìîæå áóòè îïèñàíà íàñòóïíîþ ìàòåìàòè÷íîþ

ìîäåëëþ:

L = y → min; (4.11)
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y −A1 −B1 − C1 −D1 = 0; (4.12)

1, 015A1 −A2 = 0; (4.13)

1, 015A2 + 1, 035B1 −A3 −B3 = 150; (4.14)

1, 015A3 + 1, 060C1 −A4 − C4 = 0; (4.15)

1, 015A4 + 1, 035B3 −A5 −B5 = 0; (4.16)

1, 015A5 −A6 = 600; (4.17)

1, 015A6 + 1, 035B5 + 1, 060C4 + 1, 110D1 = 600; (4.18)

Ai ⩾ 0, i = 1, 6; Bi ⩾ 0, i = 1, 3, 5; Ci ⩾ 0, i = 1, 4; (4.19)

Òóò (11) � öå ðiâíÿííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨, à ðåøòà ðiâíÿíü îïèñóþòü

îáìåæåííÿ ìîäåëi.

4.3. Êîíòðîëüíi ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ 1. Ñòðîêîâèé âêëàä õàðàêòåðèçó¹òüñÿ:

1. ñóìîþ âêëàäó òà âiäñîòêîì ïî âêëàäó;

2. ìîìåíòîì âêëàäåííÿ, òåðìiíîì ïîãàøåííÿ, ïðèáóòêîì òà âiäñî-

òêîì ïî âêëàäó;

3. ðîçìiðîì âêëàäó, ìîìåíòîì âêëàäåííÿ, òåðìiíîì ïîãàøåííÿ òà

âiäñîòêîì ïî âêëàäó;

4. ðîçìiðîì âêëàäó, ìîìåíòîì âêëàäåííÿ, òåðìiíîì ïîãàøåííÿ, ïðè-

áóòêîì òà âiäñîòêîì ïî âêëàäó.

Ïèòàííÿ 2. Ìåòîþ ìîäåëi ìiíiìiçàöi¨ öiëüîâîãî ôîíäó ¹:

1. ìiíiìiçàöiÿ öiëüîâîãî ôîíäó, íåîáõiäíîãî äëÿ íàêîïè÷åííÿ ïåâíî¨

ñóìè;

2. ìàêñèìiçàöiÿ öiëüîâîãî ôîíäó, íåîáõiäíîãî äëÿ íàêîïè÷åííÿ ïåâ-

íî¨ ñóìè;
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3. ìiíiìiçàöiÿ ðîçìiðó ñòðîêîâîãî âêëàäó, íåîáõiäíîãî äëÿ íàêîïè÷å-

ííÿ ïåâíî¨ ñóìè;

4. ìàêñèìiçàöiÿ ðîçìiðó ñòðîêîâîãî âêëàäó, íåîáõiäíîãî äëÿ íàêîïè-

÷åííÿ ïåâíî¨ ñóìè;

5. ìiíiìiçàöiÿ öiëüîâîãî ôîíäó, íåîáõiäíîãî äëÿ îòðèìàííÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî äîõîäó.

Ïèòàííÿ 3. Ìåòîþ ìîäåëi ìàêñèìiçàöi¨ äîõîäó ¹:

1. ìàêñèìiçàöiÿ öiëüîâîãî ôîíäó, íåîáõiäíîãî äëÿ îòðèìàííÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî äîõîäó;

2. ìiíiìiçàöiÿ öiëüîâîãî ôîíäó, íåîáõiäíîãî äëÿ îòðèìàííÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî äîõîäó;

3. âèáið ñòðîêîâîãî âêëàäó ç ìàêñèìàëüíîþ äîõiäíiñòþ;

4. ìàêñèìiçàöiÿ ïðèáóòêó ïðè ôiêñîâàíié âåëè÷èíi öiëüîâîãî ôîíäó;

5. ìàêñèìiçàöiÿ äîõîäó ïðè ôiêñîâàíié âåëè÷èíi öiëüîâîãî ôîíäó.

4.4. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàäà÷à 1. Òàðàñ Øåâ÷óê � êåðiâíèê êîìïàíi¨ ¾Îïiëëÿ¿, ùî ñïåöiàëiçó-

¹òüñÿ íà âèðîáíèöòâi ïèâà. Êîìïàíiÿ çàêóïèëà îáëàäíàííÿ äëÿ âèïóñêó

ïîïóëÿðíîãî ñîðòó ïèâà ¾Êîçàöüêå ïðåìióì¿. Âàðòiñòü îáëàäíàííÿ �

900 òèñ. ãðí.

Âiäïîâiäíî äî óìîâ êîíòðàêòó 200 òèñ. ãðí íåîáõiäíî âèïëàòèòè ÷å-

ðåç äâà ìiñÿöi, êîëè îáëàäíàííÿ áóäå ïîñòàâëåíî, à ðåøòó 700 òèñ. ãðí

� ÷åðåç øiñòü ìiñÿöiâ, êîëè îáëàäíàííÿ áóäå çìîíòîâàíî.

Ùîá ðîçðàõóâàòèñÿ ïîâíiñòþ, Òàðàñ ïëàíó¹ íåãàéíî ñòâîðèòè öiëüî-

âèé ôîíä, ÿêèé ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ iíâåñòèöié. Îñêiëüêè òàêi iíâå-

ñòèöi¨ ñòâîðÿòü äîäàòêîâó ãîòiâêó äî òîãî ÷àñó, êîëè ïîòðiáíî áóäå âíî-

ñèòè ãðîøi çà îáëàäíàííÿ, Òàðàñ çíà¹, ùî éîìó ñëiä âiäêëàñòè ìåíøå,
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íiæ 900 òèñ. ãðí. À îò ñêiëüêè ñàìå � çàëåæèòü âiä íàÿâíèõ ìîæëèâî-

ñòåé iíâåñòóâàííÿ.

Òàðàñ âèðiøèâ çîñåðåäèòèñÿ íà 12 ìîæëèâîñòÿõ iíâåñòóâàííÿ. Äëÿ

êîæíîãî âèäó âêëàäiâ âiäîìà åêñïåðòíà îöiíêà ðèçèêó çàòðèìêè âèïëà-

òè ïî âêëàäó. Äàíi äëÿ çàäà÷i ôiíàíñîâîãî ïëàíóâàííÿ ïðåäñòàâëåíi â

íàñòóïíié òàáëèöi:

Âèä âêëàäó A B C D

Òåðìií âêëàäó äàíîãî âèäó, ìiñ. 1 2 3 6

Ìîæëèâi ìîìåíòè

âêëàäåííÿ äàíîãî âèäó

(ïî÷àòîê ìiñÿöÿ)

1,2,3,4,5,6 1,3,5 1,4 1

Âiäñîòîê ïî âêëàäó 1,7 3,5 5,5 10,5

Iíäåêñ ðèçèêó 3 10 7 9

Ñêëàäiòü ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ìiíiìàëü-

íîãî ðîçìiðó öiëüîâîãî ôîíäó, ùî äîçâîëÿ¹ çðîáèòè íåîáõiäíi âèïëàòè.

Äàéòå âiäïîâiäi íà íàñòóïíi çàïèòàííÿ:

1. ßêèé ìiíiìàëüíèé ðîçìið öiëüîâîãî ôîíäó â ãðí, ùî äîçâîëÿ¹ çðî-

áèòè íåîáõiäíi âèïëàòè áåç óðàõóâàííÿ ðèçèêó?

Çàäà÷à 2. Ó Àíäðiÿ Ìåëüíèêà ¹ 50 òèñ. ãðí, ÿêi ìîæíà iíâåñòóâàòè. Íå-

îáõiäíî ìàêñèìiçóâàòè ãðîøîâó ãîòiâêó äî êiíöÿ øåñòèìiñÿ÷íîãî ïåðiî-

äó. Ìîæëèâi âèäè iíâåñòèöié ïðåäñòàâëåíi â òàáëèöi. Äëÿ êîæíîãî âèäó

âêëàäiâ âiäîìà åêñïåðòíà îöiíêà ðèçèêó çàòðèìêè âèïëàòè ïî âêëàäó.

Âèä âêëàäó A B C D

Òåðìií âêëàäó äàíîãî âèäó, ìiñ. 1 2 3 6

Ìîæëèâi ìîìåíòè

âêëàäåííÿ äàíîãî âèäó

(ïî÷àòîê ìiñÿöÿ)

1,2,3,4,5,6 1,2 3,4 1

Âiäñîòîê ïî âêëàäó 1,7 3,5 6,5 11,5

Iíäåêñ ðèçèêó 3 9 8 5
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Ñêëàäiòü ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ìàêñè-

ìàëüíîãî ðîçìiðó äîõîäó, ÿêèé ìîæå îòðèìàòè Àíäðié Ìåëüíèê ÷åðåç

ïiâðîêó, âèêîðèñòàâøè íàÿâíi â íüîãî ìîæëèâîñòi äëÿ âêëàäåííÿ 50 òèñ.

ãðí.

Äàéòå âiäïîâiäi íà íàñòóïíi çàïèòàííÿ:

1. ßêèé ìàêñèìàëüíèé ðîçìið äîõîäó ÷åðåç ïiâðîêó (â ãðí)?

Çàäà÷à 3.Ï'ÿòü ïðî¹êòiâ êîíêóðóþòü çà îòðèìàííÿ iíâåñòèöiéíèõ ôîí-

äiâ êîìïàíi¨:

Ïðî¹êò 1 ïåðåäáà÷à¹ â 2024 ð. âêëàñòè ãðîøi, â 2025 ð. îòðèìàòè ïî

âêëàäó 30% òà ïîâåðíóòè âêëàäåíi êîøòè (áåç âiäñîòêiâ) â 2026 ð.

Ïðî¹êò 2 ïåðåäáà÷à¹ â 2025 ð. âêëàñòè ãðîøi, â 2026 ð. îòðèìàòè ïî

âêëàäó 30% òà ïîâåðíóòè âêëàäåíi êîøòè (áåç âiäñîòêiâ) â 2027 ð.

Ïðî¹êò 3 ïåðåäáà÷à¹ â 2024 ð. âêëàñòè ãðîøi, â 2027 ð. îòðèìàòè ïî

âêëàäó 1,75 ãðí íà êîæíó âêëàäåíó ãðèâíþ.

Ïðî¹êò 4 ïåðåäáà÷à¹ â 2026 ð. âêëàñòè ãðîøi, â 2027 ð. îòðèìàòè ïî

âêëàäó 1,4 ãðí íà êîæíó âêëàäåíó ãðèâíþ.

Ïðî¹êò 5 ïåðåäáà÷à¹ â 2024 ð. âêëàñòè ãðîøi, â 2026 ð. îòðèìàòè ïî

âêëàäó 1,2 ãðí íà êîæíó âêëàäåíó ãðèâíþ.

Ìàêñèìàëüíà ñóìà, ÿêà ìîæå áóòè âêëàäåíà â áóäü-ÿêèé ïðî¹êò, íå

ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè 10 ìëí ãðí. Ãðîøi, îòðèìàíi â ðåçóëüòàòi iíâå-

ñòèöié â îäèí ïðî¹êò, ìîæíà ðåiíâåñòóâàòè â iíøi ïðî¹êòè. Êîìïàíiÿ

òàêîæ ìîæå îòðèìóâàòè 15% ði÷íèõ çà êîðîòêîñòðîêîâèì (íà 1 ðiê)

áàíêiâñüêèì âêëàäîì. Íà ïî÷àòîê 2024 ð. iíâåñòèöiéíèé ôîíä êîìïà-

íi¨ ñòàíîâèòèìå 20 ìëí ãðí. Ìåòîþ êîìïàíi¨ ¹ ìàêñèìiçàöiÿ äîõîäó âiä

iíâåñòèöié äî 2027 ð.

Äàéòå âiäïîâiäi íà íàñòóïíi çàïèòàííÿ:

1. ßêà ìàêñèìàëüíà ñóìà ãðîøåé, ÿêó ìîæíà îòðèìàòè â 2027 ð. (â

ìëí ãðí)?

2. ßêó ñóìó ñëiä âêëàñòè â äðóãèé ïðî¹êò (ìëí ãðí)?
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3. Â ÿêîìó ðîöi ñëiä âêëàñòè ãðîøi â áàíê?

5. Åêîíîìi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ äâî¨ñòèõ çàäà÷

5.1. Àíàëiç ëiíiéíèõ ìîäåëåé åêîíîìi÷íèõ çàäà÷

Òåîðiÿ äâî¨ñòîñòi ¹ ïîòóæíèì ìàòåìàòè÷íèì àïàðàòîì îá ðóíòóâàí-

íÿ ñòðóêòóðè âèðîáíèöòâà. Âîíà äà¹ çìîãó íàñàìïåðåä âèçíà÷àòè ñòàòóñ

ðåñóðñiâ òà iíòåðâàëè ñòiéêîñòi äâî¨ñòèõ îöiíîê âiäíîñíî çìiíè çàïàñiâ

äåôiöèòíèõ ðåñóðñiâ. Çà óìîâ ðèíêîâî¨ åêîíîìiêè öiíè íà ðåñóðñè ìî-

æóòü çìiíþâàòèñÿ â äîâîëi øèðîêèõ ìåæàõ. Êðiì öüîãî, ïîñòà÷àëüíèêè

÷åðåç îá'¹êòèâíi îáñòàâèíè ìîæóòü íå âèêîíàòè ïîïåðåäíiõ äîìîâëåíî-

ñòåé. Òîìó àíàëiç ðèíêó ðåñóðñiâ ó ïåðåäïëàíîâîìó ïåðiîäi ìà¹ ÷èìàëå

çíà÷åííÿ. Âàæëèâîþ ¹ ïðîáëåìà çàìiíè îäíîãî äåôiöèòíîãî ðåñóðñó ií-

øèì.

Âèêîðèñòàííÿ äâî¨ñòèõ îöiíîê óìîæëèâëþ¹ âèçíà÷åííÿ ðåíòàáåëü-

íîñòi êîæíîãî âèäó ïðîäóêöi¨, ÿêà âèðîáëÿ¹òüñÿ ïiäïðè¹ìñòâîì. Âîäíî-

÷àñ ìîæíà îöiíèòè iíòåðâàëè ìîæëèâî¨ çìiíè öií îäèíèöi êîæíîãî âèäó

ïðîäóêöi¨, ùî äóæå âàæëèâî çà ðèíêîâèõ óìîâ.

Îòæå, àíàëiç ëiíiéíî¨ åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi íà ÷óòëèâiñòü

äà¹ øèðîêèé ñïåêòð äèíàìi÷íî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî âèçíà÷åíèé îïòèìàëü-

íèé ïëàí i çìîãó äîñëiäèòè âïëèâ ìîæëèâèõ çìií íà ðåçóëüòàòè ãîñïî-

äàðñüêî¨ äiÿëüíîñòi.

Ïîáóäîâàíà åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà

äëÿ iìiòàöi¨ ïðîöåñó âèðîáíèöòâà. Öå äà¹ çìîãó ïåðåâiðèòè:

1. çà ÿêèõ óìîâ îïòèìàëüíèé ïëàí ¹ ñòiéêèì;

2. ÷è ¹ âèãiäíèì äîäàòêîâå çàëó÷åííÿ ðåñóðñiâ;

3. ÿê çìiíèòüñÿ åôåêòèâíiñòü âèðîáíèöòâà â ðàçi çàãîñòðåííÿ êîíêó-

ðåíöi¨ íà ðèíêó çáóòó (îöiíèòè âèïðàâäàíiñòü ó öié ñèòóàöi¨ çíè-

æåííÿ öií íà ïðîäóêöiþ);

4. äîöiëüíiñòü âèðîáíèöòâà íîâî¨ ïðîäóêöi¨;
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5. ÿê âïëèíå íà åôåêòèâíiñòü äiÿëüíîñòi ïiäïðè¹ìñòâà ïîðóøåííÿ

ñïîæèâà÷àìè ïðîäóêöi¨ ïîïåðåäíiõ óãîä, íàïðèêëàä, ¨õ âiäìîâà

âiä ÷àñòèíè àáî âñi¹¨ ïðîäóêöi¨. ßê ìà¹ âèðîáíèê çà öèõ îáñòà-

âèí çìiíèòè ïëàí âèðîáíèöòâîì ïðîäóêöi¨, ùîá óíèêíóòè âòðàò,

ïîâ'ÿçàíèõ iç íàäâèðîáíèöòâîì âiäïîâiäíîãî âèäó ïðîäóêöi¨.

Çàóâàæèìî, ùî äîñëiäæåííÿ ïëàíiâ, îòðèìàíèõ çà åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íèìè

ìîäåëÿìè, íà ñòiéêiñòü, à òàêîæ îöiíþâàííÿ ñèòóàöié ìàþòü âèêîíóâà-

òèñÿ â ïåðåäïëàíîâîìó ïåðiîäi.

5.2. Ïðèêëàä åêîíîìi÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ ïàðè ñïðÿæåíèõ

çàäà÷

Åêîíîìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ ïðÿìî¨ òà äâî¨ñòî¨ çàäà÷ i ïðîâåäåííÿ ïi-

ñëÿîïòèìiçàöiéíîãî àíàëiçó ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàäi çàäà÷i îïòèìàëü-

íîãî âèêîðèñòàííÿ îáìåæåíèõ ðåñóðñiâ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Äëÿ âèðîáíèöòâà n âèäiâ ïðîäóêöi¨ âèêîðèñòî-

âó¹òüñÿm âèäiâ ðåñóðñiâ, çàïàñè ÿêèõ îáìåæåíi çíà÷åííÿìè bi
(
i = 1, m

)
.

Íîðìè âèòðàò êîæíîãî ðåñóðñó íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi ïðîäóêöi¨ ñòà-

íîâëÿòü aij
(
i = 1, m; j = 1, n

)
. Öiíà ðåàëiçàöi¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨

j-ãî âèäó äîðiâíþ¹ cj
(
j = 1, n

)
.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü öi¹¨ çàäà÷i ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

F =

n∑
j=1

cjxj → max; (5.1)

n∑
j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, m ; (5.2)

xj ≥ 0, j = 1, n. (5.3)

Ñóòíiñòü ïðÿìî¨ çàäà÷i ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi òàêîãî îïòèìàëüíîãî

ïëàíó âèðîáíèöòâà ðiçíèõ âèäiâ ïðîäóêöi¨ X∗ = (x∗
1, x∗

2, ..., x∗
n), ÿêèé

äàâ áè çìîãó îäåðæàòè íàéáiëüøó âèðó÷êó âiä ¨¨ ðåàëiçàöi¨.
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Äâî¨ñòà çàäà÷à äî ñôîðìóëüîâàíî¨ ó òàêèé ñïîñiá ïðÿìî¨ áóäå òàêîþ:

L =
m∑
i=1

biyi → min; (5.4)

m∑
i=1

aijyi ≥ cj , j = 1, n; (5.5)

yi ≥ 0, i = 1, m. (5.6)

Åêîíîìi÷íèé çìiñò äâî¨ñòî¨ çàäà÷i ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi òàêî¨ îïòè-

ìàëüíî¨ ñèñòåìè îöiíîê ðåñóðñiâ yi ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèðîáíè-

öòâà ïðîäóêöi¨, çà ÿêî¨ çàãàëüíà âàðòiñòü óñiõ ðåñóðñiâ áóëà á íàéìåí-

øîþ. Çìiííi äâî¨ñòî¨ çàäà÷i îçíà÷àþòü öiííiñòü îäèíèöi i-ãî ðåñóðñó.

Ðîçãëÿíåìî âèêîðèñòàííÿ äâî¨ñòèõ îöiíîê íà ïðèêëàäi àíàëiçó åêîíîìiêî-

ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèäó (5.1)�(5.3) òà (5.4)�(5.6).

Ïðèêëàä. Äåÿêå ïiäïðè¹ìñòâî âèðîáëÿ¹ ÷îòèðè âèäè ïðîäóêöi¨ À,

Â, Ñ, i D, âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ öüîãî òðè âèäè ðåñóðñiâ 1, 2 i 3. Íîð-

ìè âèòðàò ðåñóðñiâ íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi êîæíîãî âèäó ïðîäóêöi¨ (â

óìîâíèõ îäèíèöÿõ) íàâåäåíî â òàáë. 1.

Òàáëèöÿ 1

Íîðìè âèòðàò ðåñóðñiâ íà âèðîáíèöòâî ïðîäóêöi¨, óì. îä.
Ðåñóðñ Íîðìà âèòðàò ðåñóðñó íà

îäèíèöþïðîäóêöi¨ âèäó

Çàïàñ

ðåñóðñó

À Â Ñ D

1 2 5 2 4 250

2 1 6 2 4 280

3 3 2 1 1 80
Âiäîìi òàêîæ öiíè ðåàëiçàöi¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ êîæíîãî âèäó: äëÿ

ïðîäóêöi¨ À � 2 óì. îä., äëÿ ïðîäóêöi¨ Â i D � ïî 4 óì. îä., äëÿ ïðîäóêöi¨

Ñ � 3 óì. îä.

Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè îïòèìàëüíèé ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ êî-

æíîãî âèäó çà óìîâ îáìåæåíîñòi çàïàñiâ ðåñóðñiâ, ÿêèé äàâ áè çìîãó

ïiäïðè¹ìñòâó îòðèìàòè íàéáiëüøó âèðó÷êó âiä ðåàëiçàöi¨ ïðîäóêöi¨.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïðÿìî¨ (5.2) òà äâî¨ñòî¨ (5.8) çàäà÷
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ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

L = 2x1 + 4x2 + 3x3 + 4x4 → max;
2x1 + 5x2 + 2x3 + 4x4 ≤ 250;

x1 + 6x2 + 2x3 + 4x4 ≤ 280;

3x1 + 2x2 + x3 + x4 ≤ 80,

(5.7)

xj ≥ 0, j = 1, 4,

äå xj - îáñÿã âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ j-ãî âèäó
(
j = 1, 4

)
;

minF = 250y1 + 280y2 + 80y3;
2y1 + y2 + 3y3 ≥ 2;

5y1 + 6y2 + 2y3 ≥ 4;

2y1 + 2y2 + y3 ≥ 3;

4y1 + 4y2 + y3 ≥ 4 ,

yi ≥ 0, j = 1, 3 ,

(5.8)

äå yi � îöiíêà îäèíèöi i -ãî âèäó ðåñóðñó
(
i = 1, 3

)
.

Ñèìïëåêñíà òàáëèöÿ, ùî âiäïîâiäà¹ îïòèìàëüíîìó ïëàíó ñôîðìó-

ëüîâàíî¨ âèùå çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä:

Áàçèñ Ñ áàç Ïëàí 2 4 3 4 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6 õ 7

õ 4 4 45 �2 1/2 0 1 1/2 0 �1

õ 6 0 30 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 3 3 35 5 3/2 1 0 �1/2 0 2

Zj � cj ⩾ 0 285 5 5/2 0 0 1/2 0 2

5.3. Àíàëiç ðîçâ'ÿçêiâ ñïðÿæåíèõ åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íèõ

çàäà÷

Íàâåäåíà ñèìïëåêñ-òàáëèöÿ ìiñòèòü îïòèìàëüíi ïëàíè ïðÿìî¨ òà äâî-

¨ñòî¨ çàäà÷. Îïòèìàëüíèé ïëàí ïðÿìî¨ çàäà÷i ïîçíà÷èìî ÷åðåç X∗, à

îïòèìàëüíèé ïëàí äâî¨ñòî¨ � Y ∗.

Õ ∗ = (0; 0; 35; 45; 0; 30; 0), max Z = 285;
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Y ∗ = (4; 0; 3) ×


1/2 0 −1

−1 1 0

−1/2 0 2

 = (1/2; 0; 2);

min F = 250/2 + 160 = 285 = max Z.

Îñíîâíi çìiííi ïðÿìî¨

çàäà÷i

Äîäàòêîâi çìiííi ïðÿ-

ìî¨ çàäà÷i

x1 = 0; x2 = 0; x3 = 35;

x4 = 45

x5 = 0; x6 = 30; x7 = 0

Îñíîâíi çìiííi îïòèìàëüíîãî ïëàíó ïðÿìî¨ çàäà÷i îçíà÷àþòü

îáñÿãè âèðîáíèöòâà âiäïîâiäíèõ âèäiâ ïðîäóêöi¨. Îòæå, âèïóñê ïðîäó-

êöi¨ âèäiâ À òà Â íå ïåðåäáà÷à¹òüñÿ (õ 1 = õ 2 = 0), à Ñ i D � ïëàíó¹òüñÿ

ó êiëüêîñòi âiäïîâiäíî 35 òà 45 îä.

Äîäàòêîâi çìiííi îïòèìàëüíîãî ïëàíó ïðÿìî¨ çàäà÷i õ 5, õ 6, õ 7

õàðàêòåðèçóþòü çàëèøêè (íåâèêîðèñòàíi îáñÿãè) ðåñóðñiâ âiäïîâiäíî 1,

2 òà 3. Îñêiëüêè õ 6 = 30, òî öå îçíà÷à¹, ùî äðóãèé ðåñóðñ âèêîðèñòîâó-

¹òüñÿ ó ïðîöåñi âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ íå ïîâíiñòþ. Ïåðøèé òà òðåòié

ðåñóðñè çà îïòèìàëüíîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà áóäóòü âèêîðèñòàíi ïîâíi-

ñòþ, áî õ 5 = õ 7 = 0.

Çà òàêîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ ïiäïðè¹ìñòâî îòðèìàëî á

íàéáiëüøó âèðó÷êó îáñÿãîì 285 óì. îä.

Âiäîìî, ùî ìiæ çìiííèìè ïðÿìî¨ òà äâî¨ñòî¨ çàäà÷ iñíó¹ âiäïîâiäíiñòü

âèäó:
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Îñíîâíi çìiííi

ïðÿìî¨ çàäà÷i

Äîäàòêîâi çìiííi ïðÿ-

ìî¨ çàäà÷i

x1 =

0

x2 = 0 x3 =

35

x4 =

45

x5 = 0 x6 = 30 x7 = 0

↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕ ↕
y4 =

5

y5 =

5/2

y6 = 0 y7 = 0 y1 =

1/2

y2 = 0 y3 = 2

Äîäàòêîâi çìií-

íi äâî¨ñòî¨ çàäà-

÷i

Îñíîâíi çìiííi äâî¨ñòî¨

çàäà÷i

Îïòèìàëüíèé ïëàí äâî¨ñòî¨ çàäà÷i äà¹ îïòèìàëüíó ñèñòåìó îöiíîê

ðåñóðñiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó âèðîáíèöòâi.

Îñíîâíi çìiííi äâî¨ñòî¨ çàäà÷i çà íàâåäåíîþ ñõåìîþ âiäïîâiäà-

þòü äîäàòêîâèì çìiííèì ïðÿìî¨, ùî õàðàêòåðèçóþòü îáñÿãè íåâèêîðè-

ñòàíèõ ðåñóðñiâ. Îòæå, îòðèìàíi çíà÷åííÿ çìiííèõ ó1, ó2 òà ó3 ìîæíà

âèêîðèñòàòè äëÿ âiäíîñíî¨ êiëüêiñíî¨ îöiíêè âàæëèâîñòi âiäïîâiäíèõ âè-

äiâ ðåñóðñiâ. Òàê, ó1 = 1/2 òà ó3 = 2 âiäìiííi âiä íóëÿ, à ðåñóðñè 1

òà 2 (çà çíà÷åííÿìè äîäàòêîâèõ çìiííèõ ïðÿìî¨ çàäà÷i) âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ ïîâíiñòþ. Äâî¨ñòà îöiíêà ó2 = 0 i âiäïîâiäíèé âèä ðåñóðñó íå

ïîâíiñòþ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ çà îïòèìàëüíîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà ïðîäó-

êöi¨. Öå ïiäòâåðäæó¹òüñÿ òàêîæ ïîïåðåäíiì àíàëiçîì äîäàòêîâèõ çìií-

íèõ îïòèìàëüíîãî ïëàíó ïðÿìî¨ çàäà÷i. Êðiì òîãî, çà òðåòüîþ òåîðåìîþ

äâî¨ñòîñòi âiäîìî: ÿêùî äåÿêà îñíîâíà çìiííà îïòèìàëüíîãî ïëàíó äâî-

¨ñòî¨ çàäà÷i ói ̸= 0, òî çìiíà (çáiëüøåííÿ àáî çìåíøåííÿ) îáñÿãó âiäïî-

âiäíîãî i -ãî ðåñóðñó ïðèâîäèòü äî çìiíè çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà

âåëè÷èíó ói. ßêùî ói = 0, òî çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ çàëèøà¹òüñÿ

íåçìiííèì.

Îòæå, ó1 = 1/2 îçíà÷à¹, ùî êîëè çàïàñ ïåðøîãî ðåñóðñó çáiëüøèòè íà

îäíó óìîâíó îäèíèöþ (b1 = 250 + 1 = 251), òî çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨

max Z çáiëüøèòüñÿ çà iíøèõ îäíàêîâèõ îáñòàâèí íà ó1 = 1/2 óì. îä. i

ñòàíîâèòèìå max Z = 285 +1/2 = 285,5 óì. îä. Àíàëîãi÷íî çáiëüøåííÿ
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íà îäíó óìîâíó îäèíèöþ òðåòüîãî ðåñóðñó (b3 = 80 + 1 = 81) ïðèâåäå

çà iíøèõ îäíàêîâèõ óìîâ äî çáiëüøåííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà ó3 = 2

óì. îä., ùî ñòàíîâèòèìå max Z = = 285 +2 = 287 óì. îä. Ëèøå íåçíà÷íi

çìiíè îáñÿãó äðóãîãî ðåñóðñó íiÿê íå âïëèâàòèìóòü íà çíà÷åííÿ öiëüîâî¨

ôóíêöi¨, îñêiëüêè ó2 = 0.

Äîäàòêîâi çìiííi îïòèìàëüíîãî ïëàíó äâî¨ñòî¨ çàäà÷i âiäïî-

âiäàþòü îñíîâíèì çìiííèì ïðÿìî¨ çàäà÷i i, îñêiëüêè îñòàííi îçíà÷àþòü

îáñÿãè âèðîáíèöòâà êîæíîãî âèäó ïðîäóêöi¨, âiäïîâiäíi ¨ì ó4, ó5, ó6 òà

ó7 òàêîæ ó ïåâíèé ñïîñiá ìàþòü õàðàêòåðèçóâàòè âèðîáíèöòâî âiäïîâiä-

íèõ âèäiâ ïðîäóêöi¨. Çà ïðàâèëàìè ïîáóäîâè äâî¨ñòî¨ çàäà÷i î÷åâèäíî,

ùî äîäàòêîâi çìiííi îïòèìàëüíîãî ïëàíó äâî¨ñòî¨ çàäà÷i ïîêàçóþòü, íà-

ñêiëüêè âàðòiñòü ðåñóðñiâ ïåðåâèùó¹ öiíó îäèíèöi âiäïîâiäíî¨ ïðîäóêöi¨.

Îòæå, âîíè âiäíîñíî õàðàêòåðèçóþòü çáèòêîâiñòü âèðîáíèöòâà âiäïîâiä-

íèõ âèäiâ ïðîäóêöi¨.

Äîäàòêîâi çìiííi äâî¨ñòî¨ çàäà÷i ðîçìiùóþòüñÿ â îöiíêîâîìó ðÿäêó

îñòàííüî¨ ñèìïëåêñ-òàáëèöi ó ñòîâï÷èêàõ ¾õ 1¿ � ¾õ 4¿. �õ îïòèìàëüíi

çíà÷åííÿ: ó4 = 5; ó5 = 5/2; ó6 = 0; ó7 = 0. Òîìó âèòðàòè íà âèðîáíèöòâî

ïðîäóêöi¨ âèäiâ À i Â ïåðåâèùóþòü ¨õ öiíó âiäïîâiäíî íà 5 òà 5/2 óì. îä.,

à äëÿ ïðîäóêöi¨ Ñ i D òàêîãî ïåðåâèùåííÿ íåìà¹. Öå ïiäòâåðäæó¹òüñÿ

òàêîæ ïîïåðåäíiì àíàëiçîì îñíîâíèõ çìiííèõ îïòèìàëüíîãî ïëàíó ïðÿ-

ìî¨ çàäà÷i, îñêiëüêè çà îïòèìàëüíèì ïëàíîì äîöiëüíî âèãîòîâëÿòè ñàìå

ïðîäóêöiþ âèäiâ Ñ i D.

Ðîçðàõîâàíà îïòèìàëüíà ñèñòåìà îöiíîê çàáåçïå÷ó¹ íàéìåíøó çà-

ãàëüíó âàðòiñòü óñiõ ðåñóðñiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïiäïðè¹ìñòâi:

min F = 285 óì. îä.

5.4. Îöiíêà ðåíòàáåëüíîñòi ïðîäóêöi¨, ÿêà âèðîáëÿ¹òüñÿ, i

íîâî¨ ïðîäóêöi¨

Îöiíêó ðåíòàáåëüíîñòi ïðîäóêöi¨, ùî âèãîòîâëÿ¹òüñÿ íà ïiäïðè¹ì-

ñòâi, ìîæíà çäiéñíþâàòè çà äîïîìîãîþ äâî¨ñòèõ îöiíîê òà îáìåæåíü

äâî¨ñòî¨ çàäà÷i, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü êîæíèé âèä ïðîäóêöi¨.
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Ëiâà ÷àñòèíà êîæíîãî îáìåæåííÿ äâî¨ñòî¨ çàäà÷i ¹ âàðòiñòþ âiäïî-

âiäíèõ ðåñóðñiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âèðîáíèöòâà îäèíèöi j -¨ ïðîäó-

êöi¨. ßêùî öÿ âåëè÷èíà ïåðåâèùó¹ öiíó îäèíèöi ïðîäóêöi¨ (ñj), òî âèãî-

òîâëÿòè òàêó ïðîäóêöiþ íåâèãiäíî, âîíà íåðåíòàáåëüíà i â îïòèìàëü-

íîìó ïëàíi ïðÿìî¨ çàäà÷i âiäïîâiäíà ¨é çìiííà õj = 0. ßêùî æ çàãàëüíà

îöiíêà âñiõ ðåñóðñiâ äîðiâíþ¹ öiíi îäèíèöi ïðîäóêöi¨, òî âèãîòîâëÿòè

òàêó ïðîäóêöiþ äîöiëüíî, âîíà ðåíòàáåëüíà i â îïòèìàëüíîìó ïëàíi

ïðÿìî¨ çàäà÷i âiäïîâiäíà çìiííà õj > 0.

Ïiäñòàâèìî çíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíó äâî¨ñòî¨ çàäà÷i Y * ó ¨¨ ñè-

ñòåìó îáìåæåíü. ßêùî âàðòiñòü ðåñóðñiâ íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi ïðî-

äóêöi¨ (ëiâà ÷àñòèíà îáìåæåííÿ) ïåðåâèùó¹ öiíó öi¹¨ ïðîäóêöi¨ (ïðàâà

÷àñòèíà îáìåæåííÿ), òî âèðîáíèöòâî òàêî¨ ïðîäóêöi¨ äëÿ ïiäïðè¹ìñòâà

íåäîöiëüíå. ßêùî æ ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ÿê ðiâíÿííÿ, òî ïðî-

äóêöiÿ ðåíòàáåëüíà.


2 · 1/2 + 1 · 0 + 3 · 2 = 7 > 2;

5 · 1/2 + 6 · 0 + 2 · 2 = 13/2 > 4;

2 · 1/2 + 2 · 0 + 1 · 2 = 3 = 3;

4 · 1/2 + 4 · 0 + 1 · 2 = 4 = 4.

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ìîæíà äiñòàòè, ïðîàíàëiçóâàâøè äîäàòêîâi

çìiííi îïòèìàëüíîãî ïëàíó äâî¨ñòî¨ çàäà÷i ( 4.2). ßê ç'ÿñîâàíî âèùå,

çíà÷åííÿ äîäàòêîâèõ çìiííèõ ïîêàçóþòü, íàñêiëüêè âàðòiñòü ðåñóðñiâ

ïåðåâèùó¹ öiíó îäèíèöi âiäïîâiäíî¨ ïðîäóêöi¨. Òîìó, ÿêùî äîäàòêîâà

çìiííà äâî¨ñòî¨ çàäà÷i äîðiâíþ¹ íóëþ, òî ïðîäóêöiÿ ðåíòàáåëüíà. I, íàâ-

ïàêè, ÿêùî ói > 0, òî âiäïîâiäíà ïðîäóêöiÿ íåðåíòàáåëüíà.

Îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ ó4 = 5 > 0; ó5 = 5/2 > 0, òîìó ïðîäóêöiÿ À i Â

íåðåíòàáåëüíà, à ó6 = 0; ó7 = 0, òîáòî ïðîäóêöiÿ Ñ i D � ðåíòàáåëüíà.

Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî äîöiëüíiñòü ââåäåííÿ íîâîãî (n + 1)-ãî âè-

äó ïðîäóêöi¨, ÿêùî âiäîìi âèòðàòè êîæíîãî ðåñóðñó íà âèãîòîâëåííÿ

îäèíèöi òàêî¨ ïðîäóêöi¨ � ai,n+1

(
i = 1,m

)
i öiíà ¨¨ ðåàëiçàöi¨ � cn+1.

Çà óìîâè ââåäåííÿ ó âèðîáíèöòâî íîâîãî âèäó ïðîäóêöi¨ â åêîíîìiêî-
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ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü (5.2) íåîáõiäíî ââåñòè âiäïîâiäíó çìiííó (õn+1).

Îòæå, ìîäåëü ïðÿìî¨ çàäà÷i íàáóäå âèãëÿäó:

L = c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn + cn+1xn+1 → max
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn + a1,n+1xn+1 ≤ b1;

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn + a2,n+1xn+1 ≤ b2;

..................................................

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn + am,n+1xn+1 ≤ bm.

xj ≥ 0 , j = 1;n+ 1

Âiäïîâiäíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äâî¨ñòî¨ çàäà÷i ìiñòèòèìå íå n, à

(n+1) íåðiâíiñòü i âiäðiçíÿòèìåòüñÿ âiä (5.8) íàÿâíiñòþ îáìåæåííÿ, ùî

îïèñó¹ âèòðàòè íà âèðîáíèöòâî íîâîãî âèäó ïðîäóêöi¨:

a1,n+1y1 + a2,n+1y2 + ...+ am,n+1ym ≥ cn+1 (5.9)

Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ai,n+1

(
i = 1,m

)
i cn+1 çà óìîâîþ çàäà÷i âiäîìi,

ðîçðàõîâàíi òàêîæ çíà÷åííÿ yi i = 1,m, òî ìîæíà ïåðåâiðèòè âèêîíàí-

íÿ íåðiâíîñòi (5.9). ßê çàçíà÷åíî âèùå, ðåíòàáåëüíîþ ¹ ïðîäóêöiÿ, äëÿ

ÿêî¨ âiäïîâiäíå îáìåæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ÿê ðiâíÿííÿ, à íåðåíòàáåëüíîþ,

ÿêùî ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (âèòðàòè ðåñóðñiâ íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi

ïðîäóêöi¨) ïåðåâèùó¹ ïðàâó (öiíó ðåàëiçàöi¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨).

Äîïóñòèìî, ùî çà óìîâ ïðèêëàäó 4.1 çàïðîïîíîâàíî âêëþ÷èòè ó âè-

ðîáíèöòâî îäèí ç äâîõ âèäiâ íîâî¨ ïðîäóêöi¨: E ÷è G. Âiäîìi âèòðàòè

êîæíîãî ðåñóðñó íà âèãîòîâëåííÿ îäèíèöi öèõ âèäiâ ïðîäóêöi¨, ùî ñòà-

íîâëÿòü äëÿ ïðîäóêöi¨ âèäó E âiäïîâiäíî 4, 7, 2 óì. îä. òà äëÿ ïðîäóêöi¨

âèäó G �4, 8, 1 óì. îä. Öiíà ðåàëiçàöi¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ îáîõ íîâèõ

âèäiâ îäíàêîâà i äîðiâíþ¹ 4, 5 óì. îä.

Ñêëàäåìî âiäïîâiäíå îáìåæåííÿ äâî¨ñòî¨ çàäà÷i. Íàñòóïíèé âèä ïðî-

äóêöi¨ áóäå ïîçíà÷àòèñÿ ÷åðåç x5, òîìó ìà¹ìî:

a15y1 + a25y2 + a35y3 ≥ c5,

Y ∗ = (y1 = 1/2; y2 = 0; y3 = 2).
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Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ îáìåæåííÿ ñïî÷àòêó äëÿ ïðîäóêöi¨ âèäó Å:

4 · 1/2 + 7 · 0 + 2 · 2 ≥ 4, 5

6 > 4, 5.

Îáìåæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ÿê ñòðîãà íåðiâíiñòü, îòæå, çà óìîâ äàíîãî

ïiäïðè¹ìñòâà âèðîáíèöòâî ïðîäóêöi¨ Å ¹ íåäîöiëüíèì.

Çàóâàæèìî, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèçíà÷à¹ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ öi-

íè ðåàëiçàöi¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨, çà ÿêî¨ ¨¨ âèïóñê ¹ ðåíòàáåëüíèì. Îòæå,

öiíà îäèíèöi ïðîäóêöi¨ Å çà äàíèõ óìîâ ìà¹ ñòàíîâèòè íå ìåíøå 6 óì. îä.

Âèçíà÷èìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âèòðàòàìè íà âèðîáíèöòâî òà öiíîþ

äëÿ ïðîäóêöi¨ G:

4 · 1/2 + 8 · 0 + 1 · 2 < 4, 5

4 < 4, 5.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî, ùî âèòðàòè íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi

ïðîäóêöi¨ G ìåíøi, íiæ öiíà ðåàëiçàöi¨. Òàêà ïðîäóêöiÿ ¹ ðåíòàáåëüíîþ

çà óìîâ âèðîáíèöòâà, íà äàíîìó ïiäïðè¹ìñòâi i ¨¨ äîöiëüíî âêëþ÷èòè â

ïëàí âèïóñêó.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà iç ââåäåíèì äî-

äàòêîâî âèäîì ïðîäóêöi¨ îáîâ'ÿçêîâî íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè íîâó çàäà÷ó

ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Äâî¨ñòi îöiíêè ëèøå ïîêàçóþòü, äîöiëüíå ÷è

íi ðîçâ'ÿçàííÿ òàêî¨ çàäà÷i.

5.5. Àíàëiç îáìåæåíü äåôiöèòíèõ i íåäåôiöèòíèõ ðåñóðñiâ

Çà äîïîìîãîþ äâî¨ñòèõ îöiíîê ìîæíà òàêîæ âèçíà÷èòè ñòàòóñ êî-

æíîãî ðåñóðñó.

Ðåñóðñè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨, ìîæíà

óìîâíî ïîäiëèòè íà äåôiöèòíi òà íåäåôiöèòíi çàëåæíî âiä òîãî,

ïîâíå ÷è ÷àñòêîâå ¨õ âèêîðèñòàííÿ ïåðåäáà÷åíå îïòèìàëüíèì ïëàíîì

ïðÿìî¨ çàäà÷i. ßêùî äåÿêå çíà÷åííÿ äâî¨ñòî¨ îöiíêè ói â îïòèìàëüíîìó

ïëàíi äâî¨ñòî¨ çàäà÷i äîðiâíþ¹ íóëþ, òî âiäïîâiäíèé i -é ðåñóðñ âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ ó âèðîáíèöòâi ïðîäóêöi¨ íå ïîâíiñòþ i ¹ íåäåôiöèòíèì .
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ßêùî æ äâî¨ñòà îöiíêà ói > 0, òî i -é ðåñóðñ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïòè-

ìàëüíîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ ïîâíiñòþ i íàçèâà¹òüñÿ äåôiöè-

òíèì . Âiäîìî (òðåòÿ òåîðåìà äâî¨ñòîñòi), ùî âåëè÷èíà äâî¨ñòî¨ îöiíêè

ïîêàçó¹, íàñêiëüêè çáiëüøèòüñÿ çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ Z, ÿêùî çàïàñ

âiäïîâiäíîãî ðåñóðñó çáiëüøèòè íà îäíó óìîâíó îäèíèöþ.

Ñòàòóñ ðåñóðñiâ ìîæíà âèçíà÷àòè òðüîìà ñïîñîáàìè. Ïåðøèé � ïiä-

ñòàíîâêîþ çíà÷åíü âåêòîðà Õ * (îïòèìàëüíîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà) ó

ñèñòåìó îáìåæåíü ïðÿìî¨ çàäà÷i. ßêùî îáìåæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ ÿê ðiâ-

íÿííÿ, òî âiäïîâiäíèé ðåñóðñ äåôiöèòíèé, ó iíøîìó ðàçi � íåäåôiöè-

òíèé: 
2 · 0 + 5 · 0 + 2 · 35 + 4 · 45 = 250;

1 · 0 + 6 · 0 + 2 · 35 + 4 · 45 = 250 < 280;

3 · 0 + 2 · 0 + 1 · 35 + 1 · 45 = 80.

Äðóãèé ñïîñiá � ÷åðåç äîäàòêîâi çìiííi ïðÿìî¨ çàäà÷i. ßêùî äîäàòêî-

âà çìiííà â îïòèìàëüíîìó ïëàíi äîðiâíþ¹ íóëþ, òî âiäïîâiäíèé ðåñóðñ

äåôiöèòíèé, à ÿêùî áiëüøà âiä íóëÿ � íåäåôiöèòíèé.

Òðåòié ñïîñiá � çà äîïîìîãîþ äâî¨ñòèõ îöiíîê. ßêùî ói > 0, òî çìiíà

(çáiëüøåííÿ àáî çìåíøåííÿ) îáñÿãiâ i -ãî ðåñóðñó ïðèâîäèòü äî âiäïîâiä-

íî¨ çìiíè äîõîäó ïiäïðè¹ìñòâà, i òîìó òàêèé ðåñóðñ ¹ äåôiöèòíèì. ßêùî

æ ói = 0, òî i -é ðåñóðñ íåäåôiöèòíèé. Òàê, ó íàøîìó ïðèêëàäi:

ó1 = 1/2 > 0 (ðåñóðñ 1 äåôiöèòíèé);

ó2 = 0 (ðåñóðñ 2 íåäåôiöèòíèé);

ó3 = 2 > 0 (ðåñóðñ 3 äåôiöèòíèé).

Îòæå, ÿêùî çàïàñ ïåðøîãî äåôiöèòíîãî ðåñóðñó çáiëüøèòè íà îäíó

óìîâíó îäèíèöþ (b1 = 250 + 1 = 251), òî öiëüîâà ôóíêöiÿ max Z çáiëü-

øèòüñÿ çà iíøèõ îäíàêîâèõ óìîâ íà ó1 = 1/2 óì. îä. i ñòàíîâèòèìå max

Z = 285,5 óì. îä.

Öiêàâèì ¹ çàïèòàííÿ: ¾Çà ðàõóíîê ÿêèõ çìií â îïòèìàëüíîìó ïëà-

íi âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ çáiëüøèòüñÿ äîõiä ïiäïðè¹ìñòâà?¿ ßê âiäî-

ìî ç 3.5.1, iíôîðìàöiþ ïðî öå äàþòü åëåìåíòè ñòîâï÷èêà ¾õ 5¿ îñòàí-
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íüî¨ ñèìïëåêñ-òàáëèöi, ÿêèé âiäïîâiäà¹ äâî¨ñòié îöiíöi äàíîãî ðåñóðñó

� ó1 = 1/2.

ßêùî â ïî÷àòêîâié çàäà÷i çíà÷åííÿ ïåðøîãî ðåñóðñó çðîñòå íà îäè-

íèöþ, òî çãiäíî ç òàáë. 3.3. îòðèìà¹ìî:

Áàçèñ
Ñ áàç Ïëàí 2 4 3 4 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6 õ 7

õ 5 0 250 + 1 2 5 2 4 1 0 0

õ 6 0 280 + 0 1 6 2 4 0 1 0

õ 7 0 80 + 0 3 2 1 1 0 0 1

Zj � cj ⩾ 0 0 �2 �4 �3 �4 0 0 0

õ 4 4 62,5 +
1

4

1

2

5

2

1

2
1

1

4
0 0

õ 6 0 30 � 1 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 7 0 17,5 �
1

4

5

2

3

4

1

2
0 �

1

4
0 1

Zj � cj ⩾ 0 69 0 6 �1 0 1 0 0

õ 4 4 45 +
1

2
�2

1

2
0 1

1

2
0 �1

õ 6 0 30 � 1 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 3 3 35 �
1

2
5 3/2 1 0 �

1

2
0 2

Zj � cj ⩾ 0 285 +
1

2
5 5/2 0 0 1/2 0 2

Ó íîâîìó îïòèìàëüíîìó ïëàíi çíà÷åííÿ áàçèñíî¨ çìiííî¨ x∗
4 çáiëü-

øèòüñÿ íà 1/2, à çìiííèõ x∗
6 òà x∗

3 � çìåíøèòüñÿ âiäïîâiäíî íà îäèíèöþ

òà 1/2. Ïðè öüîìó ñòðóêòóðà ïëàíó íå çìiíèòüñÿ, à íîâi îïòèìàëüíi

çíà÷åííÿ áóäóòü òàêèìè: X∗ = (0; 0; 34, 5; 45, 5; 0; 29; 0).

Îòæå, çáiëüøåííÿ çàïàñó ïåðøîãî äåôiöèòíîãî ðåñóðñó çà iíøèõ

îäíàêîâèõ óìîâ óìîæëèâëþ¹ çðîñòàííÿ âèïóñêó ïðîäóêöi¨ D çà ðàõó-

íîê çìåíøåííÿ âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ Ñ. Çà òàêèõ óìîâ îáñÿã âèêî-

ðèñòàííÿ íåäåôiöèòíîãî äðóãîãî ðåñóðñó òàêîæ çáiëüøó¹òüñÿ. Çà òà-

êîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà ìàêñèìàëüíèé äîõiä ïiäïðè¹ìñòâà maxL =

2 · 0 + 4 · 0 + 3 · 34, 5 + 4 · 45, 5 = 285, 5, òîáòî çðîñòå íà y1 = 1/2.

57



Ïðîàíàëiçó¹ìî, ÿê çìiíèòüñÿ îïòèìàëüíèé ïëàí âèðîáíèöòâà ïðî-

äóêöi¨, ÿêùî çàïàñ äåôiöèòíîãî ðåñóðñó 3 çà iíøèõ îäíàêîâèõ óìîâ

çáiëüøèòè íà îäíó óìîâíó îäèíèöþ (b3 = 80 + 1 = 81). Àíàëî-

ãi÷íî ïîïåðåäíiì ìiðêóâàííÿì, ñêîðèñòàâøèñü åëåìåíòàìè ñòîâï÷èêà

¾x7¿ îñòàííüî¨ ñèìïëåêñ-òàáëèöi, ùî âiäïîâiäà¹ äâî¨ñòié îöiíöi y3 = 2,

ìîæíà çàïèñàòè íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí:

X∗ = (0; 0; 37; 44; 0; 30; 0),

max L = 2 · 0 + 4 · 0 + 3 · 37 + 4 · 44 = 287.

Îòæå, âèðó÷êà ïiäïðè¹ìñòâà çáiëüøèòüñÿ íà äâi óìîâíi îäèíèöi çà ðàõó-

íîê çáiëüøåííÿ âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ Ñ íà äâi îäèíèöi òà çìåíøåííÿ

âèïóñêó ïðîäóêöi¨ D íà îäíó îäèíèöþ. Çà òàêèõ îáñòàâèí îáñÿã âèêî-

ðèñòàííÿ ðåñóðñó 2 íå çìiíþ¹òüñÿ.

Àëå ïiñëÿ ïðîâåäåíîãî àíàëiçó ïîñòà¹ ëîãi÷íå çàïèòàííÿ: Îñêiëüêè

çáiëüøåííÿ òðåòüîãî ðåñóðñó íà îäèíèöþ ïðèâîäèòü äî íàéáiëüøîãî ïiä-

âèùåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà, òî ÷è ìîæíà çáiëüøèòè òðåòié äåôiöè-

òíèé ðåñóðñ íà 50, 100 i ò.ä. óì. îä., òèì ñàìèì çíà÷íî çáiëüøóþ÷è

âèðó÷êó ïiäïðè¹ìñòâà?

Iç 3.5.1 âiäîìî, ùî äëÿ îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäi íà öå çàïèòàííÿ, íåîá-

õiäíî ðîçðàõóâàòè iíòåðâàëè ìîæëèâî¨ çìiíè îáñÿãiâ äåôiöèòíèõ

ðåñóðñiâ , ó ìåæàõ ÿêèõ äâî¨ñòi îöiíêè ói çàëèøàþòüñÿ íà ðiâíi îïòè-

ìàëüíèõ çíà÷åíü, òîáòî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó íåðiâíîñòåé (??).

ßêùî ïðèðiñò (çìiíó) çàïàñó ïåðøîãî ðåñóðñó ïîçíà÷è-ìî ÷åðåç ∆b1,

òîäi ñèìïëåêñíi òàáëèöi äàíî¨ çàäà÷i íàáóäóòü âèãëÿäó:
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ÁàçèñÑá Ïëàí 2 4 3 4 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6 õ 7

õ 5 0 250 +

1∆b1

2 5 2 4 1 0 0

õ 6 0 280 +

0∆b1

1 6 2 4 0 1 0

õ 7 0 80 +

0∆b1

3 2 1 1 0 0 1

Zj � cj ⩾ 0 0 �2 �4 �3 �4 0 0 0

õ 4 4 62,5

+
1

4
∆b1

1

2

5

2

1

2
1

1

4
0 0

õ 6 0 30 � 1∆b1 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 7 0 17,5 �
1

4
∆b1

5

2

3

4

1

2
0 �

1

4
0 1

Zj � cj ⩾ 0 69 0 6 �1 0 1 0 0

õ 4 4 45 +
1

2
∆b1

�2
1

2
0 1

1

2
0 �1

õ 6 0 30 � 1∆b1 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 3 3 35 �
1

2
∆b1

5 3/2 1 0 �
1

2
0 2

Zj � cj ⩾ 0 285 +
1

2
∆b1

5 5/2 0 0 1/2 0 2

Íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí ìîæíà çàïèñàòè ó òàêèé ñïîñiá:

Õ ∗ = (0; 0; 35�1/2∆b1; 45 + 1/2∆b1; 0; 30 � ∆b1; 0).

�äèíà âèìîãà, ÿêó ìîæíà ïîñòàâèòè äî ìîæëèâèõ íîâèõ îïòèìàëü-

íèõ çíà÷åíü, � öå óìîâà íåâiä'¹ìíîñòi çìiííèõ, òîáòî:
35− 1/2∆b1 ≥ 0 ;

45 + 1/2∆b1 ≥ 0 ;

30−∆b1 ≥ 0.

⇒


∆b1 ≤ 70 ;

∆b1 ≥ −90 ;

∆b1 ≤ 30 .
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Îòæå,

−90 ≤ ∆b1 ≤ 30.

Öå îçíà÷à¹, ùî êîëè çàïàñ ðåñóðñó 1 çáiëüøèòüñÿ íà 30 óì. îä. àáî

çìåíøèòüñÿ íà 90 óì. îä., òî íà öüîìó iíòåðâàëi éîãî îïòèìàëüíà äâî¨ñòà

îöiíêà çàëèøèòüñÿ òàêîþ æ: ó1 = 1/2. Îòæå, çàïàñ ðåñóðñó 1 ìîæå

çìiíþâàòèñü ó ìåæàõ:

250− 90 ≤ b1 ≤ 250 + 30,

160 ≤ b1 ≤ 280.

Çãiäíî ç öèì ìàêñèìàëüíî ìîæëèâi çìiíè îáñÿãiâ âèðó÷êè ïiäïðè¹ì-

ñòâà çàëåæíî âiä çìií ó ïîñòà÷àííi ðåñóðñó 1 íà òàêîìó iíòåðâàëi áóäóòü

ó ìåæàõ:

285− 90 · 1/2 ≤ Zmax ≤ 285 + 30 · 1/2,

240 ≤ Zmax ≤ 300,

à âiäïîâiäíi êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì äiàïàçîíó âèðó÷êè îïòèìàëüíi ïëàíè

âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ áóäóòü òàêèìè:

(0; 0; 80; 0; 0; 120; 0) = Õ ∗ = (0; 0; 20; 60; 0; 0; 0).

Àíàëîãi÷íî ðîçðàõîâó¹òüñÿ iíòåðâàë ñòiéêîñòi äâî¨ñòî¨ îöiíêè ó3 = 2

äëÿ äåôiöèòíîãî ðåñóðñó 3:
35 + 2b3 ≥ 0 ;

45−∆b3 ≥ 0 ;

30 + 0∆b3 ≥ 0

⇒

{
∆b3 ≥ −17, 5 ;

∆b3 ≤ 45 ;

−17, 5 ≤ ∆b3 ≤ 45,

62, 5 ≤ b3 ≤ 125.

Îòæå, ÿêùî çàïàñ ðåñóðñó 3 çáiëüøèòüñÿ íà 45 óì. îä. àáî çìåíøè-

òüñÿ íà 17,5 óì. îä., òî äâî¨ñòà îöiíêà ó3 = 2 öüîãî ðåñóðñó çàëèøèòüñÿ

òàêîþ æ. Çãiäíî iç öèì ìîæëèâà âèðó÷êà ïiäïðè¹ìñòâà òà îïòèìàëüíèé

ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ áóäóòü çíàõîäèòèñÿ ó ìåæàõ:

250 ≤ maxZ ≤ 375;
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(0; 0; 0; 62,5; 0; 30; 0) = Õ * = (0; 0; 125; 0; 0; 30; 0).

Äëÿ ðîçðàõóíêó iíòåðâàëó çìiíè íåäåôiöèòíîãî ðåñóðñó äîñèòü ðîçâ'ÿçàòè

îäíó íåðiâíiñòü (??) (íàãàäà¹ìî, ùî âîíà ìà¹ âèãëÿä: −x∗
n+k ≤ ∆bk ≤

∞).

Ó íàøîìó ïðèêëàäi íåäåôiöèòíèì ¹ äðóãèé ðåñóðñ. Âiäîìî, ùî çà

îïòèìàëüíîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà áóäå çàëèøîê öüîãî ðåñóðñó â îáñÿçi

x6 = 30 óì. îä. Îòæå, çìåíøåííÿ äàíîãî ðåñóðñó â îáñÿçi äî 30 óì. îä. íå

çìiíèòü ñòðóêòóðó îïòèìàëüíîãî ïëàíó. ßêùî çìiíó çàãàëüíîãî çàïàñó

äðóãîãî ðåñóðñó ïîçíà÷èòè ÷åðåç ∆b2, òî iíòåðâàë ìîæëèâî¨ çìiíè éîãî

îáñÿãiâ ìîæíà çàïèñàòè òàê:

−30 ≤ ∆b2 < ∞.

Îòæå, iíòåðâàëîì çìiíè çàïàñiâ íåäåôiöèòíîãî ðåñóðñó, â ìåæàõ ÿêî-

ãî ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ïëàíó çàëèøèòüñÿ ïîñòiéíîþ, áóäå:

250 ≤ b2 ≤ ∞.

Çàóâàæèìî, ùî âèçíà÷åíi iíòåðâàëè ñòîñóþòüñÿ ëèøå òèõ âèïàäêiâ,

êîëè çìiíþ¹òüñÿ îáñÿã òiëüêè îäíîãî ðåñóðñó, à çàïàñè âñiõ iíøèõ ôi-

êñîâàíi, òîáòî çà iíøèõ îäíàêîâèõ óìîâ. Ó ðàçi îäíî÷àñíî¨ çìiíè îá-

ñÿãiâ óñiõ àáî êiëüêîõ ðåñóðñiâ äëÿ âèçíà÷åííÿ iíòåðâàëiâ äîïóñòèìèõ

çìií íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó íåðiâíîñòåé âèäó (??) (ùî ìà¹ âèãëÿä

x∗
i +

m∑
k=1

ai,n+k∆bk ≥ 0, i = 1,m).

Ïðîñòiøîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ ¹ ñèòóàöiÿ, êîëè çìiíè ðåñóðñiâ âiäîìi i

íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ëèøå íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí. Íåõàé äîäàòêîâîþ

óìîâîþ ïðèêëàäó 4.1 ¹ çìiíà îáñÿãiâ óñiõ òðüîõ ðåñóðñiâ, ùî çìiíþþ-

òüñÿ âiäïîâiäíî òàê: ∆b1 = + 10, ∆b2 = � 10, ∆b3 = + 20. Äëÿ âèçíà-

÷åííÿ êîìïîíåíò íîâîãî îïòèìàëüíîãî ïëàíó ñêîðèñòà¹ìîñü îäíèì iç

ãîëîâíèõ ñïiââiäíîøåíü îá÷èñëþâàëüíî¨ ïðîöåäóðè ñèìïëåêñ-ìåòîäó. Ç

ïåðøî¨ òåîðåìè äâî¨ñòîñòi âiäîìî, ùî:

X∗ = D−1 · B⃗.
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Ç îñòàííüî¨ ñèìïëåêñ-òàáëèöi îòðèìó¹ìî îáåðíåíó ìàòðèöþ:

D−1 =


1/2 0 −1

−1 1 0

−1/2 0 2

 .

Çìiíåíi çàïàñè ðåñóðñiâ óòâîðþþòü âåêòîð

B⃗ =


b1 +∆b1

b2 +∆b2

b3 +∆b3

 =


250 + 10

280− 10

80 + 20

 =


260

270

100

 .

Òîäi íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ çà âiäïîâiäíî¨

îäíî÷àñíî¨ çìiíè çàïàñiâ óñiõ òðüîõ ðåñóðñiâ

X∗ =


1/2 0 −1

−1 1 0

−1/2 0 2

 ·


260

270

100

 =


30

10

70

 ,

òîáòî Õ ∗ = (0; 0; 70; 30; 0; 10; 0).

Óñi õj ⩾ 0, i òîìó îïòèìàëüíèì ïëàíîì äâî¨ñòî¨ çàäà÷i çàëèøà¹òüñÿ

Y * = (1/2; 0; 2). Çàãàëüíà ìàêñèìàëüíà âèðó÷êà ïiäïðè¹ìñòâà çìiíèòüñÿ

íà∆Fmax =∆b1y1 +∆b2y2 +∆b3y3 = 10 · 1/2 � 10 · 0 ++ 20 · 2 = +45 óì. îä.

i ñòàíîâèòèìå:

max F = 285 + 45 = 330 óì. îä.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (??), ïðîâåäåìî äîñëiäæåííÿ ìîæëèâîãî âçà¹ìî-

çàìiíþâàííÿ ðåñóðñiâ . Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåòè÷íi ïîëîæåííÿ 3.5.1 ïóí-

êòó D.

ßêùî ó âèðîáíè÷ié ñèñòåìi iñíó¹ äâà ÷è áiëüøå äåôiöèòíèõ ðåñóð-

ñiâ, òî ïåâíèé îáñÿã îäíîãî ç íèõ ìîæå áóòè çàìiíåíèé äåÿêèì îáñÿãîì

iíøîãî, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ çàëèøèòüñÿ íåçìiííèì.

Äëÿ óìîâ ïðèêëàäó 4.1 ïîïåðåäíié àíàëiç äâî¨ñòèõ îöiíîê ïîêàçàâ,

ùî äåôiöèòíèìè ¹ ïåðøèé òà òðåòié ðåñóðñè. Ïðèïóñòèìî, ùî çàáåçïå÷å-

ííÿ âèðîáíèöòâà íåîáõiäíèì îáñÿãîì òðåòüîãî ðåñóðñó ìîæëèâå íå çàâ-

æäè. Ó òàêîìó ðàçi äîöiëüíèì ¹ âèçíà÷åííÿ òîãî, ÿêèì îáñÿãîì ïåðøîãî

ðåñóðñó ìîæíà çàìiíèòè òðåòié, ùîá âîäíî÷àñ íå çìåíøèëàñü îïòèìàëü-
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íà ñóìà âèðó÷êè.

Îñêiëüêè ∆br =
y∗s
y∗r

∆bs, äå ∆br ∆bs � âåëè÷èíè çìií äåôiöèòíèõ

ðåñóðñiâ, à y∗s y∗r � äâî¨ñòi îöiíêè âiäïîâiäíèõ ðåñóðñiâ, òî çìiíà îáñÿãó

òðåòüîãî ðåñóðñó íà îäèíèöþ (∆b3 = 1) ïîòðåáó¹ äîäàòêîâîãî âèêîðè-

ñòàííÿ ∆b1 =
y∗3
y∗1

∆b3 =
2(
1
2

) · 1 = 4 óì. îä. ïåðøîãî ðåñóðñó.

Îòæå, ÿêùî ïåðøèé ðåñóðñ çáiëüøèòè íà 4 óì. îä. i âèêîðèñòîâóâà-

òè â îáñÿçi 284 óì. îä., à òðåòié çìåíøèòè íà 1 óì. îä. i çàëèøèòè ó

âèðîáíèöòâi 79 óì. îä., òî îáñÿã âèðó÷êè âiä ðåàëiçàöi¨ ïðîäóêöi¨ çàëè-

øèòüñÿ íåçìiííèì ó ïîðiâíÿííi ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ïðèêëàäó 4.1 �

285 óì. îä.

5.6. Àíàëiç êîåôiöi¹íòiâ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨

Ïiä âïëèâîì ðiçíèõ îáñòàâèí öiíà âèðîáëåíî¨ íà ïiäïðè¹ìñòâi îäè-

íèöi ïðîäóêöi¨ ìîæå çìiíþâàòèñÿ (çáiëüøóâàòèñÿ ÷è çìåíøóâàòèñÿ). I

òîìó çàâæäè öiêàâî i âàæëèâî çíàòè, ó ìåæàõ ÿêèõ çìií öií íà ïðî-

äóêöiþ êîæíîãî âèäó ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà ùå

ìîæå çàëèøàòèñÿ òàêîþ ñàìîþ, òîáòî îïòèìàëüíîþ (íàéêðàùîþ) íà-

âiòü çà öèõ ïåâíèõ çìií.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ iíòåðâàëiâ çìiíè êîåôiöi¹íòiâ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ ñêî-

ðèñòà¹ìîñü ðîçãëÿíóòèìè â 3.5.2 ïîëîæåííÿìè. ßê áóëî ç'ÿñîâàíî, ïå-

ðåòâîðåííÿ ñèìïëåêñíî¨ òàáëèöi çà çìií êîåôiöi¹íòiâ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨

ñòîñóþòüñÿ ëèøå åëåìåíòiâ îöiíêîâîãî ðÿäêà. Äîñëiäèìî ïèòàííÿ çìiíè

êîåôiöi¹íòiâ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ äëÿ ïðèêëàäó 4.1. Íåõàé çìiíþ¹òüñÿ öiíà

íà îäèíèöþ ïðîäóêöi¨ âèäó C, òîáòî ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ 3 óì. îä. ïî-

äàìî ÿê 3 +∆c3, äå ∆c3 � âåëè÷èíà çìiíè öiíè îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âèäó

C. Òîäi ñèìïëåêñíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòèìóòü âèãëÿä:
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Áàçèñ Ñáàç Ïëàí 2 4 3

+∆c3

4 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6 õ 7

õ 5 0 250 2 5 2 4 1 0 0

õ 6 0 280 1 6 2 4 0 1 0

õ 7 0 80 3 2 1 1 0 0 1

Zj � cj ⩾ 0 0 �2 �4 � 3 � 4 0 0 0

õ 4 4 62,5
1

2

5

2

1

2
1

1

4
0 0

õ 6 0 30 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 7 0 17,5
5

2
1

1

2
0 �

1

4
0 1

Zj � cj ⩾ 0 69 0 6 �1 0 1 0 0

õ 4 4 45 �2
1

2
0 1

1

2
0 �1

õ 6 0 30 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 3 3

+∆c3

35 5 3/2 1 0 �
1

2
0 2

Zj � cj ⩾ 0 285 +

35∆c3

5 +

5∆c3

5/2 +

3/2∆c3

0 0 1/2 �

1/2∆c3

0 2 +

2∆c3

Ñèìïëåêñ-òàáëèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ îïòèìàëüíîìó ïëàíó, çáåðiãà¹ ñâié

âèãëÿä çà âèíÿòêîì åëåìåíòiâ ñòîâï÷èêà ¾Ñ áàç¿ ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, âïëè-

âà¹ íà çíà÷åííÿ âñiõ íåíóëüîâèõ îöiíîê (Zj � cj). Äëÿ áàçèñíî¨ çìií-

íî¨ õ 3 çìiíà êîåôiöi¹íòà öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà ∆c3 ïðèâåäå äî òàêèõ

îöiíîê:

(F 1 � c1) = 4 . (�2) + 0 . (�1) +(3 + ∆c3). 5 � 2 = 5 + 5∆c3;

(F 2 � c2) = 4 . 1/2 + 0 . 1 + (3 + ∆c3). 3/2 � 4 = 5/2 + 3/2∆c3;

(F 5 � c5) = 4 . 1/2 + 0 . (�1)+ (3 + ∆c3) · (� 1/2 )� 0 = 1/2 � 1/2∆c3;

(F 7 � c7) = 4 . (�1) + 0 . 0 + (3 + ∆c3) · 2 � 0 = 2 + 2∆c3.

Âðàõîâóþ÷è ñèñòåìó íåðiâíîñòåé (??), íîâi çíà÷åííÿ îöiíîê ìàþòü

çàäîâîëüíÿòè óìîâó îïòèìàëüíîñòi, òîáòî Zj � cj ⩾ 0. Òîìó iíòåðâàë
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äëÿ ∆c3 âèçíà÷à¹òüñÿ ç òàêî¨ ñèñòåìè íåðiâíîñòåé:
5 + 5∆C3 ≥ 0;

5/2 + 3/2∆C3 ≥ 0;

1/2− 1/2∆C3 ≥ 0;

2 + 2∆C3 ≥ 0 ;


∆C3 ≥ −1 ;

∆C3 ≥ −5/3 ;

∆C3 ≤ 1 ;

∆C3 ≥ −1 ;

−1 ≤ ∆C3 ≤ 1;

2 ≤ C3 ≤ 4.

Îòæå, öiíà îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âèäó Ñ ìîæå çáiëüøóâàòèñÿ ÷è çìåí-

øóâàòèñÿ íà 1 óì. îä. i áóòè â ìåæàõ âiä 2 äî 4 óì. îä., àëå îïòèìàëüíèì

ïëàíîì âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ çàëèøà¹òüñÿ Õ ∗ = (0; 0; 35; 45).

Äëÿ áàçèñíî¨ íåâiäîìî¨ õ 4 iíòåðâàë çìiíè êîåôiöi¹íòà ñ4 ðîçðàõîâó-

¹òüñÿ àíàëîãi÷íî:
5− 2∆C4 ≥ 0 ;

5/2 + 1/2∆C4 ≥ 0 ;

1/2 + 1/2∆C4 ≥ 0 ;

2− 1∆C4 ≥ 0 ;


∆C4 ≤ 5/2;

∆C4 ≥ −5;

∆C4 ≥ −1;

∆C4 ≤ 2 ;

−1 ≤ ∆C4 ≤ 2;

3 ≤ C4 ≤ 6.

ßêùî çà iíøèõ îäíàêîâèõ óìîâ öiíà îäèíèöi ïðîäóêöi¨ D çìåíøèòüñÿ

äî 3 óì. îä. àáî çáiëüøèòüñÿ äî 6 óì. îä., òî âèçíà÷åíèé îïòèìàëüíèé

ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ íà ïiäïðè¹ìñòâi (Õ * == (0; 0; 35; 45)) íåìà¹

íåîáõiäíîñòi çìiíþâàòè.

Ðîçðàõóíîê iíòåðâàëiâ çìiíè çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨

äëÿ íåáàçèñíèõ çìiííèõ âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî iç ñïiââiäíîøåííÿì (??):

Ñèìïëåêñ-òàáëèöÿ, ÿêà âiäïîâiäà¹ îïòèìàëüíîìó ïëàíó, çáåðiãà¹ ñâié

âèãëÿä çà âèíÿòêîì íåíóëüîâèõ çíà÷åíü îöiíêîâîãî ðÿäêà (Zj � cj). Íîâi

îöiíêè (Zj � cj) ìàþòü çàäîâîëüíÿòè óìîâó îïòèìàëüíîñòi çàäà÷i ìàêñè-

ìiçàöi¨ öiëüîâî¨ ôóíêöi¨, òîáòî áóòè íåâiä'¹ìíèìè.

Çìiíó êîåôiöi¹íòà ñ1 ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆ñ1. Îñêiëüêè õ 1 � íåáàçèñíà

çìiííà, òî â ñèìïëåêñ-òàáëèöi çìiíèòüñÿ ëèøå âiäïîâiäíà ¨é îöiíêà Z 1 �
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c1:

(Z 1 � c1) = 4 . (�2) + 0 . (�1) +3 . 5 � (2 + ∆c1) = 5 � ∆c1.

Çà óìîâè Z 1 � c1 ⩾ 0 äiñòàíåìî íåðiâíiñòü 5 � ∆c1 ⩾ 0, òîáòî ∆c1 ≤
5. Öå îçíà÷à¹, ùî êîëè öiíà îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âèäó À çà iíøèõ îäíà-

êîâèõ óìîâ çðîñòå íå áiëüø ÿê íà 5 óì. îä., òî îïòèìàëüíèì ïëàíîì

âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ íà ïiäïðè¹ìñòâi âñå îäíî çàëèøèòüñÿ Õ ∗ = (0;

0; 35; 45). Ëèøå ìàêñèìàëüíà âèðó÷êà çìiíèòüñÿ íà max ∆Z= ∆c1õ 1.

Àíàëîãi÷íî ðîçðàõîâó¹òüñÿ iíòåðâàë çìiíè êîåôiöi¹íòà ∆c2:

(Z 2 � c2) = 5/2 � ∆c2 ≥ 0; ∆c2 ≤ 5/2.

Çi çðîñòàííÿì öiíè îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âèäó Â íå áiëüø ÿê íà 5/2

óì. îä. çà iíøèõ îäíàêîâèõ óìîâ îïòèìàëüíèé ïëàí âèðîáíèöòâà ïðî-

äóêöi¨ íå çìiíèòüñÿ, à max Z = ∆c2x 2.

ßêùî æ êîëèâàííÿ öiíè ïðîäóêöi¨ âèéäóòü çà âèçíà÷åíi ìåæi, òî

ïëàí Õ = (0; 0; 35; 45) âæå íå áóäå îïòèìàëüíèì, i éîãî íåîáõiäíî áó-

äå ïîëiïøèòè çãiäíî ç àëãîðèòìîì ñèìïëåêñ-ìåòîäó, òîáòî ïðîäîâæèòè

ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i.

5.7. Àíàëiç êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi îáìåæåíü

ßê çàçíà÷àëîñÿ çäåáiëüøîãî êîåôiöi¹íòè aij (i = 1,m; j = 1, n) ìà-

òðèöi ñèñòåìè îáìåæåíü çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ¹ òåõíîëîãi-

÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè (íîðìàìè âèòðàò ðåñóðñiâ íà îäèíèöþ âèãîòîâ-

ëåííÿ êîæíîãî âèäó ïðîäóêöi¨) i íå çàëåæàòü âiä âïëèâó âèïàäêîâèõ

÷èííèêiâ ó òàêié ìiði, ÿê ðiâåíü öií ÷è îáñÿãè ðåñóðñiâ.

Ðîçãëÿíåìî òiëüêè ìîæëèâi çìiíè òèõ êîåôiöi¹íòiâ, ùî âiäïîâiäàþòü

íåáàçèñíèì çìiííèì, îñêiëüêè çìiíà çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi îáìå-

æåíü, ùî âiäïîâiäàþòü áàçèñíèì çìiííèì, ïðèâîäèòü äî çìiíè áàçèñíî¨

ìàòðèöi D, i çäiéñíèòè òàêèé àíàëiç äîñèòü ñêëàäíî.

Äîïóñòèìî, ùî çà óìîâ ïðèêëàäó 4.1 äîäàòêîâî âiäîìî, ùî âèòðàòè

ðåñóðñiâ íà âèãîòîâëåííÿ ïðîäóêöi¨ âèäiâ À òà Â êîëèâàþòüñÿ çàëåæíî

âiä âèêîðèñòàííÿ ðiçíèõ âèäiâ óñòàòêóâàííÿ â ïðîöåñi âèðîáíèöòâà ïðî-

äóêöi¨. Çà îïòèìàëüíèì ïëàíîì âèãîòîâëåííÿ öèõ îáîõ âèäiâ ïðîäóêöi¨
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¹ íåðåíòàáåëüíèì, îñêiëüêè âàðòiñòü âèòðàò ðåñóðñiâ íà âèðîáíèöòâî

¨õ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ ïåðåâèùó¹ öiíó ðåàëiçàöi¨. Ïðîâåäåíèé àíàëiç äâî-

¨ñòèõ îöiíîê, ùî âiäïîâiäàþòü çìiííèì x1, x2, ñâiä÷èòü, ùî äëÿ âèãîòîâ-

ëåííÿ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âèäó À âèòðàòè ïåðåâèùóþòü öiíó íà 5 óì. îä.,

à äëÿ âèäó Â � ó äâà ðàçè ìåíøå (íà 2,5 óì. îä.). Îòæå, î÷åâèäíî, ùî

çà äåÿêèõ çìií íîðì âèòðàò ðåñóðñiâ âèðîáíèöòâî ïðîäóêöi¨ âèäó Â ìî-

æå ñòàòè ðåíòàáåëüíèì. Ç ïîïåðåäíüîãî àíàëiçó äåôiöèòíèõ ðåñóðñiâ

âiäîìî, ùî íàéöiííiøèì äëÿ âèðîáíèöòâà ¹ òðåòié ðåñóðñ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆a32 âåëè÷èíó çìiíè íîðìè âèêîðèñòàííÿ òðåòüîãî

ðåñóðñó íà âèãîòîâëåííÿ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ äðóãîãî âèäó. Òîäi ñèìïëå-

êñíi ïåðåòâîðåííÿ áóäóòü òàêèìè:

Áàçèñ
Ñáàç Ïëàí 2 4 3 4 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6 õ 7

õ 5 0 250 2 5 2 4 1 0 0

õ 6 0 280 1 6 2 4 0 1 0

õ 7 0 80 3 2 +

∆a32

1 1 0 0 1

Zj � cj ⩾ 0 0 �2 �4 �3 �4 0 0 0

õ 4 4 62,5
1

2

5

4

1

2
1

1

4
0 0

õ 6 0 30 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 7 0 17,5
5

2

3

4
+∆a32

1

2
0 �

1

4
0 1

Zj � cj ⩾ 0 69 0 1 �1 0 1 0 0

õ 4 4 45 �2
1

2
0 1

1

2
0 �1

õ 6 0 30 �1 1 0 0 �1 1 0

õ 3 3 35 5 3/2 +

2∆a32

1 0 �
1

2
0 2

Zj � cj ⩾ 0 285 5 5/2 +

6∆a32

0 0 1/2 0 2

Äëÿ îïòèìàëüíîñòi ïëàíó íåîáõiäíå âèêîíàííÿ â îñòàííié ñèìïëå-
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êñíié òàáëèöi óìîâè íåâiä'¹ìíîñòi âñiõ îöiíîê, òîìó ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ

íåðiâíiñòü:

5/2 + 6∆a32 ⩾ 0,

çâiäêè ∆a32 ≥ − 5

12
. Òîäi 1

7

12
≤ a32 ≤ ∞

Îòæå, ëèøå ó ðàçi, ÿêùî òiëüêè äî 1
7

12
óì. îä. òðåòüîãî ðåñóðñó áó-

äå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ âèðîáíèöòâà îäèíèöi ïðîäóêöi¨ Â, ñòðóêòóðà

îïòèìàëüíîãî ïëàíó çìiíèòüñÿ i, ìîæëèâî, öåé âèä ïðîäóêöi¨ ñòàíå ðåí-

òàáåëüíèì. Çà âñiõ iíøèõ çìií êîåôiöi¹íòà à32 â ìåæàõ 1
7

12
≤ a32 ≤ ∞

ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ïëàíó áóäå ïîñòiéíîþ, à îòæå, ïðîäóêöiÿ âèäó

Â áóäå íåðåíòàáåëüíîþ.

Ïðè äîñëiäæåííi çìiíè êîåôiöi¹íòà, ùî âiäïîâiäà¹ áàçèñíié çìiííié

÷è îäíî÷àñíié çìiíi êiëüêîõ êîåôiöi¹íòiâ ìàòðèöi îáìåæåíü, ðàöiîíàëü-

íiøèì áóäå ðîçâ'ÿçàííÿ íîâî¨ çàäà÷i ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

5.8. Ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

Ôiðìà âèãîòîâëÿ¹ ïðîäóêöiþ òðüîõ âèäiâ: À, Â i Ñ. Ïîòðiáíèé ïåâíèé

÷àñ äëÿ îáðîáêè îäèíèöi êîæíîãî âèäó ïðîäóêöi¨ íà ðiçíîìó îáëàäíàííi

(òàáë. 4.2).

Òàáëèöÿ 4.2

Òðèâàëiñòü îáðîáêè ïðîäóêöi¨, ãîä
Òèïî

áëàäíà-

ííÿ

Òðèâàëiñòü îáðîáêè îäè-

íèöi ïðîäóêöi¨ âèäó

Òðèâàëiñòü

ðîáîòè îáëà-

äíàííÿ íà

ìiñÿöü

À Â Ñ

I 1 2 4 360

II 2 4 2 520

III 1 1 2 220
Öiíà îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âèäiâ À, Â i Ñ äîðiâíþ¹ 90 äîë., 110 äîë.

òà 150 äîë. âiäïîâiäíî. Âèçíà÷èòè, ÿêó ïðîäóêöiþ i â ÿêîìó îáñÿçi ñëiä

âèãîòîâëÿòè, ùîá ôiðìà îòðèìóâàëà íàéáiëüøèé äîõiä.

68



Ðîçâ'ÿçàâøè öþ çàäà÷ó ñèìïëåêñ-ìåòîäîì, îòðèìà¹ìî òàêó îñòàííþ

ñèìïëåêñíó òàáëèöþ:

Áàçèñ Ñ áàç Ïëàí 90 110 150 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6

õ 4 0 100 0 0 3 1 �1/2 0

õ 2 110 40 0 1 �1 0 1/2 �1

õ 1 90 180 1 0 3 0 �1/2 2

∆j ⩾ 0 20 600 0 0 10 0 10 70

Êåðiâíèöòâî ôiðìè öiêàâèòü âiäïîâiäü íà òàêå çàïèòàííÿ: ¾×è çìi-

íèòüñÿ îïòèìàëüíèé ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ i ÿêùî çìiíèòüñÿ, òî

ÿêèì áóäå íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí ó êîæíié ç íàâåäåíèõ íèæ÷å ñèòó-

àöié?¿

1. Ôiðìà ìîæå çáiëüøèòè òðèâàëiñòü ðîáîòè îáëàäíàííÿ òèïiâ 2 òà

3 âiäïîâiäíî íà 100 i 80 ãîä íà ìiñÿöü, îðåíäóþ÷è äëÿ öüîãî äîäàòêîâå

îáëàäíàííÿ, àëå îðåíäíà ïëàòà ñòàíîâèòèìå 5000 äîë. ×è âèãiäíî öå?

ßêùî âèãiäíî, òî ÿêèì ìà¹ áóòè íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí âèðîáíèöòâà

ïðîäóêöi¨?

2. Ôiíàíñîâèé âiääië ôiðìè ââàæà¹, ùî çàãîñòðåííÿ êîíêóðåíöi¨ íà

ðèíêó çáóòó ìîæå ïðèçâåñòè äî çíèæåííÿ öiíè íà ïðîäóêöiþ Â íà 25 äîë.

ßê öå ïîçíà÷èòüñÿ íà îïòèìàëüíîìó ïëàíi âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ ôið-

ìè?

3. Âiääië äîñëiäæåíü i ðîçðîáîê ôiðìè ïðîïîíó¹ âèãîòîâëÿòè äåøåâ-

øó ìîäèôiêàöiþ ïðîäóêöi¨ Ñ. Òðèâàëiñòü îáðîáêè îäèíèöi öi¹¨ íîâî¨

ïðîäóêöi¨ íà îáëàäíàííi òèïiâ 1, 2 òà 3 ñòàíîâèòü âiäïîâiäíî 4, 3 i 1 ãîä.

Îði¹íòîâíà öiíà îäèíèöi íîâî¨ ïðîäóêöi¨ äîðiâíþ¹ 120 äîë. Êåðiâíèöòâî

ôiðìè öiêàâèòü, ÷è áóäå çà òàêèõ óìîâ âèðîáíèöòâî íîâî¨ ïðîäóêöi¨ âè-

ãiäíèì.

4. Ñïîæèâà÷ ïðîäóêöi¨ âèäó À çà ïåâíèõ îáñòàâèí ïîðóøèâ ïîïåðå-

äíþ äîìîâëåíiñòü i âiäìîâèâñÿ ïðèéíÿòè áiëüø ÿê 100 îä. ïðîäóêöi¨.

Âèçíà÷èòè, ÿê ñëiä çìiíèòè ïëàí âèðîáíèöòâà ñâî¹¨ ïðîäóêöi¨, ùîá óíè-

êíóòè âòðàò, ïîâ'ÿçàíèõ iç íàäâèðîáíèöòâîì öüîãî âèäó ïðîäóêöi¨.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Iç íàâåäåíî¨ â óìîâi çàäà÷i ñèìïëåêñ-òàáëèöi ìà¹ìî: Õ ∗

= (180; 40; 0; 100; 0; 0), max F = 20 600, Y ∗ = (0; 10; 70). Îïòèìàëüíèì

ïëàíîì âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ íà ôiðìi ¹ âèïóñê 180 îä. ïðîäóêöi¨ âèäó

À òà 40 îä. ïðîäóêöi¨ âèäó Â. Âèãîòîâëåííÿ ïðîäóêöi¨ âèäó Ñ íå ïåðåä-

áà÷à¹òüñÿ. Ïðè öüîìó ôiðìà îòðèìà¹ ìàêñèìàëüíó âèðó÷êó îáñÿãîì 20

600 äîë. íà ìiñÿöü.

1. Çáiëüøåííÿ òðèâàëîñòi ðîáîòè îáëàäíàííÿ äàñòü çìîãó çáiëüøè-

òè âèïóñê ïðîäóêöi¨, òîáòî çìiíèòè îïòèìàëüíèé ïëàí i äîõiä ôiðìè.

Îñêiëüêè ∆b1 = 0, ∆b2 = 100, ∆b3 = 80, òî íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí

âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

X∗ = D−1 · B⃗ =


1 −1/2 0

0 1/2 −1

0 −1/2 2

×


360 + 0

520 + 100

220 + 80

 =


50

10

290

 .

Íîâèé ïëàí äîïóñòèìèé (âñi õj ⩾ 0), i òîìó îïòèìàëüíi çíà÷åííÿ

äâî¨ñòèõ îöiíîê çáåðiãàþòüñÿ: Y * = (0; 10; 70). Ïðèðiñò äîõîäó ôiðìè

â ðåçóëüòàòi çìiíè îïòèìàëüíîãî ïëàíó âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ ðîçðàõî-

âó¹òüñÿ òàê:

max∆L = ∆b1y1 +∆b2y2 +∆b3y3 = 100 · 10 + 80 · 70 = 6600 äîë.

Îñêiëüêè äîõiä ôiðìè âiä äîäàòêîâîãî âèêîðèñòàííÿ îáëàäíàííÿ ãðóï

2 i 3 ïåðåâèùó¹ âèòðàòè íà éîãî îðåíäó (6600 > 5000), òî ïðèðîäíî, ùî

òàêà òàêòèêà ôiðìè áóäå âèãiäíîþ. Ïðè öüîìó îïòèìàëüíèì ïëàíîì âè-

ðîáíèöòâà ñòàíå âèïóñê 290 îä. ïðîäóêöi¨ âèäó À i 10 îä. ïðîäóêöi¨ âèäó

Â. Íåâèêîðèñòàíèé ÷àñ ðîáîòè îáëàäíàííÿ òèïó I çìåíøèòüñÿ äî 50 ãîä

íà ìiñÿöü, à äîõiä ôiðìè çà âiäðàõóâàííÿì âèòðàò íà îðåíäó îáëàäíàííÿ

äîðiâíþâàòèìå 20 600 + (6600 − 5000) = 22 200 äîë. íà ìiñÿöü.

2. Çíèæåííÿ öiíè îäèíèöi ïðîäóêöi¨ Â íà ∆c2 (−25 äîë.) ñòîñó¹òüñÿ

âñüîãî îöiíêîâîãî ðÿäêà ñèìïëåêñ-òàáëèöi, îñêiëüêè x2 ¹ áàçèñíîþ çìií-

íîþ. Íîâi Fj � cj ìàòèìóòü òàêi çíà÷åííÿ:

F 3 � c3 = 10 � 1∆c2 = 10 + 25 = 35;
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F 5 � c5 = 10 + 1/2∆c2 = 10 � 12,5 = �2,5;

F 6 � c6 = 70 � 1∆c2 = 70 + 25 = 95.

ßêáè âñi çäîáóòi îöiíêè çàäîâîëüíÿëè óìîâó Zj � Cj ⩾ 0, òî öå îçíà-

÷àëî á, ùî ïîïðè çíèæåííÿ öiíè ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ íà ôiðìi

íå çìiíèòüñÿ. Àëå îöiíêà F 5 � c5 íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó îïòèìàëüíîñòi

çàäà÷i íà ìàêñèìóì, i òîìó ìîæíà âèñíîâóâàòè, ùî iñòîòíå çíèæåííÿ

öiíè îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âèäó Â ïîðóøó¹ âèçíà÷åíèé ðàíiøå îïòèìàëü-

íèé ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨, îñêiëüêè âèïóñê öi¹¨ ïðîäóêöi¨ ñòà¹

äëÿ ôiðìè íåâèãiäíèì, íåðåíòàáåëüíèì.

Íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí âèçíà÷à¹òüñÿ ó ïðîöåñi ïîäàëüøîãî ðîçâ'ÿçàííÿ

çàäà÷i ñèìïëåêñ-ìåòîäîì:

Áàçèñ Ñ áàç Ïëàí 90 85 150 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6

õ 4 0 100 0 0 3 1 �1/2 0

õ 2 85 40 0 1 �1 0 1/2 �1

õ 1 90 180 1 0 3 0 �1/2 2

∆j ⩾ 0 19 600 0 0 35 0 �2,5 95

õ 4 0 140 0 1 2 1 0 �1

õ 5 0 80 0 2 �2 0 1 �2

õ 1 90 220 1 1 2 0 0 1

∆j ⩾ 0 19 800 0 5 30 0 0 90
Îòæå, ó ðîçãëÿíóòié ñèòóàöi¨ çíèæåííÿ öiíè îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âèäó

Â íà 25 äîë. ðiçêî çìiíèòü ñòðóêòóðó òà îáñÿãè âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨

íà ôiðìi. Âèãiäíèì ñòàíå âèïóñê ëèøå ïðîäóêöi¨ âèäó À îáñÿãîì 220

îä.: ïðè öüîìó ìîæëèâèé ÷àñ ðîáîòè îáëàäíàííÿ òèïiâ 1 òà 2 âèêîðè-

ñòîâóâàòèìåòüñÿ íå ïîâíiñòþ. Óñå öå ïðèçâåäå äî çìåíøåííÿ âèðó÷êè

ôiðìè äî 19 800 äîë. íà ìiñÿöü.

3. Îáñÿã âèðîáíèöòâà íîâî¨ ïðîäóêöi¨ â îïòèìàëüíîìó ïëàíi ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç x7. Òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðÿìî¨ çàäà÷i ìàòèìå òàêèé

âèãëÿä:

L = 90x1 + 10x2 + 150x3 + 120x7 → max;
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
x1 + 2x2 + 4x3 + 4x7 ≤ 360;

2x1 + 4x2 + 2x3 + 3x7 ≤ 520;

x1 + x2 + 2x3 + x7 ≤ 220;

xj ≥ 0, j = 1, 7.

Ó ìàòåìàòè÷íié ìîäåëi äâî¨ñòî¨ çàäà÷i çìiííié x7 âiäïîâiäàòèìå òàêå

îáìåæåííÿ: 4y1 + 3y2 + y3 ≥ 120. Îöiíèìî ðåíòàáåëüíiñòü âèðîáíèöòâà

íîâî¨ ïðîäóêöi¨ çà äîïîìîãîþ äâî¨ñòèõ îöiíîê: 40+ 3 10+170 = 100, ùî

¹ ìåíøèì çà 120. Îòæå, çàãàëüíà âàðòiñòü óñiõ ðåñóðñiâ, ùî âèòðà÷àþ-

òüñÿ íà âèïóñê îäèíèöi íîâî¨ ïðîäóêöi¨, íå ïåðåâèùó¹ îði¹íòîâíî¨ öiíè

öi¹¨ ïðîäóêöi¨, i òîìó ¨¨ âèðîáíèöòâî äëÿ ôiðìè ¹ âèãiäíèì, ðåíòàáåëü-

íèì. Çàâäÿêè öüîìó âèçíà÷åíèé ðàíiøå îïòèìàëüíèé ïëàí âèðîáíèöòâà

ïðîäóêöi¨ ìîæíà ïîëiïøèòè çà ðàõóíîê óâåäåííÿ â íüîãî õ 7.

Äëÿ öüîãî çà äîïîìîãîþ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi íåîáõiäíî âèçíà÷èòè åëå-

ìåíòè ñòîâï÷èêà ¾x7¿ îñòàííüî¨ ñèìïëåêñ-òàáëèöi:

D−1 ×


a17

a27

a37

 =


1 −1/2 0

0 1/2 −1

0 −1/2 2

×


4

3

1

 =


5/2

1/2

1/2

 .

Ðåçóëüòàòè îäíi¹¨ iòåðàöi¨ ñèìïëåêñ-ìåòîäó, ùî ïðèâîäèòü äî íîâîãî

îïòèìàëüíîãî ïëàíó çàäà÷i, íàâåäåíî íèæ÷å.

Áàçèñ Ñ áàç Ïëàí 90 110 150 0 0 0 120 θ

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6 õ 7

õ 4 0 100 0 0 3 1 �1/2 0 5/2 40

õ 2 110 40 0 1 �1 0 1/2 �1 1/2 80

õ 1 90 180 1 0 3 0 �1/2 2 1/2 360

∆j ⩾ 0 20 600 0 0 10 0 10 70 �20

õ 7 120 40 0 0 6/5 2/5 �1/5 0 1

õ 2 110 20 0 1 �8/5 �1/5 3/5 �1 0

õ 1 90 160 1 0 12/5 �1/5 �2/5 2 0

∆j ⩾ 0 21 400 0 0 34 8 6 70 0
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Îòæå, îïòèìàëüíèì ïëàíîì ¹

X∗ = (160; 20; 0; 0; 0; 0; 40), a

maxL = 21400.

Êåðiâíèöòâî ôiðìè ìà¹ ïiäòðèìàòè ïðîïîçèöiþ âiääiëó äîñëiäæåíü òà

ðîçðîáîê i íàëàãîäèòè âèðîáíèöòâî íîâî¨ ïðîäóêöi¨, ÿêà ¹ ðåíòàáåëü-

íîþ. Âèãîòîâëÿþ÷è ¨¨ îáñÿãîì 40 îä., à òàêîæ ïðîäóêöiþ âèäiâ À òà Â

îáñÿãîì 160 i 20 îä. âiäïîâiäíî, ôiðìà çìîæå çáiëüøèòè îáñÿã âèðó÷êè

äî 21400 äîë. íà ìiñÿöü çãiäíî ç íîâèì îïòèìàëüíèì ïëàíîì âèðîáíè-

öòâà ïðîäóêöi¨.

4. ×åòâåðòà çàïðîïîíîâàíà ñèòóàöiÿ ìàòåìàòè÷íî ïîâ'ÿçàíà iç ââå-

äåííÿì â óìîâó çàäà÷i äîäàòêîâîãî îáìåæåííÿ, ùî ìîæå ïðèâåñòè äî

òàêèõ íàñëiäêiâ:

à) íîâå îáìåæåííÿ äëÿ âèçíà÷åíîãî îïòèìàëüíîãî ïëàíó âèêîíó¹-

òüñÿ. Òîäi âîíî ¹ íàäëèøêîâèì, çàéâèì i éîãî âêëþ÷åííÿ äî ìîäåëi íå

çìiíþ¹ âèçíà÷åíîãî ïëàíó;

á) íîâå îáìåæåííÿ äëÿ âèçíà÷åíîãî îïòèìàëüíîãî ïëàíó íå âèêîíó-

¹òüñÿ, i òîäi çà äîïîìîãîþ äâî¨ñòîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäó íåîáõiäíî çíàéòè

íîâèé îïòèìàëüíèé ïëàí.

Çà óìîâîþ çàäà÷i äîäàòêîâèì ¹ îáìåæåííÿ õ 1 < 100. Àëå âîíî ñó-

ïåðå÷èòü îïòèìàëüíîìó îáñÿãó ïðîäóêöi¨ âèäó À, ùî äîðiâíþ¹ 180 îä.

Òîìó íåîáõiäíî ïðè¹äíàòè öå äîäàòêîâå îáìåæåííÿ äî ñèìïëåêñ-òàáëèöi

òà ïðîäîâæèòè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i, àëå âæå çà äîïîìîãîþ äâî¨ñòîãî

ñèìïëåêñ-ìåòîäó. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çâåäåìî äîäàòêîâå îáìåæåííÿ äî

êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó:

x1 + x7 = 100.

Îñêiëüêè â îïòèìàëüíîìó ïëàíi çìiííà x1 ¹ áàçèñíîþ, òî ¨¨ íåîáõiäíî

çàïèñàòè ÷åðåç íåáàçèñíi íåâiäîìi. Öå ðîáèòüñÿ òàê. Ó ñèìïëåêñ-òàáëèöi,

ÿêó íàâåäåíî â óìîâi çàäà÷i, ðÿäîê çìiííî¨ ¾x1¿ ïîäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

11 + 02 + 33 + 04 −−1/25 + 26 = 180.
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Ç íüîãî çàïèøåìî âèðàç äëÿ x1:

x1 = 180− 3x3 + 1/2x5 − 2x6.

Ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç â äîäàòêîâå îáìåæåííÿ, îòðèìà¹ìî:

180− 3x3 + 1/2x5 − 2x6 + x7 = 100

àáî

−3x3 + 1/2x5 − 2x6 + x7 = −80.

Ó òàêîìó âèãëÿäi äîäàòêîâå îáìåæåííÿ äîïèøåìî â ñèìïëåêñ-òàáëèöþ.

Çàñòîñóâàííÿ äâî¨ñòîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäó ïðèâåäå äî íîâîãî îïòèìàëü-

íîãî ïëàíó çàäà÷i.

Áàçèñ Ñ áàç Ïëàí 90 110 150 0 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6 õ 7

õ 4 0 100 0 0 3 1 �1/2 0 0

õ 2 110 40 0 1 �1 0 1/2 �1 0

õ 1 90 180 1 0 3 0 �1/2 2 0

õ 7 0 � 80 0 0 �3 0 1/2 �2 1

∆j ⩾ 0 20 600 0 0 10 0 10 70 0

õ 4 0 20 0 0 0 1 0 �2 1

õ 2 110 200/3 0 1 0 0 1/3 �1/3 �1/3

õ 1 90 100 1 0 0 0 0 0 1

õ 3 150 80/3 0 0 1 0 �1/6 2/3 �1/3

∆j ⩾ 0 61

000/3

0 0 0 0 35/3 190/3 10/3

Â îñòàííié òàáëèöi ìà¹ìî:

X∗ = (100; 200/3; 80/3; 20; 0; 0),

maxL = 61 000/3 ≈ 20 333.

Ïðîàíàëiçó¹ìî öåé ïëàí. Ïðèéíÿâøè äî óâàãè ñèòóàöiþ, ùî ñêëàëà-

ñÿ, êåðiâíèöòâî ôiðìè çìóøåíå çìiíèòè ñòðóêòóðó âèðîáíèöòâà ïðîäó-

êöi¨. Òåïåð ç óðàõóâàííÿì âèìîã ñïîæèâà÷à ôiðìà âèãîòîâëÿòèìå 100

îä. ïðîäóêöi¨ âèäó À, 200/3 îä. ïðîäóêöi¨ âèäó Â i 80/3 îä. ïðîäóêöi¨
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âèäó Ñ. Ó ðåçóëüòàòi òàêîãî ïëàíó âèïóñêó ïðîäóêöi¨ âèðó÷êà ôiðìè

äåùî çìåíøèòüñÿ (äî 20333 äîë. íà ìiñÿöü).

Çàóâàæåííÿ Äëÿ ôàõiâöÿ îòðèìàííÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíó çàäà÷i íå

ìîæå ñëóãóâàòè êiíöåâîþ ìåòîþ. Âàæëèâiøèì ¹ àíàëiç îòðèìàíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Îñêiëüêè çîâíiøíi òà âíóòðiøíi óìîâè áóäü-ÿêî¨ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè

äîñèòü ìiíëèâi, òî ôàõiâöÿ, ÿêèé ôîðìóëþ¹ çàäà÷ó, ÿê ïðàâèëî, öiêà-

âèòü òàêîæ ñòiéêiñòü îïòèìàëüíîãî ïëàíó, ùî ïîâ'ÿçàíà ç ïåâíèìè äi-

àïàçîíàìè çìií êîåôiöi¹íòiâ, ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó âåêòîðàõ Ñ, Â òà ìàòðèöi

À. Âðàõóâàííÿ çìií îáñÿãiâ ðåñóðñiâ, öií íà ïðîäóêöiþ, òåõíîëîãi÷íèõ

êîåôiöi¹íòiâ äà¹ çìîãó âèçíà÷àòè, â ÿêèõ ìåæàõ çìiíè óìîâ ôóíêöiî-

íóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè ïðèçâîäèòèìóòü äî íåñóòò¹âèõ çìií îïòè-

ìàëüíîãî ïëàíó, à êîëè òàêèé ïëàí ñòà¹ íàâiòü íåäîïóñòèìèì.

Êðiì òîãî, çà ðåçóëüòàòàìè àíàëiçó ëiíiéíèõ ìîäåëåé ìîæíà âèçíà÷è-

òè íàïðÿìêè ðîçâèòêó ñèñòåìè, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ (âèÿâèòè òi ðåñóðñè,

çáiëüøåííÿ îáñÿãó ÿêèõ ïðèâåäå äî ïîêðàùàííÿ çíà÷åííÿ öiëüîâî¨ ôóí-

êöi¨, ìîæëèâîñòi ïåâíî¨ çìiíè ðiâíÿ öií íà ïðîäóêöiþ, ùî âèãîòîâëÿ¹-

òüñÿ òîùî), â ðàìêàõ ÿêèõ ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîãî ïëàíó íå çìiíèòüñÿ.

Ëiíiéíå ïðîãðàìóâàííÿ çàáåçïå÷ó¹ øèðîêi ìîæëèâîñòi òàêîæ ïðè

àíàëiçi ìîäåëåé íà ÷óòëèâiñòü i ïðîâåäåííi ïàðàìåòðè÷íèõ äîñëiäæåíü.

5.9. Êîíòðîëüíi ïèòàííÿ

1. Äàéòå åêîíîìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ ïðÿìî¨ òà äâî¨ñòî¨ çàäà÷ ëiíiéíî-

ãî ïðîãðàìóâàííÿ.

2. ßê âèçíà÷èòè, ùî ðåñóðñ ¹ äåôiöèòíèì (íåäåôiöèòíèì)?

3. ßê âèçíà÷èòè, ùî âèðîáíèöòâî ïðîäóêöi¨ ¹ ðåíòàáåëüíèì (íåðåí-

òàáåëüíèì)?

4. ßê âïëèâà¹ íà îïòèìàëüíèé ïëàí ââåäåííÿ äîäàòêîâîãî îáìåæåí-

íÿ?

5. ßê âïëèâà¹ íà îïòèìàëüíèé ïëàí ââåäåííÿ íîâî¨ çìiííî¨?
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6. ßê âèçíà÷èòè ñòàòóñ ðåñóðñiâ ïðÿìî¨ çàäà÷i òà iíòåðâàëè ñòiéêîñòi

äâî¨ñòèõ îöiíîê âiäíîñíî çìií çàïàñiâ äåôiöèòíèõ ðåñóðñiâ?

7. ßê âèçíà÷èòè ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ òà çìiíó äîõîäó ïiäïðè-

¹ìñòâà, ÿêùî çáiëüøèòè (çìåíøèòè) îáñÿã ðåñóðñiâ?

8. ßê âèçíà÷èòè ðåíòàáåëüíiñòü êîæíîãî âèäó ïðîäóêöi¨, ùî âèãî-

òîâëÿ¹òüñÿ íà ïiäïðè¹ìñòâi?

9. ßê ðîçðàõóâàòè iíòåðâàëè ìîæëèâèõ çìií öií íà îäèíèöþ êîæíîãî

âèäó ïðîäóêöi¨?

10. ßê âèðîáíèê ìà¹ çìiíèòè ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨, ùîá óíè-

êíóòè âòðàò, ïîâ'ÿçàíèõ iç íàäâèðîáíèöòâîì âiäïîâiäíîãî âèäó

ïðîäóêöi¨?

5.10. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Ó íàâåäåíèõ íèæ÷å çàäà÷àõ âèêîíàòè òàêi äi¨:

1. çàïèñàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïðÿìî¨ òà äâî¨ñòî¨ çàäà÷;

2. çàïèñàòè îïòèìàëüíi ïëàíè ïðÿìî¨ òà äâî¨ñòî¨ çàäà÷, äàòè ¨õ åêî-

íîìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ;

3. âèçíà÷èòè ñòàòóñ ðåñóðñiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ âèðîáíèöòâà

ïðîäóêöi¨, òà ðåíòàáåëüíiñòü êîæíîãî âèäó ïðîäóêöi¨;

4. îá÷èñëèòè iíòåðâàëè ñòiéêîñòi äâî¨ñòèõ îöiíîê ñòîñîâíî çìiíè çà-

ïàñiâ äåôiöèòíèõ ðåñóðñiâ;

5. ðîçðàõóâàòè iíòåðâàëè ìîæëèâèõ çìií öií íà îäèíèöþ ðåíòàáåëü-

íî¨ ïðîäóêöi¨.

Çàäà÷à 4.1. Ïiäïðè¹ìñòâî âèãîòîâëÿ¹ òðè âèäè ïðîäóêöi¨: À, Â i Ñ,

âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ öüîãî òðè âèäè ðåñóðñiâ 1, 2, 3. Íîðìè âèòðàò óñiõ

ðåñóðñiâ íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi ïðîäóêöi¨ òà çàïàñè ðåñóðñiâ íàâåäåíi

â òàáëèöi:
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Ðåñóðñ Íîðìà âèòðàò ðåñóðñó

íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi

ïðîäóêöi¨ âèäó

Çàïàñ

ðåñóðñó

À Â Ñ

1 18 15 12 360

2 6 4 8 192

3 5 3 3 180

Âiäîìi öiíè ðåàëiçàöi¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ êîæíîãî âèäó: À � 9 óì. îä.,

Â � 10 óì. îä. i Ñ � 16 óì. îä. Âèçíà÷èòè ïëàí âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨,

ùî çàáåçïå÷ó¹ ïiäïðè¹ìñòâó íàéáiëüøèé îáñÿã âèðó÷êè.

Îñòàííÿ ñèìïëåêñ-òàáëèöÿ äàíî¨ çàäà÷i ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

Áàçèñ Ñ áàç Ïëàí 9 10 16 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6

õ 2 10 8 1 1 0 1/9 �1/6 0

õ 3 16 20 1/4 0 1 �1/18 5/24 0

õ 6 0 96 5/4 0 0 �1/6 �1/8 1

∆j ⩾ 0 400 5 0 0 2/9 5/3 0

Çàäà÷à 2 . Ïiäïðè¹ìñòâî âèãîòîâëÿ¹ ïðîäóêöiþ âèäiâ À, Â i Ñ, äëÿ

÷îãî âèêîðèñòîâó¹ òðè âèäè ðåñóðñiâ. Íîðìè âèòðàò öèõ ðåñóðñiâ íà âè-

ðîáíèöòâî îäèíèöi êîæíîãî âèäó ïðîäóêöi¨ òà îáñÿãè ðåñóðñiâ, íàÿâíèõ

íà ïiäïðè¹ìñòâi, íàâåäåíi â òàáëèöi:

Ðåñóðñ Íîðìà âèòðàò ðåñóðñó

íà âèðîáíèöòâî îäèíèöi

ïðîäóêöi¨ âèäó

Çàïàñ ðå-

ñóðñó

À Â Ñ

1 4 2 1 180

2 3 1 3 210

3 1 2 5 244

Âiäîìi öiíè ðåàëiçàöi¨ îäèíèöi ïðîäóêöi¨ êîæíîãî âèäó: À � 10 óì.

îä., Â � 14 óì. îä. i Ñ � 12 óì. îä. Âèçíà÷èòè ïëàí âèðîáíèöòâà, ùî

çàáåçïå÷ó¹ ïiäïðè¹ìñòâó íàéáiëüøó âèðó÷êó âiä ðåàëiçàöi¨ ïðîäóêöi¨.
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Îñòàííÿ ñèìïëåêñ-òàáëèöÿ, ùî ìiñòèòü îïòèìàëüíèé ïëàí çàäà÷i,

ìà¹ òàêèé âèãëÿä:
Áàçèñ Ñ áàç Ïëàí 10 14 12 0 0 0

õ 1 õ 2 õ 3 õ 4 õ 5 õ 6

õ 2 14 82 19/8 1 0 5/8 0 �1/8

õ 5 0 80 23/8 0 0 1/8 1 �5/8

õ 3 12 16 �3/4 0 1 �1/4 0 1/4

∆j ⩾ 0 1340 57/4 0 0 23/4 0 5/4

6. Òðàíñïîðòíà çàäà÷à òà ¨¨ ìîäèôiêàöi¨

ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à äîñòàâêè ïðîäóêòó, ÿêèé ó ïåâíèõ îáñÿãàõ ïðî-

ïîíó¹òüñÿ ðiçíèìè âèðîáíèêàìè. Âiäîìî, ÿêèé îáñÿã ïðîäóêòó ïîòði-

áåí ñïîæèâà÷àì. Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè, âiä ÿêèõ âèðîáíèêiâ i â ÿêèõ îá-

ñÿãàõ ñïîæèâà÷àì âèãiäíiøå îòðèìóâàòè ïðîäóêò. Ïîñòà÷àííÿ ìàþòü

çäiéñíþâàòèñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá ñóêóïíi âèòðàòè íà òðàíñïîðòóâàííÿ

ïðîäóêòó áóëè íàéìåíøèìè.

1.1. Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ìîäåëi

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Äåÿêèé îäíîðiäíèé ïðîäóêò, ùî çíàõîäèòüñÿ ó

m ïîñòà÷àëüíèêiâ A1, . . . , Am â îáñÿãàõ a1, . . . , am îäèíèöü âiäïîâiäíî

íåîáõiäíî ïåðåâåçòè n ñïîæèâà÷àì B1, . . . , Bn â îáñÿãàõ b1, . . . , bn îäè-

íèöü. Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà, ùî çàãàëüíèé íàÿâíèé îáñÿã ïðî-

äóêöi¨ ó ïîñòà÷àëüíèêiâ äîðiâíþ¹ çàãàëüíîìó ïîïèòó âñiõ ñïîæèâà÷iâ.

Âiäîìi âàðòîñòi ïåðåâåçåíü îäèíèöi ïðîäóêöi¨ âiä êîæíîãî

Íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ïëàí ïåðåâåçåíü, çà ÿêîãî âñÿ ïðîäóêöiÿ áóëà

á âèâåçåíà âiä ïîñòà÷àëüíèêiâ, ïîâíiñòþ çàäîâîëåíi ïîòðåáè ñïîæèâà÷iâ

i çàãàëüíà âàðòiñòü âñiõ ïåðåâåçåíü áóëà á ìiíiìàëüíîþ. Ó òàêié ïîñòà-

íîâöi çàäà÷i åôåêòèâíiñòü ïëàíó ïåðåâåçåíü âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî âàðòiñòþ

i òàêà çàäà÷à ìà¹ íàçâó òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i çà êðèòåði¹ì âàðòîñòi ïå-

ðåâåçåíü.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü. Óâåäåìî òàêi çìiííi:
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ai � âåëè÷èíà ïðîïîçèöi¨ ïðîäóêòó â ïóíêòi i, i = 1,m;

bj � âåëè÷èíà ïîïèòó íà ïðîäóêò ó ïóíêòi j, j = 1, n;

cij � âèòðàòè íà òðàíñïîðòóâàííÿ îäèíèöi ïðîäóêòó ç ïóíêòó i äî

ïóíêòó j;

xij- êiëüêiñòü ïðîäóêòó, ùî ïåðåâîçèòüñÿ ç ïóíêòó i äî ïóíêòó j.

Ó çðîáëåíèõ ïîçíà÷åííÿõ òðàíñïîðòíó çàäà÷ó ìîæíà çàïèñàòè òà-

êèì ÷èíîì:

L =

m∑
i=1

n∑
j=1

cij xij → min; (1.1)

n∑
j=1

xij = ai, i = 1,m; (1.2)

m∑
i=1

xij = bj , j = 1, n; (1.3)

xij ⩾ 0; i = 1,m, j = 1, n. (1.4)

Iñíó¹ êiëüêà âàðiàíòiâ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i.

1.2. Çàìêíåíà (çáàëàíñîâàíà) òðàíñïîðòíà çàäà÷à

Çàãàëüíèé ïîïèò äîðiâíþ¹ çàãàëüíié ïðîïîçèöi¨.
m∑
i=1

ai =

n∑
j=1

bj .

Öÿ ðiâíiñòü ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ äîïóñòèìîãî

ïëàíó çàäà÷i (1.1) - (1.4).

1.3. Âiäêðèòà (íåçáàëàíñîâàíà) òðàíñïîðòíà çàäà÷à

À. Íåõàé iñíó¹ íàäëèøîê ïðîäóêòó, òîáòî
m∑
i=1

ai >

n∑
j=1

bj

Òàêó çàäà÷ó ìîæíà çâåñòè äî çàìêíóòî¨ çàäà÷i.

Ñïîñiá çâåäåííÿ äî çáàëàíñîâàíî¨ çàäà÷i.

Íåõàé:
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bn+1 - âåëè÷èíà íàäëèøêó ïðîäóêöi¨, bn+1 =

m∑
i=1

ai −
n∑

j=1

bj ;

ci,n+1 -øòðàô çà îäèíèöþ íå ðåàëiçîâàíîãî ïðîäóêòó â ïóíêòi i;

yi - îá'¹ì ïðîäóêòó, íå ðåàëiçîâàíîãî â ïóíêòi i.

Çáàëàíñîâàíà òðàíñïîðòíà çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä

L =

m∑
i=1

n∑
j=1

cij xij +

m∑
i=1

ci,n+1 yi → min;

n∑
j=1

xij + yi = ai, i = 1,m;

m∑
i=1

yi = bj , j = 1, n;

m∑
i=1

yi = bn+1;

xij ⩾ 0; yi ⩾ 0; i = 1,m, j = 1, n.

Á. Íåõàé iñíó¹ äåôiöèò ïðîäóêòó, òîáòî
m∑
j=1

ai <

n∑
i=1

bj

Òàêó çàäà÷ó ìîæíà çâåñòè äî çàìêíóòî¨ çàäà÷i.

Ñïîñiá çâåäåííÿ äî çàìêíóòî¨ çàäà÷i.

Íåõàé:

am+1 - âåëè÷èíà äåôiöèòó ïðîäóêöi¨, am+1 =

n∑
i=1

bj −
m∑
j=1

ai;

cm+1,j � øòðàô çà îäèíèöþ ïðîäóêòó, íåäîïîñòàâëåíîãî â ïóíêò j;

yj - îá'¹ì ïðîäóêòó, íåäîïîñòàâëåíîãî äî ïóíêòó j.

Çàìêíóòà òðàíñïîðòíà çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

L =

m∑
i=1

n∑
j=1

cij xij +

n∑
j=1

cm+1,j yj → min;

n∑
j=1

xij = ai, i = 1,m;
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m∑
i=1

xij + yi = bj , j = 1, n;

n∑
j=1

yj = am+1;

xij ⩾ 0; yj ⩾ 0; i = 1, k, j = 1, n.

1.4. Òðàíñïîðòíà çàäà÷à ç çàáîðîíàìè

ßêùî E � ìíîæèíà ïàð iíäåêñiâ (i, j) òàêèõ, ùî ç ïóíêòó i â ïóíêò

j äîïóñêà¹òüñÿ ïåðåâåçåííÿ ïðîäóêòó. Ìiæ áóäü-ÿêèìè iíøèìè äâîìà

ïóíêòàìè ïåðåâåçåííÿ íåìîæëèâà. Íåõàé

cij =

{
cij , (i, j) ∈ E;

M, (i, j) /∈ E,

äå M ⩾ c

m∑
i=1

ai, c = max cij

1.5. Òðàíñïîðòíà çàäà÷à ç ôiêñîâàíèìè ïåðåâåçåííÿìè

ßêùî îáñÿã ïåðåâåçåíü ìiæ ïóíêòàìè i òà j çàäàíî, òî â çàäà÷i (1.1)

- (1.4) ââîäèòüñÿ äîäàòêîâå îáìåæåííÿ xij = νij , äå νij - çàäàíèé îáñÿã

ïåðåâåçåíü.

1.6. Çàäà÷à ç îáìåæåííÿìè íà ïðîïóñêíi ñïðîìîæíîñòi

ßêùî îáñÿã ïåðåâåçåíü iç ïóíêòó i â ïóíêò j îáìåæåíèé âåëè÷èíîþ

wij , òî â çàäà÷i 1.1 - 1.4 ââîäèòüñÿ äîäàòêîâå îáìåæåííÿ xij ⩽ wij .

1.7. Òðàíñïîðòíà çàäà÷à ç ôiêñîâàíèìè äîïëàòàìè

Ïðèïóñòèìî, ùî ó âiäêðèòié òðàíñïîðòíié çàäà÷i ìà¹ ìiñöå äåôiöèò

ïðîäóêòó i äëÿ éîãî óñóíåííÿ â ïóíêòàõ i = m+ 1, k, ìîæëèâå ñòâîðåííÿ

íîâèõ ïîòóæíîñòåé di.

Íåõàé zi = 1, ÿêùî â ïóíêòi i, i = m+ 1, k, ââîäÿòüñÿ ïîòóæíîñòi di;

zi = 0, ÿêùî â ïóíêòi i ïîòóæíîñòi íå ââîäÿòüñÿ.
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Âèòðàòè íà ââåäåííÿ ïîòóæíîñòåé di ó ïóíêòi i, i = m+ 1, k, ñòà-

íîâëÿòü ui. Ç óðàõóâàííÿì ìîæëèâîñòi ñòâîðåííÿ íîâèõ ïîòóæíîñòåé

òðàíñïîðòíà çàäà÷à ìîæå áóòè çàïèñàíà â òàêîìó âèãëÿäi:

L =

k∑
i=1

n∑
j=1

cij xij +

k∑
i=m+1

ui zi → min; (1.5)

n∑
j=1

xij = ai, i = 1,m; (1.6)

n∑
j=1

xij ⩽ dizi, i = m+ 1, k; (1.7)

k∑
i=1

xij = bj , j = 1, n; (1.8)

xij ⩾ 0; zi ∈ {0; 1}; i = 1, k, j = 1, n. (1.9)

Êðiì íåïåðåðâíèõ çìiííèõ xij ó ìîäåëü âêëþ÷åíî áóëåâi çìiííi zi.

Çàäà÷à (1.5) - (1.9) ¹ çàäà÷åþ ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ çi ¾çìiøàíè-

ìè¿ çìiííèìè.

2. Ðîçïîäiëü÷i çàäà÷i

Êëàñè÷íà òðàíñïîðòíà çàäà÷à óçàãàëüíþ¹òüñÿ â ðiçíèõ íàïðÿìêàõ.

Îäíèì ç íàéáiëüø çóñòði÷à¹ìèõ óçàãàëüíåíü ¹ òàê çâàíà ðîçïîäiëü÷à

çàäà÷à, àáî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðîçïîäiëó âçà¹ìîçàìiííèõ ðåñóðñiâ.

1.1. Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ìîäåëi

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Çíàéòè îïòèìàëüíèé ðîçïîäië m ðiçíèõ âçà¹ìî-

çàìiííèõ ðåñóðñiâ, íàÿâíèõ ó êiëüêîñòi a1, . . . , ai, . . . , am, äëÿ çàäîâîëåí-

íÿ n ðiçíèõ ïîòðåá ó êiëüêîñòÿõ b1, . . . , bj , . . . , bn ïðè çàäàíèõ ìàòðèöÿõ

∥cij∥ òà ∥λij∥, äå cij � îöiíêè âèêîðèñòàííÿ îäèíèöi i-ãî ðåñóðñó íà

çàäîâîëåííÿ j-x ïîòðåá i λij - êiëüêiñòü îäèíèöü j-x ïîòðåá, ÿêi çàäî-

âîëüíÿþòüñÿ îäèíèöåþ i-ãî ðåñóðñó.
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Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü. Óâåäåìî çìiííi xij - êiëüêiñòü îäèíèöü i-x

ðåñóðñiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ çàäîâîëåííÿ j-x ïîòðåá.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi n′ = mn âåëè÷èí xij , ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâàì:

xij ⩾ 0, (i = 1,m, j = 1, n), (1.1)
n∑

j=1

xij ⩽ ai, (i = 1,m), (1.2)

m∑
i=1

λijxij ⩾ bj , (j = 1, n), (1.3)

i ìàêñèìiçóþòü (àáî ìiíiìiçóþòü) ôóíêöiþ

L =

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij (1.4)

Çàäà÷ó (1.1) � (1.4) ïðèéíÿòî íàçèâàòè ðîçïîäiëü÷îþ. Â ëiòåðàòóði ìî-

æíà çóñòðiòè òàêîæ i iíøi íàçâè çàäà÷i. Îäíå ç íèõ � λ-çàäà÷à � ïîâ'ÿçàíî

ç ïîçíà÷åííÿìè êîåôiöi¹íòiâ â óìîâàõ (1.3); iíøå � óçàãàëüíåíà òðàíñ-

ïîðòíà çàäà÷à � ïiäêðåñëþ¹ áëèçüêiñòü óìîâ (1.2)�(1.3) äî îáìåæåíü

çâè÷àéíî¨ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i.

Çàëåæíî âiä êîíêðåòíîãî õàðàêòåðó çàäà÷i ìîæå âàðiþâàòèñÿ êîí-

êðåòíèé çìiñò, à òàêîæ ðîçìiðíiñòü âèõiäíèõ âåëè÷èí ai, bj , cij λij , ùî

ñâî¹þ ÷åðãîþ ïðèçâåäå äî äåÿêî¨ ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi (1.1) � (1.4).

Òàê, íàïðèêëàä, λij ìîæå âèðàæàòè ÷èñëî îäèíèöü i-x ðåñóðñiâ, ùî

âèòðà÷àþòüñÿ íà îäèíèöþ j-x ïîòðåá. Òîäi îáìåæåííÿ (1.2) i (1.3) çàìi-

íþþòüñÿ íà
∑

xij ⩽ ai òà
∑

xij/λij ⩾ bj . ßêùî ïðè öüîìó cij îçíà÷à-

þòü îöiíêè îäèíèöi j-òîãî âèðîáó â ãðí/øò., òî çìiíèòüñÿ i âèðàç äëÿ

öiëüîâî¨ ôóíêöi¨ L =
∑∑

cij/λij xij , i ò. ä. Ôóíêöiÿ L ìîæå ìàêñè-

ìiçóâàòèñÿ, ÿêùî cij îçíà÷àþòü ïðèáóòîê, âàðòiñòü i ò.ä., àáî ìiíiìiçó-

âàòèñÿ, ÿêùî öi îöiíêè âèìiðþþòü âèòðàòè, ñîáiâàðòiñòü i ò.ä. Ôîðìà

ìîäåëi òàêîæ çàëåæàòèìå âiä âèáîðó çìiííèõ xij .

Íåçàëåæíî âiä öèõ êîíêðåòíèõ ìîäèôiêàöié ìîäåëi (1.1) � (1.4), âîíà

ìà¹ äåÿêó ñõîæiñòü iç òðàíñïîðòíîþ. Îäíàê íàÿâíiñòü â îäíié iç ãðóï
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îáìåæåíü ìíîæíèêiâ λij ïðèçâîäÿòü i äî âiäîìèõ óñêëàäíåíü ïiä ÷àñ

àíàëiçó öèõ ìîäåëåé. Ðîçïîäiëüíi çàäà÷i ðîçâ'ÿçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ

ñïåöiàëüíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ, ùî ÿâëÿþòü ñîáîþ ìîäèôiêàöiþ

ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ òðàíñïîðòíèõ çàäà÷.

Ïðè äåÿêèõ ñïåöiàëüíèõ âëàñòèâîñòÿõ ìàòðèöi ∥λij∥ âèíèêàþòü ÷à-
ñòèííi âèäè ðîçïîäiëü÷èõ çàäà÷, ÿêi ìîæóòü áóòè ïðèâåäåíi äî ìîäåëåé

çâè÷àéíèõ òðàíñïîðòíèõ çàäà÷.

Òàêèìè ÷àñòèííèìè âèïàäêàìè çàäà÷ ¹:

1. ïðîñòi ðîçïîäiëü÷i çàäà÷i ;

2. çàäà÷i ç îäíîðiäíèìè ðåñóðñàìè;

3. çàäà÷i ç ïðîïîðöiéíèìè ðåñóðñàìè.

Óìîâè çàäà÷i (1.1)�(1.4) çðó÷íî çàäàâàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi. Ðÿäîê i

âiäïîâiäà¹ i-é óìîâi ñèñòåìè (1.2); ñòîâï÷èê j âiäïîâiäà¹ j-ìó ðiâíÿííþ

ñèñòåìè (1.3).

ai\bj b1 b2 . . . bn

a1 ⩾ c11; λ11 c12; λ12 . . . c1n; λ1n

a1 ⩾ c21; λ21 c22; λ22 . . . c2n; λ2n

...
...

...
. . .

. . .

a1 ⩾ cm1; λm1 cm21; λm2 . . . cnn; λmn

Â áàãàòüîõ çàñòîñóâàííÿõ êîåôiöi¹íòè λij > 0. Áóäåìî ââàæàòè, ùî öÿ

óìîâà âèêîíàíà â ïîäàëüøîìó, àëå ìîæëèâèé i áiëüø çàãàëüíèé âèïà-

äîê.

1.2. Ïðîñòi ðîçïîäiëü÷i çàäà÷i

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Íåõàé ¹ m ðiçíèõ âçà¹ìîçàìiííèõ ðåñóðñiâ, íà-

ÿâíèõ ó êiëüêîñòi a1, . . . , ai, . . . , am, òà n íàïðÿìêiâ, â ÿêèõ âîíè ìîæóòü

áóòè âèêîðèñòàíi â îáñÿãàõ b1, . . . , bj , . . . , bn îäèíèöü. Çàäàíà ìàòðèöÿ

âèòðàò C = ∥cij∥, äå cij õàðàêòåðèçó¹ âèòðàòè, ïîâ'ÿçàíi ç âèêîðèñòà-

ííÿì 1 îäèíèöi i-ãî ðåñóðñó â j-ìó íàïðÿìêó. Âèçíà÷èòè îïòèìàëüíèé
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ðîçïîäië ðåñóðñiâ ìiæ ðiçíèìè íàïðÿìêàìè, ïðè ÿêîìó ñóìàðíi âèòðàòè

äîñÿãíóòü ìiíiìóìó.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü. Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî õî÷ â öié çàäà÷i i âè-

êîðèñòîâó¹òüñÿ íåòðàíñïîðíà òåðìiíîëîãiÿ, íàñïðàâäi âîíà íå âiäðiçíÿ-

¹òüñÿ âiä çâè÷àéíî¨ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i. Öå äiéñíî òàê, îñêiëüêè ìàòå-

ìàòè÷íà ìîäåëi îäíàêîâi.

Óâåäåìî çìiííi xij - êiëüêiñòü îäèíèöü i-x ðåñóðñiâ, ùî âèêîðèñòîâó-

þòüñÿ â j-ìó íàïðÿìêó. Òîäi çàäà÷à ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíà íàñòó-

ïíèì ÷èíîì:

L =

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij → min,

n∑
j=1

xij ⩽ ai, (i = 1,m),

m∑
i=1

xij ⩾ bj , (j = 1, n),

xij ⩾ 0, (i = 1,m, j = 1, n).

Òóò ìà¹ìî, ùî λij = 1 çà áóäü-ÿêèõ i i j.

ßê áà÷èìî, ÿêùî ñëîâî "ðîçïîäië"çàìiíèòè ñëîâîì "òðàíñïîðòóâàí-

íÿ òî çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî íåçáàëàíñîâàíî¨ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i. Ïîäàëü-

øå ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîâîäèòüñÿ êëàñè÷íèìè ìåòîäàìè.

Ïðèêëàä 1. ×îòèðè ðiçíèõ ïiäïðè¹ìñòâà ìîæóòü âèïóñêàòè áóäü-ÿêèé

iç ÷îòèðüîõ âèäiâ ïðîäóêöi¨. Âèðîáíè÷i ïîòóæíîñòi ïiäïðè¹ìñòâ äàþòü

çìîãó çàáåçïå÷èòè âèïóñê ïðîäóêöi¨ êîæíîãî âèäó â êiëüêîñòÿõ 50, 70,

100 i 30 òèñ. øò., à ïëàíîâå çàâäàííÿ ñòàíîâèòü âiäïîâiäíî 30, 80, 20 i

100 òèñ. øò. Ìàòðèöÿ

C = ∥cij∥ =


9 5 4 8

5 7 9 4

6 4 8 6

8 6 7 5

 ,

õàðàêòåðèçó¹ ñîáiâàðòiñòü îäèíèöi j-òîãî âèäó ïðîäóêöi¨ ïðè âèðîáíè-

öòâi éîãî íà i-ìó ïiäïðè¹ìñòâi. Çíàéòè îïòèìàëüíèé ðîçïîäië ïëàíîâîãî
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çàâäàííÿ ìiæ ïiäïðè¹ìñòâàìè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòðiáíî âñòàíîâèòè, ÿêà êiëüêiñòü ïðîäóêöi¨ êîæíîãî

âèäó ìà¹ âèãîòîâëÿòèñÿ íà êîæíîìó ïiäïðè¹ìñòâi, ùîá çàãàëüíà ñîái-

âàðòiñòü âèðîáíèöòâà ÷îòèðüîõ âèäiâ ïðîäóêöi¨ áóëà ìiíiìàëüíà.

Îá'¹ì âèðîáíèöòâà ïðîäóêöi¨ íà ïiäïðè¹ìñòâàõ 50+70+100+30 = 250

ïåðåâèùó¹ ïëàíîâå çàâäàííÿ 30 + 80 + 20 + 100 = 230 íà 20 îäèíèöü,

òîìó ïëàíîâå çàâäàííÿ áóäå âèêîíàíî.

Ñêëàäåìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xij êiëüêiñòü

ïðîäóêöi¨ (ó òèñ. øò) j-òîãî âèäó ïðè âèðîáíèöòâi éîãî íà i-ìó ïiäïðè-

¹ìñòâi. ßêùî ïîçíà÷èòè ñóìàðíi âèòðàòè (ñîáiâàðòiñòü) íà âèðîáíèöòâî

ïðîäóêöi¨ ÷åðåç L, òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çâîäèòüñÿ äî ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨

:

L = 9 x11 + 5 x12 + . . .+ 5 x44 → min (1.5)

îáìåæåííÿ ïî âèðîáíèöòâó - íåðiâíîñòÿìè
x11 + x12 + x33 + x14 ⩽ 50,

x21 + x22 + x23 + x24 ⩽ 70,

x31 + x32 + x33 + x34 ⩽ 100,

x41 + x42 + x43 + x44 ⩽ 30;

(1.6)

îáìåæåííÿ ïî ïëàíîâîìó çàâäàííþ - ðiâíÿííÿìè
x11 + x21 + x31 + x41 = 30,

x12 + x22 + x32 + x42 = 80,

x13 + x23 + x33 + x43 = 20,

x14 + x24 + x34 + x44 = 100;

(1.7)

xij ⩾ 0, i, j = 1, 4. (1.8)

Êîåôiöi¹íòè ôóíêöi¨ (1.13) õàðàêòåðèçóþòü ñîáiâàðòiñòü (ó ãðí.) îäè-

íèöi ïðîäóêöi¨ ïðè âèðîáíèöòâi íà ïiäïðè¹ìñòâàõ; íåðiâíîñòi(1.14) ñâiä-

÷àòü ïðî íåïîâíå âèêîðèñòàííÿ âèðîáíè÷èõ ïîòóæíîñòåé ïiäïðè¹ìñòâ;

ðiâíîñòi (1.15) - ïðî ïîâíå âèêîíàííÿ ïëàíîâîãî çàâäàííÿ.

Ç (1.13) - (1.16) âèäíî, ùî çàäà÷à, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íàëåæèòü äî

çàäà÷ òðàíñïîðòíîãî òèïó i ¹ íåçáàëàíñîâàíîþ. ¾Ïîñòàâêàìè¿ ó öüîìó
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âèïàäêó ìè ââàæà¹ìî âèðîáíèöòâî ïðîäóêöi¨, à ¾òàðèôàìè¿ - ñîáiâàð-

òiñòü âèðîáëåííÿ ïðîäóêöi¨ êîæíîãî âèäó íà ïiäïðè¹ìñòâàõ.

Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ìîäåëi (1.13) - (1.16) íà çáàëàíñîâàíó ñëiä óâåñòè

â ðîçãëÿä ôiêòèâíèé ï'ÿòèé ïðîäóêò, ÿêèé äàñòü çìîãó ¾çàâàíòàæèòè¿

ïiäïðè¹ìñòâà äëÿ âèêîíàííÿ ïëàíîâîãî çàâäàííÿ â îáñÿçi 20 òèñ. øò.

¾Ñîáiâàðòiñòü¿ âèðîáëåííÿ ôiêòèâíîãî ïðîäóêòó, ùî ¾âèïóñêà¹òüñÿ¿

ïiäïðè¹ìñòâàìè, ïðèðîäíî ïîêëàñòè ðiâíèì íóëþ.

Òåïåð ìîæíà çàïèñàòè âñi ïåðåòâîðåíi äàíi â âèõiäíó òàáëèöþ äåÿêî¨

óìîâíî¨ òðàíñïîðíî¨ çàäà÷i

ai\bj 30 80 20 100 20

50 9 5 4 8 0

70 5 7 9 4 0

100 6 4 8 6 0

30 8 6 7 5 0

Ïîäàëüøèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðîâîäèòüñÿ êëàñè÷íèìè ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçàííÿ

òðàíñïîðòíèõ çàäà÷. Ìåòîäîì ïîòåíöiàëiâ îòðèìà¹ìî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

X∗:

X∗ =


0 10 20 0 20

0 0 0 70 0

30 70 0 0 0

0 0 0 30 0

 .

Âiäïîâiäíî äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó ìàòèìåìî ùî: 1-øå ïiäïðè¹ìñòâî âè-

ïóñêà¹ 10 òèñ. øò. 2-ãî òà 20 òèñ. øò. 3-îãî âèäó ïðîäóêöiþ, 2-ãå ïiä-

ïðè¹ìñòâî � 70 òèñ. øò. 3-ãî âèäó ïðîäóêöi¨, 3-òå ïiäïðè¹ìñòâî âèïóñêà¹

30 òèñ.øò. 1-ãî òà 70 òèñ. øò 2-ãî âèäó ïðîäóêöi¨ i, íàðåøòi, 4-òå ïiä-

ïðè¹ñòâî âñi 30 ãîä âèãîòîâëÿ¹ 4-é âèä ïðîäóêöi¨. Ïîòóæíiñòü ïåðøîãî

ïiäïðè¹ìñòâà áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â êiëüêîñòi 20 òèñ. øò.

Ïðèêëàä 2. Íà ÷îòèðüîõ òêàöüêèõ âåðñòàòàõ ç îáñÿãîì ðîáî÷îãî ÷àñó

200, 300, 250 i 400 ñòàíêî-ãîäèí çà 1 ãîä ìîæíà âèãîòîâèòè âiäïîâiäíî

260, 200, 340 i 500 ì òêàíèíè òðüîõ àðòèêóëiâ I, II, III. Ñêëàñòè îïòè-

ìàëüíó ïðîãðàìó çàâàíòàæåííÿ âåðñòàòiâ, ÿêùî ïðèáóòîê (ó óì.îä.) âiä
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ðåàëiçàöi¨ 1 ì òêàíèíè íà i - ìó âåðñòàòi j-ãî àðòèêóëó ïðè ¨¨ âèãîòîâ-

ëåííi õàðàêòåðèçó¹òüñÿ åëåìåíòàìè ìàòðèöi

C = ∥cij∥ =


2, 5 2, 2 − 2, 8

1, 6 1, 0 1, 9 1, 2

0, 8 1, 0 0, 6 0, 9

 ,

à ñóìàðíà ïîòðåáà â òêàíèíi êîæíîãî ç àðòèêóëiâ äîðiâíþ¹ 200, 100 i

150 òèñ. ì, âðàõîâóþ÷è, ùî òêàíèíó I àðòèêóëó íå ìîæå âèðîáëÿòèñÿ

íà òðåòüîìó âåðñòàòi.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòðiáíî âñòàíîâèòè, ÿêà êiëüêiñòü òêàíèíè êîæíîãî àð-

òèêóëó ìà¹ âèãîòîâëÿòèñÿ íà êîæíîìó âåðñòàòi, ùîá çàãàëüíèé ïðèáó-

òîê âiä ðåàëiçàöi¨ ãîòîâî¨ ïðîäóêöi¨ áóâ ìàêñèìàëüíèì.

Íà ïåðøîìó âåðñòàòi ìîæíà âèãîòîâèòè 200·260 = 52 òèñ. ì òêàíèíè,

íà äðóãîìó - 300 · 200 = 60 òèñ. ì, íà òðåòüîìó - 250 · 340 = 85 òèñ. ì,

íà ÷åòâåðòîìó - 400 · 500 = 200 òèñ. ì, à âñüîãî - 397 òèñ. ì. Îñêiëüêè

ñóìàðíà ïîòðåáà â òêàíèíè âñiõ òðüîõ àðòèêóëiâ ñòàíîâèòü 450 òèñ. ì,

òî íà 53 òèñ. ì ïîïèò çàäîâîëüíèòè íå âäàñòüñÿ.

Ñêëàäåìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xij êiëüêiñòü

òêàíèíè (ó òèñ. ì) i-ãî àðòèêóëó, âèãîòîâëåíî¨ íà j-ìó âåðñòàòi, à ÷åðåç L

� çàãàëüíèé ïðèáóòîê, òîäi ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i çâåäåòüñÿ äî ìàêñèìiçàöi¨

ôóíêöi¨

L = 2, 5 x11 + . . .+ 0, 9 x34 → max (1.9)

ïðè îáìåæåííÿõ 
x11 + x12 + x14 ⩽ 200

x21 + x22 + x23 + x24 ⩽ 100

x31 + x32 + x33 + x34 ⩽ 150

(1.10)


x11 + x21 + x31 = 52

x12 + x22 + x32 = 60

x23 + x33 = 85

x14 + x24 + x34 = 200

(1.11)

xij ⩾ 0 (i = 1, 3; j = 1, 4). (1.12)
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Êîåôiöi¹íòè ôóíêöi¨ (1.9) õàðàêòåðèçóþòü ïðèáóòîê (ó òèñ. ãðí.) âiä

ðåàëiçàöi¨ êîæíî¨ òèñÿ÷i ìåòðiâ òêàíèíè; íåðiâíîñòi(1.10) ñâiä÷àòü ïðî

íåïîâíå çàäîâîëåííÿ ïîòðåáè â òêàíèíi; ðiâíîñòi (1.11) - ïðî ïîâíå âè-

êîðèñòàííÿ âèðîáíè÷èõ ïîòóæíîñòåé.

Ç (1.9) - (1.12) âèäíî, ùî çàäà÷à, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íàëåæèòü äî

çàäà÷ òðàíñïîðòíîãî òèïó i ¹ íåçáàëàíñîâàíîþ. ¾Ïîñòàâêàìè¿ ó öüîìó

âèïàäêó ìè ââàæà¹ìî îáñÿã âèïóñêó òêàíèíè, à ¾òàðèôàìè¿ - ïðèáóòîê

âiä ðåàëiçàöi¨ êîæíî¨ òèñÿ÷i ìåòðiâ òêàíèíè êîæíîãî ç àðòèêóëiâ.

Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ìîäåëi (1.9) - (1.12) íà çáàëàíñîâàíó ñëiä óâåñòè â

ðîçãëÿä ôiêòèâíèé ï'ÿòèé âåðñòàò, ÿêèé äàñòü çìîãó ¾âèïóñòèòè¿ âiäñó-

òíi äëÿ çàäîâîëåííÿ ïîïèòó 53 òèñ. ì òêàíèíè. ¾Ïðèáóòîê¿ âiä ðåàëiçà-

öi¨ òêàíèíè, ¾âèïóñêà¹òüñÿ¿ ôiêòèâíèì âåðñòàòîì, ïðèðîäíî ïîêëàñòè

ðiâíèì íóëþ. Òàêîæ, ñëiä ïåðåéòè äî çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ òà âðàõóâàòè, ùî

çà óìîâîþ çàäà÷i íà òðåòüîìó âåðñòàòi òêàíèíó I àðòèêóëó âèãîòîâëÿòè

íå ìîæíà. Ó çâ'ÿçêó ç öèì çìiííó x13 íåîáõiäíî çàáëîêóâàòè, ïðèïèñàâ-

øè ¨é ïîêàçíèê M , ùî äîðiâíþ¹ äóæå âåëèêîìó äîäàòíîìó ÷èñëó (äèâ.

òðàíñïîðòíó çàäà÷ó iç çàáîðîíàìè). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíó

òðàíñïîðòíó çàäà÷ó íàâåäåíó ó òàá. íèæ÷å:

ai\bj 52 60 85 200 53

200 -2.5 -2.2 M -2.8 0

100 -1.6 -1 -1.9 -1.2 0

150 -0.8 -1 -0.6 -0.9 0

Ïîäàëüøèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðîâîäèòüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì. Ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

X∗ =


0 0 0 200 0

15 0 85 0 0

37 60 0 0 53

 .

Îòæå, óñi 200 òèñ. ì òêàíèíè I àðòèêóëó ñëiä âèãîòîâëÿòè íà ÷åòâåð-

òîìó âåðñòàòi, íà ùî çíàäîáèòüñÿ 200:0,5=400 ñòàíêî- ãîäèí; òêàíèíó II

àðòèêóëó - íà ïåðøîìó (15 òèñ. ì) i òðåòüîìó (85 òèñ. ì) âåðñòàòàõ, äëÿ
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÷îãî áóäå ïîòðiáíî âiäïîâiäíî 15:0,26=57,69 i 85:0,34=250 ñòàíêî-ãîäèí;

òêàíèíà III àðòèêóëó - íà ïåðøîìó (37 òèñ. ì) i äðóãîìó (60 òèñ. ì)

âåðñòàòàõ, i íà öå áóäå ïîòðiáíî âiäïîâiäíî 37:0,26=142,31 i 60:0,2=300

ñòàíêî-ãîäèí. Çàãàëüíèé ïðèáóòîê ñòàíîâèòèìå 835,1 òèñ. óì.îä. Íåçà-

äîâîëåíèì çàëèøèòüñÿ ïîïèò íà 53 òèñ. ì òêàíèíè III àðòèêóëó.

1.3. Ðîçïîäiëü÷i çàäà÷i ç îäíîðiäíèìè ðåñóðñàìè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðåñóðñè a1, . . . , ai, . . . , am îäíîðiäíi òà ïîâíiñòþ

âçà¹ìîçàìiííi, ïîòðåáè b1, . . . , bj , . . . , bn - ðiçíîðiäíi (âèìiðþâàíi ó ði-

çíèõ îäèíèöÿõ). ×èñëà λij = λj (j = 1, n) âêàçóþòü êiëüêiñòü îäè-

íèöü j-x ïîòðåá, ÿêi ìîæóòü áóòè çàäîâîëåíi îäèíèöåþ áóäü-ÿêîãî ðå-

ñóðñó. ×èñëà cij õàðàêòåðèçóþòü åôåêòèâíiñòü îäèíèöi i-ro ðåñóðñó ïiä

÷àñ çàäîâîëåííÿ íèì j-x ïîòðåá (àáî ìîæóòü õàðàêòåðèçóâàòè âèòðàòè,

ïîâ'ÿçàíi ç âèêîðèñòàííÿì 1 îäèíèöi i-ãî ðåñóðñó äëÿ j-î¨ ïîòðåáè ).

Íåîáõiäíî çíàéòè îïòèìàëüíèé ïëàí ðîçïîäiëó ðåñóðñiâ çà âñiìà âè-

äàìè ïîòðåá, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ åôåêòèâíiñòþ (ìi-

íiìàëüíîþ âàðòiñòþ).

ßêùî, ÿê i â ðîçäiëi 1.1, ââåñòè çìiííi xij , ùî ïîçíà÷àþòü êiëüêiñòü

îäèíèöü i-x ðåñóðñiâ, ùî ñïðÿìîâóþòüñÿ íà çàäîâîëåííÿ j-x ïîòðåá, òî

ïðèéäåìî äî òi¹¨ ñàìî¨ ìîäåëi (1.1) � (1.4), ó ÿêié ëèøå ñïðîñòÿòüñÿ

îáìåæåííÿ (1.3), ùî íàáóâàþòü ó öüîìó ðàçi âèãëÿäó
∑
i

λj xij ⩾ bj (óñi

ðÿäêè ìàòðèöi îäíàêîâi, ò.á. λij = λ1j çà ðiçíèõ i).

Ðîçäiëèâøè öi íåðiâíîñòi ïî÷åðãîâî íà λj i ïîçíà÷èâøè
bj
λj

= b′j ,

îòðèìà¹ìî ìîäåëü çâè÷àéíî¨ òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i:∑
j

xij ⩽ ai, (i = 1,m),
∑
i

xij ⩾ b′j , (j = 1, n),

L =
∑∑

cij xij → min

ç ðåñóðñàìè ai, ïîòðåáàìè b′j i êîåôiöi¹íòàìè âèòðàò cij (àáî (−cij),

ÿêùî âåëè÷èíè cij õàðàêòåðèçóþòü åôåêòèâíiñòü ó ïîçèòèâíîìó ñåíñi).

Äî ïîäiáíèõ æå ìîäåëåé ïðèâîäÿòüñÿ çàäà÷i ç ðiçíîðiäíèìè, àëå âçà-
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¹ìîçàìiííèìè ðåñóðñàìè, i îäíîðiäíèìè ïîòðåáàìè. Ó öüîìó ðàçi çàäà-

þòüñÿ âåëè÷èíè λi, ùî õàðàêòåðèçóþòü êiëüêiñòü îäèíèöü ïîòðåá, ÿêi

ìîæóòü áóòè çàäîâîëåíi îäèíèöåþ i-ãî ðåñóðñó.

Ïðèêëàä 3. Íà òðüîõ äiëÿíêàõ ïîñiâíèõ ïëîù ðîçìiðîì ó 300, 500 i

400 ãà ìîæóòü áóòè ïîñàäæåíi 4 âèäè ñ.-ã. êóëüòóð . êóëüòóð (íàïðè-

êëàä: æèòî, ïøåíèöÿ, êóêóðóäçà, ãîðîõ i ò.ä.), ÿêi íåîáõiäíî âèðîñòèòè

â êiëüêîñòi, âiäïîâiäíî 600, 1500, 225 i 1250 ò. Ìàòðèöÿ

C =


20 60 24 10

25 40 10 20

30 15 20 15


õàðàêòåðèçó¹ ñîáiâàðòiñòü 1 ò ïðè âèðîùóâàííi íà i-é äiëÿíöi j-¨ êóëü-

òóðè . Ñêëàñòè îïòèìàëüíèé ïëàí ïîñiâó, ÿêùî âðîæàéíiñòü çà ðiçíèìè

êóëüòóðàìè íå çàëåæèòü âiä äiëÿíêè ïîñiâó i ñòàíîâèòü 20, 30, 15 i 50

ö/ãà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîòðiáíî âñòàíîâèòè, ÿêó êiëüêiñòü ïîñiâíèõ ïëîù ìà¹

áóòè çàñiÿíà ñ.-ã. êóëüòóðàìè, ùîá çàãàëüíà ñîáiâàðòiñòü âèðîùóâàííÿ

÷îòèðüîõ âèäiâ ñ.-ã. êóëüòóð áóëà ìiíiìàëüíà.

Ñêëàäåìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç xij êiëüêiñòü

ïëîù ïiä ïîñiâ (ó ãà.) äëÿ j-òîãî âèäó ñ.-ã. êóëüòóð íà i-é äiëÿíöi. ßêùî

ïîçíà÷èòè ñóìàðíi âèòðàòè (ñîáiâàðòiñòü) íà âèðîùóâàííÿ êóëüòóð ÷å-

ðåç L, òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çâîäèòüñÿ äî ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöi¨ :

L = 20 x11 + 60 x12 + . . .+ 15 x34 → min (1.13)

îáìåæåííÿ ïî ïîñiâíèì ïëîùàì - íåðiâíîñòÿìè
x11 + x12 + x33 + x14 ⩽ 300,

x21 + x22 + x23 + x24 ⩽ 500,

x31 + x32 + x33 + x34 ⩽ 400,

(1.14)
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îáìåæåííÿ ïî ïëàíîâîìó çàâäàííþ - ðiâíÿííÿìè
2x11 + 2x21 + 2x31 + 2x41 = 600,

3x12 + 3x22 + 3x32 + 3x42 = 1500,

1, 5x13 + 1, 5x23 + 1, 5x33 + 1, 5x43 = 225,

5x14 + 5x24 + 5x34 + 5x44 = 1250;

(1.15)

xij ⩾ 0, i, j = 1, 4. (1.16)

Êîåôiöi¹íòè ôóíêöi¨ (1.13) õàðàêòåðèçóþòü ñîáiâàðòiñòü (â óì.îä.) òîíè

ñ.-õ. êóëüòóðè ïðè âèðîùóâàííÿ íà äiëÿíêàõ.; Ïðè ïîáóäîâi ðiâíîñòåé

(1.15) âðàõîâàíî ùî âðîæàéíiñòü ìà¹ ðîçìiðíiñòü ò/ãà ( íàïðèêëàä: 20

ö/ãà = 2 ò/ãà i ò.ä.).

Ç (1.13) - (1.16) âèäíî, ùî çàäà÷à, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ, íàëåæèòü äî

ðîçïîäiëü÷èõ çàäà÷ ç îäíîðiäíèìè ðåñóðñàìè, áî λ1j = 2, λ2j = 3 λ3j =

1, 5 òà λ4j = 5 (j = 1, 4).

Ïëîùà ïîñiâ 300 + 500 + 400 = 1200 äîðiâíþ¹ ïëàíîâîìó çàâäàííþ

300+ 500+ 150+ 250 = 1200, òîìó îòðèìàëè çáàëàíñîâàíó òðàíñïîðòíó

çàäà÷ó.

Òåïåð ìîæíà çàïèñàòè âñi ïåðåòâîðåíi äàíi â âèõiäíó òàáëèöþ äåÿêî¨

óìîâíî¨ òðàíñïîðíî¨ çàäà÷i

ai\bj 300 500 150 250

300 20 50 24 10

500 25 40 10 20

400 30 15 20 15

Ïîäàëüøèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðîâîäèòüñÿ êëàñè÷íèìè ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçàííÿ

òðàíñïîðòíèõ çàäà÷. Ìåòîäîì ïîòåíöiàëiâ îòðèìà¹ìî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i X∗:

X∗ =


50 0 0 250

250 100 150 0

0 400 0 0

 .

Âiäïîâiäíî äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó ìàòèìåìî ùî: íà 1-é äiëÿíöi íåîáõiäíî

ïîñiÿòè 50 ãà 1-î¨ êóëüòóðè òà 250 ãà 4-î¨ êóëüòóðè; íà 2-é äiëÿíöi � 250
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ãà 1- î¨ êóëüòóðè, 100 ãà 2-î¨ êóëüòóðè òà 150 ãà 3-î¨ êóëüòóðè òà íà

3-é äiëÿíöi âñå çàñiÿòè 2-îþ êóëüòóðîþ. Çàãàëüíi âèòðàòè íà ïîñiâíó

ñêëàäà¹ 21250 óì.î.

1.4. Ðîçïîäiëü÷i çàäà÷i ç ïðîïîðöiéíèìè ðåñóðñàìè

Ðåñóðñè a1, . . . , ai, . . . , am i ïîòðåáè b1, . . . , bj , . . . , bn íåîäíîðiäíi, àëå

â ìàòðèöi ∥λij∥ , åëåìåíòè ÿêî¨ âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê ìiæ îäèíèöÿìè

ðåñóðñiâ i ïîòðåá, ðÿäêè ïðîïîðöiéíi, òîáòî λij = αiλij (j = 1, n, äå

÷èñëà αi íàçèâàþòüñÿ iíäåêñàìè i-x ðåñóðñiâ.

ßêùî â ìîäåëü (1.1) - (1.4) ïiäñòàâèòè âèðàçè äëÿ λij i ïîçíà÷èòè

a′i = ai αi, b′j =
bj
λ1j

, c′ij =
cij
αi

, yij = αi xij (1.17)

òî çíîâó îòðèìà¹ìî ìîäåëü òðàíñïîðòíî¨ çàäà÷i: çà óìîâ

yij ⩾ 0, (i = 1,m, j = 1, n), (1.18)∑
yij ⩽ a′i, (i = 1,m), (1.19)∑
yij ⩾ b′j , (j = 1, n), (1.20)

ìiíiìiçóâàòè (àáî ìàêñèìiçóâàòè) ôóíêöiþ

L =
∑∑

c′ij yij . (1.21)

Çàóâàæåííÿ 1.Çà iíøî¨, íiæ íà ïî÷àòêó ïóíêòi 1.1 iíòåðïðåòàöi¨ ÷èñåë

cij òà λij çìiíèòüñÿ ôîðìà ìîäåëi (1.1) -(1.4), à, îòæå, ïåðåõiä äî ìîäåëi

(1.18)-(1.21) ïîòðåáóâàòèìå ââåäåííÿ iíøèõ ïîçíà÷åíü (1.17). Òîìó, ïiä

÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ êîíêðåòíèõ çàäà÷, ñïî÷àòêó ñêëàäà¹òüñÿ âèõiäíà ìî-

äåëü, à ïîòiì øëÿõîì ââåäåííÿ ïîçíà÷åíü âèäó (1.17) âîíà ïðèâîäèòüñÿ

äî òðàíñïîðòíî¨ ìîäåëi.

Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî ñòðîãî¨ ïðîïîðöiéíîñòi ìiæ ðÿäêàìè ìàòðèöi

∥λij∥ íåìà¹, àëå âiäíîøåííÿ
λij

λ1j
, - íåçíà÷íî âàðiþþòü óçäîâæ ðÿäêà,

òî ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òèì ñàìèì ìåòîäîì ïåðåõîäó äî òðàíñïîðòíî¨

ìîäåëi, îá÷èñëþþ÷è iíäåêñè αi íàáëèæåíî çà ôîðìóëîþ ñåðåäíüî¨ àðè-
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ôìåòè÷íî¨ çâàæåíî¨:

αi ≈
∑

j
λij

λ1j
bj∑

j bj
. (1.22)

Ïiñëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæíà çíîâó

ïåðåðàõóâàòè óòî÷íåíi iíäåêñè çà ôîðìóëîþ

αi ≈
∑

j
λij

λ1j
y∗ij∑

j y
∗
ij

, (1.23)

äå y∗ij áåðóòüñÿ çi çíàéäåíîãî â ïåðøîìó íàáëèæåííi îïòèìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ïðèêëàä 4.Ñêëàñòè îïòèìàëüíó âèðîáíè÷ó ïðîãðàìó ç îáðîáêè ÷îòè-

ðüîõ âèäiâ âèðîáiâ À, Á, Â i Ã íà òðüîõ âçà¹ìîçàìiííèõ âåðñòàòàõ çà

òàêèìè âèõiäíèìè äàíèìè:

Ñîáiâàðòiñòü, ãðí./øò. Ïðîäóê-òü, øò./ãîä

Âåðñòàòè Ðåñóðñè ÷àñó, À Á Â Ã À Á Â Ã

I 50 5 8 4 10 10 16 12 14

II 80 8 7 9 6 15 24 18 21

III 220 3 10 8 5 5 8 - 7

Ïëàíîâå çàâäàííÿ 1000 800 600 280

Ðîçâ'ÿçàííÿ . Ïåðø çà âñå îá÷èñëþ¹ìî âiäíîøåííÿ
λij

λ1j
äëÿ âèçíà÷åííÿ

ïîäàëüøîãî ïëàíó äié.

Â ÿêîñòi áàçîâîãî âåðñòàòà âèáèðà¹ìî I âåðñòàò. Ñêëàäà¹ìî âiäíîøå-

ííÿ ïðîäóêòèâíîñòi 2-ãî âåðñòàòà äî 1-ãî òà 3-ãî âåðñòàòà äî 1-ãî. Äëÿ

2-ãî âåðñòàòó (2-é ðÿäîê) îòðèìó¹ìî:
λ21

λ11
= 15/10 = 3/2,

λ22

λ12
= 24/16 =

3/2,
λ23

λ13
= 18/12 = 3/2 òà

λ24

λ14
= 21/14 = 3/2. Àíàëîãi÷íî äëÿ 3-ãî

âåðñòàòà (3-é ðÿäîê) îðèìà¹ìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ:
λ31

λ11
= 5/10 = 1/2;

λ32

λ12
= 8/16 = 1/2 òà

λ34

λ14
= 7/14 = 1/2. Òðåò¹ âiäíîøåííÿ íå îáðàõîâó¹-

òüñÿ, îñêiëüêè çãiäíî óìîâè 3-é âåðñòàò íå îáðîáëÿ¹ äåòàëü Â.

Îñêiëüêè çíàéäåíi âiäíîøåííÿ âèêîíóþòüñÿ äëÿ âiäïîâiäíèõ ðÿäêiâ,
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âèçíà÷à¹ìî äëÿ êîæíîãî ðÿäêà iíäåêñ íàñòóïíèì ÷èíîì : α2 = 3/2 òà

α3 = 1/2. Òàêèì ÷èíîì çíàéäåíî iíäåêñiâ 2-ãî òà 3-ãî ðÿäêiâ (äëÿ 1-ãî

ðÿäêà ïðèéìà¹ìî α1 = 1), ùî äà¹ çìîãó çðîáèòè ïåðåðàõóíîê âñiõ äàíèõ

çàäà÷i çà ôîðìóëàìè (1.4).

Ïðèêëàä 5. Íåîáõiäíî ñïëàíóâàòè ðîáîòó 3 âçà¹ìîçàìiííèõ ìåõàíiçìiâ

äëÿ âèêîíàííÿ 4 âèäiâ çåìëÿíèõ ðîáiò ç óìîâè ìiíiìiçàöi¨ ñîáiâàðòîñòi.

âèõiäíi äàíi çàäà÷i íàâåäåíi â íàñòóïíié òàáëèöi

Ñîáiâàðòiñòü, ó.î./m3 Ïðîäóê-òü, m3/ã

Ìåõàíiçìè Ðåñóðñè ÷àñó, ã 1 2 3 4 1 2 3 4

I 240 2,0 1,0 0,5 1,2 30 50 30 20

II 150 0,8 1,2 0,9 0,8 55 105 75 40

III 150 0,5 1,0 0,6 0,9 18 31 25 14

Îáñÿã ðîáiò â òèñ. m3 5 12 8 8

Ðîçâ'ÿçàííÿ . Ïåðø çà âñå îá÷èñëþ¹ìî âiäíîøåííÿ
λij

λ1j
äëÿ âèçíà÷åííÿ

ïîäàëüøîãî ïëàíó äié.

Äëÿ 2-ãî ðÿäêà îòðèìó¹ìî:
λ21

λ11
= 55/30 = 1, 83,

λ22

λ12
= 105/50 = 2, 1,

λ23

λ13
= 75/40 = 1, 87 òà

λ24

λ14
= 40/20 = 2. Àíàëîãi÷íî äëÿ 3-ãî ðÿäêà

îðèìà¹ìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ: 0, 6; 0, 62; 0, 625 òà 0, 7.

Îñêiëüêè çíàéäåíi âiäíîøåííÿ âàðiþþòüñÿ íåçíà÷íîþ ìiðîþ (äëÿ 2-

ãî ðÿäêà áiëÿ 2 i äëÿ 3-ãî ðÿäêà áiëÿ 0,6), âèçíà÷à¹ìî äëÿ êîæíîãî ðÿäêà

iíäåêñ íàñòóïíèì ÷èíîì (äèâ. (1.22)):

α2 =
1, 83 · 5 + 2, 1 · 12 + 1, 87 · 3 + 2 · 8

5 + 12 + 3 + 8
≈ 2;

α3 =
0, 6 · 5 + 0, 62 · 12 + 0, 625 · 3 + 0, 7 · 8

5 + 12 + 3 + 8
≈ 0, 64.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåíi iíäåêñiâ 2-ãî òà 3-ãî ðÿäêiâ (äëÿ 1-ãî ðÿäêà

ïðèéìà¹ìî α1 = 1), ðîáèìî ïåðåðàõóíîê âñiõ äàíèõ çàäà÷i.

Äëÿ ðåñóðñiâ ç ñïiââiäíîøåííÿ a′i = ai αi îòðèìà¹ìî: a
′
1 = a1 = 140,

a′2 = 2 · a2 = 300, a′3 = 0, 64 · a3 = 96.

95



Àíàëîãi÷íî, ç ñïiââiäíîøåíü b′j =
bj
λ1j

çíàõîäèìî: b′1 = 5000/30 ≈ 167,

b′2 = 12000/50 = 240, b′3 = 3000/40 = 75, b′4 = 3000/20 = 150.

Íàðåøòi, iç ñïiââiäíîøåíü c′ij =
cij
αi

îáðàõîâó¹ìî åëåìåíòè ïðèâåäåíî¨

âàðòîñòi: c′21 = 0, 8/2 = 0, 4; c′22 = 1, 2/2 = 0, 6; c′23 = 0, 9/2 = 0, 45;

c′24 = 0, 8/2 = 0, 4; c′31 = 0, 5/0, 64 = 0, 78; c′32 = 1, 0/0, 64 = 1, 56; c′33 =

0, 6/0, 64 = 0, 94 òà c′34 = 0, 9/0, 64 = 1, 41.

Åëåìåíòè 1-ãî ðÿäêà ìàòðèöi ∥cij∥ çàëèøàòüñÿ, âî÷åâèäü, áåç çìií.

Òåïåð ìîæíà çàïèñàòè âñi ïåðåòâîðåíi äàíi â âèõiäíó òàáëèöþ äåÿêî¨

óìîâíî¨ òðàíñïîðíî¨ çàäà÷i

ai\bj 167 240 75 150

240 2 1 0,5 1,2

300 0,4 0,6 0,45 0,4

96 0,78 1,56 0,94 1,41

Îñêiëüêè
∑

a′i = 636 >
∑

b′j = 632, îòðèìàíà ìîäåëü çàäà÷i ¹ íåçáà-

ëàíñîâàíîþ.

Îäíàê ñëiä âðàõóâàòè, ùî ïåðåðàõóíîê a′i ïðîâîäèâñÿ çà íàáëèæåíè-

ìè çíà÷åííÿìè iíäåêñiâ αi, òîìó ìîæíà çìåíøèòè çíà÷åííÿ a′2 òà a′3 íà

2 îä. êîæíå, ùîá òàêèì ÷èíîì óòâîðèòè íàñòóïíó çáàëàíñîâàíó ìîäåëü

ai\bj 167 240 75 150

240 2 1 0,5 1,2

298 0,4 0,6 0,45 0,4

94 0,78 1,56 0,94 1,41

Ïîäàëüøèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ïîòåíöiàëiâ. Îòðè-

ìàâøè îïòèìàëüíèé ðîçâÿçîê Y ∗ , ïåðåðàõîâó¹ìî iíäåêñè ðåñóðñiâ α2

òà α3 òî ðîçäiëèâøè åëåìåíòè 2-ãî ðÿäêà íà α2 = 2 òà 3-ãî ðÿäêà íà

α3 = 0, 64, îòðèìà¹ìî îïòèìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê X∗ ó âèõiäíèõ äàíèõ çà-
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äà÷i (â ãîäèíàõ):

Y ∗ =


0 165 75 0

73 75 0 150

94 0 0 0

 ; X∗ =


0 165 75 0

37 38 0 75

150 0 0 0

 .

Âiäïîâiäíî öüîãî ðîçâ'ÿçêó 1-èé ìåõàíiçì 165 ãîä âèêîíó¹ 2-ãó ðîáîòó

òà 75 ãîä � 3-þ, 2-é ìåõàíiçì � 37 ãîä âèêîíó¹ 1-øó ðîáîòó, 38 ãîä � 2-ãó

òà 75 ãîä � 4-òó i, íàðåøòi, 3-é ìåõàíiçì âñi 150 ãîä âèêîíó¹ 1-øó ðîáîòó.

1.5. Çàãàëüíi ðîçïîäiëü÷i çàäà÷i

Çàãàëüíà ìîäåëü òàêèõ çàäà÷ (1.1) � (1.4), çâàíà λ - ìîäåëëþ, îòðèìó-

¹òüñÿ çà äîâiëüíîãî õàðàêòåðó ìàòðèöi Λ = ∥λij∥. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ àáî ñïåöiàëüíèé ìåòîä, ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ âèäîçìiíó ìåòîäó

ïîòåíöiàëiâ, àáî çàãàëüíi ìåòîäè (íàïðèêëàä, ñèìïëåêñíèé). Â îñòàí-

íüîìó âèïàäêó öå ïðèçâîäèòü äî äåÿêîãî óñêëàäíåííÿ îá÷èñëåíü.

1.6. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

Çàäà÷à 1. Ñêëàñòè ìîäåëi ðîçïîäiëü÷èõ çàäà÷ çà òàêèõ äàíèõ:

1. ai - ðåñóðñè i-ro âèäó îáëàäíàííÿ ó ñòàíêî- ãîäèíàõ, bj - ïëàíîâå

çàâäàííÿ íà âèãîòîâëåííÿ j-x âèðîáiâ ó øòóêàõ, λij - ïðîäóêòèâ-

íiñòü i-ro îáëàäíàííÿ ïî j-ìó âèðîáó â øò./ãîä, cij - ñîáiâàðòiñòü

îäèíèöi j-ãî âèðîáó ïðè éîãî âèãîòîâëåííi íà i-ìó îáëàäíàííi â

ãðí./øò;

2. ai, bj , λij òi ñàìi, cij - ïðèáóòîê ó ãðí./øò.;

3. ai, bj , λij òi ñàìi, cij - âèòðàòè â ãðí./ãîä;

4. ai, bj òi ñàìi, λij - íîðìè âèòðàò ÷àñó â ãîä/øò, cij- ïðèáóòîê ó

ãðí./øò.;

5. ai, bj òi ñàìi, λij - íîðìè âèòðàò ÷àñó â ãîä/øò, cij - ñîáiâàðòiñòü

ó ãðí./øò.;
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6. ai, bj , λij òi ñàìi, ùî i â (5), cij - âèòðàòè â ãðí./ãîä;

7. ai, bj , λij òi ñàìi, ùî é ó (5), óìîâà - ìiíiìiçàöiÿ ÷àñó çàâàíòàæåííÿ

îáëàäíàííÿ;

8. ai, bj òi ñàìi, λij - ïðîäóêòèâíiñòü ó øò./ãîä, óìîâà - ìiíiìiçàöiÿ

çàâàíòàæåííÿ îáëàäíàííÿ.

Çàäà÷à 2. Äëÿ êîíòðîëþ çà ðîáîòîþ êîñìi÷íî¨ ðàêåòè âñòàíîâëåíî äà-

ò÷èêè ÷îòèðüîõ òèïiâ D1, D2, D3 i D4 ó êiëüêîñòi 20, 40, 50 i 40 øò.

âiäïîâiäíî. Êîæåí äàò÷èê âèçíà÷à¹ îäíó ç õàðàêòåðèñòèê (òåìïåðàòó-

ðó, òèñê òîùî) i ðåçóëüòàò ïåðåäà¹ îêðåìèì êàíàëîì çâ'ÿçêó áóäü-ÿêîìó

ç òðüîõ òèïiâ íàçåìíèõ àâòîìàòè÷íèõ ðå¹ñòðóâàëüíèõ ïðèñòðî¨â P1, P2

i P3, êiëüêiñòü ÿêèõ âiäïîâiäíî äîðiâíþ¹ 70, 90 i 60 øò. Âèòðàòè ÷àñó

íà âêëþ÷åííÿ âiäïîâiäíîãî êàíàëó çâ'ÿçêó âèçíà÷àþòüñÿ åëåìåíòàìè

ìàòðèöi

C =


1 5 3

1 2 4

5 5 1

3 5 2


äå 4, íàïðèêëàä, ÷àñ, ùî âèòðà÷à¹òüñÿ íà óâiìêíåííÿ êàíàëó çâ'ÿçêó

äàò÷èêà D2 ç ðå¹ñòðàòîðîì P3.

ßê çàêðiïèòè äàò÷èêè çà ðå¹ñòðóâàëüíèìè ïðèñòðîÿìè, ùîá ñóìàðíi

âèòðàòè ÷àñó íà ïåðåìèêàííÿ êàíàëiâ çâ'ÿçêó áóëè ìiíiìàëüíèìè?

Çàäà÷à 3. Ðîçïîäiëèòè 4 ñîðòè ïàëèâà â êiëüêîñòi 70, 40, 40, 50 i 40 ò

ìiæ ÷îòèðìà àãðåãàòàìè, ïîòðåáè ÿêèõ âiäïîâiäíî äîðiâíþþòü 30, 50,

30, 80 ò; âiäîìà ìàòðèöÿ

C =


8 3 5 9

4 7 2 6

6 5 8 6

4 2 7 4


åëåìåíòè cij ÿêî¨ õàðàêòåðèçóþòü òåïëîòâîðíó çäàòíiñòü i-ro ñîðòó ïà-

ëèâà ïiä ÷àñ âèêîðèñòàííÿ éîãî ó j-ìó àãðåãàòi.
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Çàäà÷à 4.� òðè ñîðòè ïàïåðó â êiëüêîñòÿõ 10, 8, 8 i 5 ò, ÿêèé ìîæíà

âèêîðèñòàòè íà âèäàííÿ ÷îòèðüîõ êíèã íàêëàäîì ó 8 000, 6000, 15 000 i

10 000 ïðèìiðíèêiâ. Âèòðàòè ïàïåðó íà îäíó êíèãó ñòàíîâëÿòü 0,6; 0,8;

0,4 i 0,5 êã, à ñîáiâàðòiñòü (ó êîï.) äðóêóâàííÿ êíèãè ïðè âèêîðèñòàííi

i-ão ñîðòó ïàïåðó çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ

C =


24 16 32 25

18 24 24 20

30 24 16 20


Âèçíà÷èòè îïòèìàëüíèé ðîçïîäië ïàïåðîâèõ ðåñóðñiâ.

Çàäà÷à 4. Çíàéòè îïòèìàëüíèé ïëàí âèïóñêó ï'ÿòè âèðîáiâ (À, Á, Â,

Ã i Ä) íà ÷îòèðüîõ ïiäïðè¹ìñòâàõ ïî çà âèõiäíèìè äàíèìè:

Ñîáiâàðòiñòü, ãðí./øò Ïðîäóê-òü, øò/ã

Ïiä-âà Ðåñóðñè ÷àñó, ã À Á Â Ã Ä À Á Â Ã Ä

I 100 - 4 5 4 8 - 21 9 15 18

II 60 2.4 5 - 4 6 30 42 - 30 36

III 120 - 3 9 3 7 - 14 6 10 12

IV 60 3.6 4 8 - 6 45 63 27 - 54

Ïëàí òèñ.øò. 1,5 2,1 0,36 0,6 3,6

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó çà òàêèìè êðèòåðiÿìè îïòèìàëüíîñòi:

1) ìiíiìiçàöiÿ âèðîáíè÷èõ âèòðàò;

2) ìiíiìiçàöiÿ ÷àñó çàâàíòàæåííÿ îáëàäíàííÿ;

3) ìàêñèìiçàöiÿ ïðèáóòêó, çà çàäàíèõ âiäïóñêíèõ öiíàõ íà âèðîáè 10, 7,

12, 8 i 10 ãðí./øò.

2. Ìåðåæåâèé àíàëiç ïðî¹êòiâ. Ìåòîä ÑÐÌ

Îäíi¹þ ç íàéñêëàäíiøèõ ðîáiò, çà ÿêó ìîæå âçÿòèñÿ áóäü-ÿêèé óïðàâ-

ëiíåöü (ìåíåäæåð, êåðiâíèê òîùî) , ¹ óïðàâëiííÿ âåëèêîìàñøòàáíèì

ïðîåêòîì, ùî âèìàãà¹ êîîðäèíàöi¨ ÷èñëåííèõ âèäiâ äiÿëüíîñòi â ðàìêàõ

âñi¹¨ îðãàíiçàöi¨ (ïiäðîçäiëó, ôiðìè i ò.ä.). Ïëàíóþ÷è, ÿê êîîðäèíóâàòè
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âñi öi äi¨, ðîçðîáëÿþ÷è ðåàëiñòè÷íèé ãðàôiê, à ïîòiì êîíòðîëþþ÷è õiä

âèêîíàííÿ ïðîåêòó, íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè áåçëi÷ äåòàëåé.

Ó 1950-õ ðîêàõ áóëî ðîçðîáëåíî äâi ìåòîäîëîãi¨ óïðàâëiííÿ ïðîåêòà-

ìè - íåçàëåæíî i îäíî÷àñíî - i îáèäâà ïiäõîäè áàçóâàëèñÿ íà ìåðåæåâèõ

ìîäåëÿõ. Îäèí ìåòîä, íàçâàíèé ìåòîäîì êðèòè÷íîãî øëÿõó (CPM), áóâ

ðîçðîáëåíèé äëÿ óïðàâëiííÿ áóäiâåëüíîþ òà âèðîáíè÷îþ äiÿëüíiñòþ; â

òîé ÷àñ ÿê iíøèé, íàçâàíèé ìåòîäîì îöiíêè òà àíàëiçó ïðîãðàì (PERT),

áóâ ðîçðîáëåíèé äëÿ ÂÌÑ ÑØÀ ïðè ïëàíóâàííi íàóêîâî-äîñëiäíèõ òà

äîñëiäíî-êîíñòðóêòîðñüêèõ ðîáiò â ðàìêàõ ðàêåòíî¨ ïðîãðàìè ¾Ïîëà-

ðiñ¿. CPM áàçó¹òüñÿ íà äåòåðìiíîâàíèõ õàðàêòåðèñòèêàõ òðèâàëîñòi ðî-

áiò, à òîìó ïiäõîäèòü äëÿ âèðîáíè÷èõ ïðîåêòiâ, â ÿêèõ ïîïåðåäíié äî-

ñâiä ðîáîòè ç ïiäçàäà÷àìè äîçâîëÿ¹ êåðiâíèöòâó ðîáèòè íàäiéíi ÷àñîâi

îöiíêè. PERT, ç iíøîãî áîêó, áàçó¹òüñÿ íà iìîâiðíiñíèõ îöiíêàõ òðèâà-

ëîñòi ðîáiò, à òîìó ¹ íàéáiëüø êîðèñíèì ó íàóêîâî-äîñëiäíèöüêîìó ñå-

ðåäîâèùi, äå ÷àñ âèêîíàííÿ çàâäàíü íå ìîæå áóòè âiäîìèé çàçäàëåãiäü.

Îñêiëüêè i PERT, i CPM ïiäõîäÿòü äî ïëàíóâàííÿ ïðîåêòó çà äîïîìî-

ãîþ ñõîæèõ ìåðåæåâèõ ìîäåëåé i ìåòîäiâ, òåðìiíè PERT i CPM iíîäi

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ÿê âçà¹ìîçàìiííi àáî ðàçîì ÿê ìåòîäè PERT-CPM.

Âåëèêi ïðîåêòè çàçâè÷àé ñêëàäàþòüñÿ ç íàáîðó çàâäàíü àáî ðîáiò,

÷àñ âèêîíàííÿ ÿêèõ âiäîìèé àáî ìîæå áóòè îöiíåíèé (íàïðèêëàä, çà

äîïîìîãîþ äiàïàçîíó çíà÷åíü), i äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi îáìåæåííÿ ÷åðãî-

âîñòi, ùî âêàçóþòü íà òå, ùî ïåâíi ðîáîòè ïîâèííi áóòè çàâåðøåíi äî

òîãî, ÿê ìîæóòü ðîçïî÷àòèñÿ iíøi. Ïðîñòå âèçíà÷åííÿ îêðåìèõ ðîáiò,

¨õ òðèâàëîñòi òà âçà¹ìîçàëåæíîñòi ¹ âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ ïëàíóâàííÿ

áóäü-ÿêîãî âåëèêîãî ïðîåêòó.

Ìåòîäè PERT-CPM ïåðåäáà÷àþòü ïîáóäîâó ìåðåæåâî¨ äiàãðàìè, íà

îñíîâi ÿêî¨ ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè ìiíiìàëüíó çàãàëüíó òðèâàëiñòü ïðî-

åêòó òà âèÿâèòè òi çàâäàííÿ, ñâî¹÷àñíå âèêîíàííÿ ÿêèõ ¹ êðèòè÷íî

âàæëèâèì àáî íåîáõiäíèì äëÿ ìiíiìàëüíîãî ÷àñó çàâåðøåííÿ ïðîåêòó.

Ìåòîþ öüîãî åòàïó ¹ ïîáóäîâà ðîçêëàäó àáî ÷àñîâî¨ äiàãðàìè iç çàçíà-

÷åííÿì ÷àñó ïî÷àòêó òà çàâåðøåííÿ êîæíî¨ ðîáîòè. Òàêîæ ìîæå áóòè
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äîñòóïíà iíôîðìàöiÿ, ÿêà äîçâîëèòü íàì îöiíèòè åôåêò âiä çàëó÷åííÿ

äîäàòêîâèõ ãðîøåé, ëþäåé àáî ìàøèí äëÿ âèêîíàííÿ ïåâíîãî çàâäàí-

íÿ ç ìåòîþ ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi ïðîåêòó. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî

âèêîðèñòîâóâàòè ìåðåæó äëÿ îöiíêè êîìïðîìiñiâ ìiæ âàðòiñòþ i ÷àñîì.

Íàðåøòi, ïiñëÿ òîãî, ÿê ïðîåêò ðîçïî÷àòî, ìåðåæåâà äiàãðàìà ìîæå

áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ ìîíiòîðèíãó àáî êîíòðîëþ çà ïðîåêòîì, äëÿ âiä-

ñòåæåííÿ ïðîãðåñó ðiçíèõ âèäiâ äiÿëüíîñòi òà äëÿ âíåñåííÿ êîðåêòèâ,

ÿêùî öå íåîáõiäíî. Öi òðè åòàïè - ïëàíóâàííÿ, ñêëàäàííÿ ðîçêëàäó i

êîíòðîëü - ¹ âàæëèâèìè äëÿ åôåêòèâíîãî óïðàâëiííÿ áóäü-ÿêèì âåëè-

êèì ïðîåêòîì. Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ ìè ïîáà÷èìî, ÿê ìåðåæåâi ìåòîäè,

ùî ëåæàòü â îñíîâi PERT i CPM, äîïîìàãàþòü ïiäòðèìóâàòè öi åòàïè

óïðàâëiííÿ.

Íà ùàñòÿ, äâà òiñíî ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ìåòîäè äîñëiäæåííÿ îïå-

ðàöié, PERT (ìåòîä îöiíêè òà àíàëiçó ïðîãðàì) i CPM (ìåòîä êðèòè-

÷íîãî øëÿõó), ìîæóòü äîïîìîãòè êåðiâíèêó ïðîåêòó ó âèêîíàííi öèõ

îáîâ'ÿçêiâ. Öi ìåòîäè iíòåíñèâíî âèêîðèñòîâóþòü ìåðåæi, ùîá äîïîìîã-

òè ïëàíóâàòè i âiäîáðàæàòè êîîðäèíàöiþ âñiõ âèäiâ äiÿëüíîñòi. Âîíè

òàêîæ çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ äëÿ ðîáîòè ç

óñiìà äàíèìè, íåîáõiäíèìè äëÿ ðîçðîáêè iíôîðìàöi¨ ïðî ãðàôiê, à ïîòiì

äëÿ ìîíiòîðèíãó ïðîãðåñó ïðîåêòó.

Ïðîãðàìíå çàáåçïå÷åííÿ äëÿ óïðàâëiííÿ ïðîåêòàìè çàðàç øèðîêî

äîñòóïíå äëÿ öèõ öiëåé. PERT i CPM âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ðiçíîìà-

íiòíèõ ïðîåêòiâ, âêëþ÷àþ÷è íàñòóïíi òèïè:

1. Áóäiâíèöòâî íîâîãî çàâîä.ó

2. Äîñëiäæåííÿ òà ðîçðîáêà íîâîãî ïðîäóêòó.

3. Ïðîåêòè NASA ç äîñëiäæåííÿ êîñìîñ.ó

4. Âèðîáíèöòâî ôiëüìiâ.

5. Áóäiâíèöòâî êîðàáëiâ.

6. Äåðæàâíi ïðîåêòè ç ðîçðîáêè íîâî¨ ñèñòåìè îçáðî¹íü.

7. Ïåðåìiùåííÿ âåëèêîãî îá'¹êòà.

8. Îáñëóãîâóâàííÿ ÿäåðíîãî ðåàêòîðà.
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9. Âñòàíîâëåííÿ iíôîðìàöiéíî¨ ñèñòåìè óïðàâëiííÿ.

10. Ïðîâåäåííÿ ðåêëàìíî¨ êàìïàíi¨.

2.1. Óïðàâëiííÿ ïðîåêòàìè ç äåòåðìiíîâàíèì ÷àñîì

âèêîíàííÿ ðîáiò (CPM).

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ÑÐÌ

(Critical Path Method - ìåòîä êðèòè÷íîãî øëÿõó) äëÿ êîíòðîëþ òåð-

ìiíiâ âèêîíàííÿ ïðîåêòó. Òàêèì ïðîåêòîì ìîæå áóòè ðîçðîáêà íîâîãî

ïðîäóêòó àáî âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó, áóäiâíèöòâî ïiäïðè¹ìñòâà, áóäiâëi

àáî ñïîðóäè, ðåìîíò ñêëàäíîãî îáëàäíàííÿ òîùî.

Ïiä ÷àñ ðåàëiçàöi¨ ïðîåêòó ñêëàäà¹òüñÿ ãðàôiê âèêîíàííÿ ðîáiò. Äëÿ

òîãî ùîá ïðî¹êò áóâ çàâåðøåíèé â÷àñíî, íåîáõiäíî êîíòðîëþâàòè òåð-

ìiíè âèêîíàííÿ öèõ ðîáiò. Óñêëàäíþþ÷èì ôàêòîðîì ¹ òå, ùî ðîáîòè

âçà¹ìîïîâ'ÿçàíi. Îäíi ðîáîòè çàëåæàòü âiä âèêîíàííÿ iíøèõ i íå ìî-

æóòü ðîçïî÷àòèñÿ, ïîêè ïîïåðåäíi ðîáîòè íå áóäóòü çàâåðøåíi.

Âàæëèâîþ ïåðåäóìîâîþ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ÑÐÌ ¹ ïðèïóùåííÿ

ïðî òå, ùî ÷àñ âèêîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè òî÷íî âiäîìèé.

Ó ðåçóëüòàòi âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ÑÐÌ âäà¹òüñÿ îòðèìàòè âiäïîâiäi

íà òàêi çàïèòàííÿ:

1. Çà ÿêèé ìiíiìàëüíèé ÷àñ ìîæíà âèêîíàòè ïðîåêò?

2. Ó ÿêèé ÷àñ ìàþòü ðîçïî÷àòèñÿ i çàêií÷èòèñÿ îêðåìi ðîáîòè?

3. ßêi ðîáîòè ¹ ¾êðèòè÷íèìè¿ i ìàþòü áóòè âèêîíàíi òî÷íî ó âñòàíîâ-

ëåíèé ÷àñ, ùîá íå áóëî çiðâàíî òåðìií âèêîíàííÿ ïðîåêòó?

4. Íà ÿêèé ÷àñ ìîæíà âiäêëàñòè òåðìií âèêîíàííÿ ¾íåêðèòè÷íî¨¿ ðî-

áîòè, ùîá âîíà íå âïëèíóëà íà òåðìií âèêîíàííÿ ïðîåêòó â öiëîìó?

Âèõiäíèì êðîêîì äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ÑÐÌ ¹ îïèñ ïðîåêòó ó âè-

ãëÿäi ïåðåëiêó âèêîíóâàíèõ ðîáiò iç çàçíà÷åííÿì ¨õíüîãî âçà¹ìîçâ'ÿçêó.

Äëÿ îïèñó ïðîåêòó âèêîðèñòîâóþòü äâà îñíîâíi ñïîñîáè: òàáëè÷íèé i
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ãðàôi÷íèé.

2.2. Ïîáóäîâà ìåðåæi ïðîåêòó

Êîæåí ïðîöåñ ïðî¹êòó ïîçíà÷à¹òüñÿ â ìåðåæi äóãîþ, îði¹íòîâàíîþ

çà íàïðÿìêîì âèêîíàííÿ ïðî¹êòó. Âóçëè ìåðåæi (òàêîæ çâàíi ïîäiÿìè)

âñòàíîâëþþòü âiäíîñèíè ïåðåäóâàííÿ ñåðåä ïðîöåñiâ ïðîåêòó.

Ïîáóäîâà ìåðåæi ïðîåêòó  ðóíòó¹òüñÿ íà òàêèõ ïðàâèëàõ.

Ïðàâèëî 1. Êîæåí ïðîöåñ ó ïðî¹êòi ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ îäíi¹þ i òiëüêè

îäíi¹þ äóãîþ.

Ïðàâèëî 2. Êîæåí ïðîöåñ iäåíòèôiêó¹òüñÿ äâîìà êiíöåâèìè âóçëàìè.

Íà ðèñ. 1.1 ïîêàçàíî, ÿê çà äîïîìîãîþ ôiêòèâíîãî ïðîöåñó ìîæíà

óÿâèòè äâà ïàðàëåëüíi (êîíêóðóþ÷i) ïðîöåñè A i B. Çà âèçíà÷åííÿì

ôiêòèâíèé ïðîöåñ (ÿêèé íà ñõåìi ìåðåæi çàçâè÷àé ïîçíà÷à¹òüñÿ ïóí-

êòèðíîþ äóãîþ) íå ïîòðåáó¹ ÷àñîâèõ àáî iíøèõ ðåñóðñiâ. Âñòàâèâøè

ôiêòèâíèé ïðîöåñ îäíèì iç ÷îòèðüîõ ñïîñîáiâ, ïîêàçàíèõ íà ðèñ. 1.1, ìè

îòðèìó¹ìî ìîæëèâiñòü iäåíòèôiêóâàòè ïðîöåñè A i B ïðèíàéìíi îäíèì

óíiêàëüíèì êiíöåâèì âóçëîì (ÿê âèìàãà¹ ïðàâèëî 2).

Ïðàâèëî 3. Äëÿ ïiäòðèìàííÿ ïðàâèëüíèõ âiäíîñèí ïåðåäóâàííÿ ïiä

÷àñ âêëþ÷åííÿ â ìåðåæó áóäü-ÿêîãî ïðîöåñó íåîáõiäíî âiäïîâiñòè íà

òàêi çàïèòàííÿ.

1. ßêèé ïðîöåñ áåçïîñåðåäíüî ïåðåäó¹ ïîòî÷íîìó?

2. ßêèé ïðîöåñ ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ ïiñëÿ çàâåðøåííÿ ïîòî÷íîãî ïðîöåñó?

3. ßêèé ïðîöåñ êîíêóðó¹ (âèêîíó¹òüñÿ ïàðàëåëüíî) ç ïîòî÷íèì?

Âiäïîâiäi íà öi çàïèòàííÿ, ìîæëèâî, âèìàãàòèìóòü âêëþ÷èòè â ìå-

ðåæó ôiêòèâíi ïðîöåñè, ùîá ïðàâèëüíî âiäîáðàçèòè ïîñëiäîâíiñòü âè-

êîíàííÿ ïðîöåñiâ.

Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî ÷îòèðè ïðîöåñè ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè

òàêèì óìîâàì:

1. Ïðîöåñ Ñ ìà¹ ðîçïî÷àòèñÿ âiäðàçó ïiñëÿ çàâåðøåííÿ ïðîöåñiâ À i Â.

2. Ïðîöåñ Å ìà¹ ðîçïî÷àòèñÿ áåçïîñåðåäíüî ïiñëÿ çàâåðøåííÿ ïðîöåñó Â.
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A

B

(à)

1

2

3

A

B

D

1

2

3

A

B

D

1

2

3
A

BD

1

2

3
A

B D

(á)

Ðèñóíîê 1.1 � Ïðåäñòàâëåííÿ äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðîöåñiâ çà

äîïîìîãîþ ôiêòèâíîãî ïðîöåñó

Íà ðèñ. 1.2, (a) ïîêàçàíî íåïðàâèëüíå óÿâëåííÿ íàøèõ ïðîöåñiâ,

îñêiëüêè îñêiëüêè ç íüîãî âèïëèâà¹, ùî ïðîöåñ Å ìà¹ ðîçïî÷àòèñÿ ïi-

ñëÿ çàâåðøåííÿ ÿê ïðîöåñó Â, òàê i À. Íà ðèñ. 1.2, (á) ïîêàçàíî, ÿê çà

äîïîìîãîþ ôiêòèâíîãî ïðîöåñó D ðîçâ'ÿçàòè öþ êîëiçiþ.

A

B

C

E

(à)

A

B

C

D

E

(á)

Ðèñóíîê 1.2 � Âèêîðèñòàííÿ ôiêòèâíîãî ïðîöåñó äëÿ ïðàâèëüíîãî

âiäîáðàæåííÿ ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ ïðîöåñiâ

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî òàáëèöþ 1.5, ùî îïèñó¹ ïðîåêò.

Ó ïåðøîìó ñòîâï÷èêó âêàçàíî íàéìåíóâàííÿ âñiõ ðîáiò ïðî¹êòó. �õ

÷îòèðè: À, Â, Ñ, D. Ó äðóãîìó ñòîâï÷èêó âêàçàíi ðîáîòè, ùî áåçïî-
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Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ ðîáîòà ×àñ âèêîíàííÿ

A � tA

B � tB

C B tC

D A, C tD

Òàáëèöà 1.3

ñåðåäíüî ïåðåäóþòü äàíié. Ó ðîáiò À i Â íåìà¹ ïîïåðåäíiõ. Ðîáîòi Ñ

áåçïîñåðåäíüî ïåðåäó¹ ðîáîòà Â. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîáîòà Ñ ìîæå áóòè

ðîçïî÷àòà òiëüêè ïiñëÿ òîãî, ÿê çàâåðøèòüñÿ ðîáîòà Â. Ðîáîòi D áåçïî-

ñåðåäíüî ïåðåäóþòü äâi ðîáîòè: À i Ñ. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîáîòà D ìîæå

áóòè ðîçïî÷àòà òiëüêè ïiñëÿ òîãî, ÿê çàâåðøàòüñÿ ðîáîòè À i Ñ. Ó òðå-

òüîìó ñòîâï÷èêó òàáëèöi äëÿ êîæíî¨ ðîáîòè âêàçàíî ÷àñ ¨¨ âèêîíàííÿ.

Íà îñíîâi öi¹¨ òàáëèöi ìîæå áóòè ïîáóäîâàíî ãðàôi÷íèé îïèñ ïðîåêòó

(ðèñ. 1.3). Íà ðèñ. 1.3 ïðîåêò ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi ãðàôà ç âåðøè-

1

2

3

4

A

B

C

D

Ðèñóíîê 1.3

íàìè 1, 2, 3, 4 i äóãàìè À, Â, Ñ, D. Êîæíà âåðøèíà ãðàôà âiäîáðàæà¹

ïîäiþ. Ïîäiÿ 1 îçíà÷à¹ ïî÷àòîê âèêîíàííÿ ïðîåêòó. Iíîäi òàêó ïîäiþ

ïîçíà÷àþòü áóêâîþ s (start). Ïîäiÿ 4 îçíà÷à¹ çàâåðøåííÿ ïðîåêòó. Äëÿ

ïîçíà÷åííÿ òàêî¨ ïîäi¨ iíîäi âèêîðèñòîâóþòü áóêâó f (�nish). Áóäü-ÿêà

ðîáîòà ïðîåêòó - öå âïîðÿäêîâàíà ïàðà äâîõ ïîäié. Íàïðèêëàä, ðîáîòà

À ¹ âïîðÿäêîâàíà ïàðà ïîäié (1, 3) (äèâ. ðèñ. 1.3). Ðîáîòà D - óïîðÿä-

êîâàíà ïàðà ïîäié (3,4). Ïîäiÿ ïðîåêòó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çàâåðøåíî
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1

2

4

3

6

5

7

A

B

C

D

F

E

G

Ðèñóíîê 1.4

âñi ðîáîòè, ÿêi ¾âõîäÿòü¿ ó âiäïîâiäíó âåðøèíó. Íàïðèêëàä, ïîäiÿ 3

ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çàâåðøåíî ðîáîòè À i Ñ.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî iíøèé ïðèêëàä, ïðåäñòàâëåíèé íàñòóïíîþ òà-

áëèöåþ:

Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ ðîáîòà ×àñ âèêîíàííÿ

A � tA

B � tB

C B tC

D A, C tD

E C tE

F C tF

G D, E, F tG

Ãðàôi÷íèé îïèñ ïðîåêòó, ïîáóäîâàíèé çà öi¹þ òàáëèöåþ, ìà¹ âèãëÿä,

ïîêàçàíèé íà ðèñ. 1.4. Ó öüîìó ãðàôi÷íîìó îïèñi ïðî¹êòó, îêðiì òèõ ðî-

áiò, ùî âêàçàíi â òàáëèöi, âèêîðèñòàíî äâi ¾ôiêòèâíi¿ ðîáîòè (3, 4) i (5,

6). Íà ìàëþíêó âîíè ïîêàçàíi øòðèõîâèìè ëiíiÿìè. Öi ðîáîòè íå ïîòðå-

áóþòü ÷àñó íà ¨õ âèêîíàííÿ i âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ãðàôi÷íîìó ïîäàííi

ïðîåêòó ëèøå äëÿ òîãî, ùîá ïðàâèëüíî âiäîáðàçèòè âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ

ðîáîòàìè. Îòðèìàâøè ãðàôi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ïðîåêòó, ìè çàáåçïå÷è-

ëè ñîái ìîæëèâiñòü ïðîâåñòè ðîçðàõóíêè ìåòîäîì ÑÐÌ.
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2.3. Ìåòîä êðèòè÷íîãî øëÿõó

Êiíöåâèì ðåçóëüòàòîì çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó êðèòè÷íîãî øëÿõó (ÑÐÌ)

áóäå ïîáóäîâà ÷àñîâîãî ãðàôiêà âèêîíàííÿ ïðî¹êòó. Äëÿ öüîãî ïðîâî-

äÿòüñÿ ñïåöiàëüíi îá÷èñëåííÿ, ó ðåçóëüòàòi ÷îãî îòðèìó¹ìî òàêó iíôîð-

ìàöiþ:

1. Çàãàëüíà òðèâàëiñòü âèêîíàííÿ ïðîåêòó.

2. Ïîäië áåçëi÷i ïðîöåñiâ, ùî ñêëàäàþòü ïðîåêò, íà êðèòè÷íi i íåêðè-

òè÷íi.

Ïðîöåñ ¹ êðèòè÷íèì, ÿêùî âií íå ìà¹ ¾çàçîðó¿ äëÿ ÷àñó ñâîãî ïî÷à-

òêó i çàâåðøåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ùîá âåñü ïðî¹êò çàâåðøèâñÿ áåç çàòðè-

ìîê, íåîáõiäíî, ùîá óñi êðèòè÷íi ïðîöåñè ïî÷èíàëèñÿ i çàêií÷óâàëèñÿ â

ñòðîãî ïåâíèé ÷àñ.

Äëÿ íåêðèòè÷íîãî ïðîöåñó ìîæëèâèé äåÿêèé ¾äðåéô¿ ÷àñó éîãî ïî-

÷àòêó, àëå â ïåâíèõ ìåæàõ, êîëè ÷àñ éîãî ïî÷àòêó íå âïëèâà¹ íà òðèâà-

ëiñòü âèêîíàííÿ âñüîãî ïðî¹êòó.

Äëÿ ïðîâåäåííÿ íåîáõiäíèõ îá÷èñëåíü âèçíà÷èìî ïîäiþ ÿê òî÷êó

íà ÷àñîâié îñi, äå çàâåðøó¹òüñÿ îäèí ïðîöåñ i ïî÷èíà¹òüñÿ iíøèé. Ó

òåðìiíàõ ìåðåæi, ïîäiÿ - öå ìåðåæåâèé âóçîë.

Íàì çíàäîáëÿòüñÿ òàêîæ òàêi âèçíà÷åííÿ òà ïîçíà÷åííÿ.

Øëÿõ - ïîñëiäîâíiñòü âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèõ ðîáiò, ùî âåäå ç îäíi¹¨ âåðøè-

íè ïðîåêòó â iíøó âåðøèíó. Íàïðèêëàä, {A,D,G} i {B,C,E,G} - äâà

ðiçíi øëÿõè, ùî âåäóòü iç âåðøèíè 1 ó âåðøèíó 7 (äèâ. ðèñ. 1.4).

Äîâæèíà øëÿõó - ñóìàðíà òðèâàëiñòü âèêîíàííÿ âñiõ ðîáiò øëÿõó.

Êðèòè÷íèé øëÿõ - øëÿõ, ñóìàðíà òðèâàëiñòü âèêîíàííÿ âñiõ ðîáiò

ÿêîãî ¹ íàéáiëüøîþ.

Çðîçóìiëî, ùî ìiíiìàëüíèé ÷àñ, íåîáõiäíèé äëÿ âèêîíàííÿ áóäü-ÿêîãî

ïðîåêòó, äîðiâíþ¹ äîâæèíi êðèòè÷íîãî øëÿõó. Ñàìå íà ðîáîòè, ùî íà-

ëåæàòü äî êðèòè÷íîãî øëÿõó, ñëiä çâåðòàòè îñîáëèâó óâàãó. ßêùî òàêà
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ðîáîòà áóäå âiäêëàäåíà íà ïåâíèé ÷àñ, òî i òåðìií çàêií÷åííÿ ïðîåêòó

áóäå âiäêëàäåíèé íà òîé ñàìèé ÷àñ. ßêùî íåîáõiäíî ñêîðîòèòè ÷àñ âè-

êîíàííÿ ïðîåêòó, òî íàñàìïåðåä ïîòðiáíî ñêîðîòèòè ÷àñ âèêîíàííÿ õî÷à

á îäíi¹¨ ðîáîòè íà êðèòè÷íîìó øëÿõó.

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè êðèòè÷íèé øëÿõ, äîñòàòíüî ïåðåáðàòè âñi øëÿ-

õè é âèáðàòè òîé àáî òi ç íèõ, ùî ìàþòü íàéáiëüøó ñóìàðíó òðèâàëiñòü

âèêîíàííÿ ðîáiò. Îäíàê äëÿ âåëèêèõ ïðîåêòiâ ðåàëiçàöiÿ òàêîãî ïiäõî-

äó ïîâ'ÿçàíà ç îá÷èñëþâàëüíèìè òðóäíîùàìè. Ìåòîä ÑÐÌ äà¹ çìîãó

îòðèìàòè êðèòè÷íèé øëÿõ íàáàãàòî ïðîñòiøå.

Íåõàé i òà j - âåðøèíè, àáî ïîäi¨, ïðî¹êòó, (i, j)- ðîáîòà ïðî¹êòó, s -

ïîäiÿ ¾ïî÷àòîê ïðî¹êòó¿ (start), f - ïîäiÿ ¾çàêií÷åííÿ ïðî¹êòó¿ (�nish),

- äîâæèíà êðèòè÷íîãî øëÿõó.

Óâåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

t(i,j) - ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè (i, j);

ES(i,j) - íàéáiëüø ðàííié ÷àñ ïî÷àòêó ðîáîòè (i, j);

EF(i,j)- íàéáiëüø ðàííié ÷àñ çàêií÷åííÿ ðîáîòè (i, j);

LS(i,j) - íàéïiçíiøèé ÷àñ ïî÷àòêó ðîáîòè (i, j),

LF(i,j) - íàéïiçíiøèé ÷àñ çàêií÷åííÿ ðîáîòè (i, j),

Ei - íàéáiëüø ðàííié ÷àñ íàñòàííÿ ïîäi¨ i;

Li - íàéïiçíiøèé ÷àñ íàñòàííÿ ïîäi¨ i;

R(i,j)(TF(i,j)) - ïîâíèé ðåçåðâ ÷àñó íà âèêîíàííÿ ðîáîòè (i, j) (÷àñ, íà

ÿêèé ìîæå áóòè âiäêëàäåíî ðîáîòó (i, j) áåç çáiëüøåííÿ òðèâàëîñòi âè-

êîíàííÿ âñüîãî ïðîåêòó);

r(i,j)(FF(i,j)) - âiëüíèé ðåçåðâ ÷àñó íà âèêîíàííÿ ðîáîòè (i, j) (÷àñ, íà

ÿêèé ìîæíà âiäêëàñòè ðîáîòó (i, j) áåç çáiëüøåííÿ íàéðàíiøîãî ÷àñó Ei

íàñòàííÿ íàñòóïíî¨ ïîäi¨ j).

ßêùî (i, j) - ðîáîòà ïðîåêòó, òî ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

� ES(i,j) = Ei äëÿ áóäü-ÿêîãî j ;

� LF(i,j) = Lj äëÿ áóäü-ÿêîãî i .
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Äëÿ òîãî ùîá âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä ÑÐÌ äëÿ çíàõîäæåííÿ êðèòè-

÷íîãî øëÿõó, íåîáõiäíî äëÿ êîæíî¨ ðîáîòè (i, j) âèçíà÷èòè âåëè÷èíè:

� íàéáiëüø ðàííié ÷àñ ïî÷àòêó ðîáîòè � ES(i,j) ;

� íàéáiëüø ðàííié ÷àñ çàêií÷åííÿ ðîáîòè � EF(i,j);

� íàéáiëüø ïiçíié ÷àñ ïî÷àòêó ðîáîòè � LS(i,j);

� íàéáiëüø ïiçíié ÷àñ çàêií÷åííÿ ðîáîòè � LF(i,j).

Ìåòîä ÑÐÌ îïèñó¹òüñÿ òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè i ðîçðàõóíêàìè:

1. ES(s,j) = 0 äëÿ áóäü-ÿêî¨ ðîáîòè (s, j), ùî âèõîäèòü çi ñòàðòîâî¨

âåðøèíè s ïðî¹êòó;

2. EF(i,j) = ES(i,j) + t(i,j) = Ei + t(i,j) òîáòî íàéáiëüø ðàííié ÷àñ

çàêií÷åííÿ áóäü-ÿêî¨ ðîáîòè (i, j) ïåðåâèùó¹ íàéáiëüø ðàííié ÷àñ

ïî÷àòêó öi¹¨ ðîáîòè (÷àñ íàñòàííÿ ïîïåðåäíüî¨ ïîäi¨ i) íà ÷àñ ¨¨

âèêîíàííÿ;

3. ES(q,j) = max
i

EF(i,q) = Eq, íàéáiëüø ðàííié ÷àñ ïî÷àòêó ðîáîòè

(q, j) äîðiâíþ¹ íàéáiëüøîìó çi çíà÷åíü íàéáiëüø ðàííüîãî ÷àñó

çàêií÷åííÿ ðîáiò, ùî áåçïîñåðåäíüî ïåðåäóþòü ¨é;

4. T = Ef = max
i

EF(i,f), äîâæèíà êðèòè÷íîãî øëÿõó äîðiâíþ¹ íàé-

áiëüø ðàííüîìó ÷àñó çàâåðøåííÿ ïðîåêòó;

5. LF(i,f) = T , íàéïiçíiøèé ÷àñ çàêií÷åííÿ áóäü-ÿêî¨ ðîáîòè, ùî çà-

âåðøó¹ ïðîåêò, äîðiâíþ¹ äîâæèíi êðèòè÷íîãî øëÿõó;

6. LS(i,j) = LF(i,j)− t(i,j) = Lj − t(i,j), íàéïiçíiøèé ÷àñ ïî÷àòêó áóäü-

ÿêî¨ ðîáîòè ìåíøèé çà íàéïiçíiøèé ÷àñ çàêií÷åííÿ öi¹¨ ðîáîòè

(÷àñó íàñòàííÿ íàñòóïíî¨ ïîäi¨) íà ÷àñ ¨¨ âèêîíàííÿ;

7. LF(i,q) = min
i

LS(i,q) = Lq, íàéïiçíiøèé ÷àñ çàêií÷åííÿ ðîáîòè (i, q)

äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó çi çíà÷åíü íàéïiçíiøîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò,

ùî áåçïîñåðåäíüî éäóòü çà íåþ;
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8. R(i,j) = LS(i,j)−ES(i,j) = LF(i,j)−EF(i,j) = Lj − t(i,j)−Li, ïîâíèé

ðåçåðâ ÷àñó íà âèêîíàííÿ áóäü-ÿêî¨ ðîáîòè äîðiâíþ¹ ðiçíèöi ìiæ

íàéïiçíiøèì i íàéáiëüø ðàííiì ÷àñîì ¨¨ ïî÷àòêó àáî ðiçíèöi ìiæ

íàéáiëüø ïiçíiì i íàéáiëüø ðàííiì ÷àñîì ¨¨ çàêií÷åííÿ;

9. r(i,j) = Lj −ES(i,j) − t(i,j) = Lj −EF(i,j) = Lj −Ei − t(i,j), âiëüíèé

ðåçåðâ ÷àñó íà âèêîíàííÿ áóäü-ÿêî¨ ðîáîòè äîðiâíþ¹ ðiçíèöi ìiæ

íàéïiçíiøèì ÷àñîì íàñòàííÿ íàñòóïíî¨ ïîäi¨ i íàéáiëüø ðàííiì

÷àñîì çàêií÷åííÿ ðîáîòè.

Iç íàâåäåíèõ âèùå îçíà÷åíü i ñïiââiäíîøåíü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà-

þòü òàêi òâåðäæåííÿ:

1. Äîâæèíà êðèòè÷íîãî øëÿõó äîðiâíþ¹ T .

2. ßêùî R(i,j) = 0, òî ðîáîòà (i, j) ëåæèòü íà êðèòè÷íîìó øëÿõó;

ÿêùî R(i,j) > 0, òî ðîáîòà (i, j) íå ëåæèòü íà êðèòè÷íîìó øëÿõó.

3. ßêùî ÷àñ ïî÷àòêó ðîáîòè (i, j), ùî íå ëåæèòü íà êðèòè÷íîìó øëÿ-

õó, âiäêëàñòè íà òåðìií ìåíøèé, íiæ r(i,j), òî íàéáiëüø ðàííié ÷àñ

íàñòàííÿ íàñòóïíî¨ ïîäi¨ íå çìiíèòüñÿ.

4. ßêùî ÷àñ ïî÷àòêó ðîáîòè (i, j), ùî íå ëåæèòü íà êðèòè÷íîìó øëÿ-

õó, âiäêëàñòè íà òåðìií ìåíøèé, íiæ R(i,j), òî ÷àñ, íåîáõiäíèé íà

âèêîíàííÿ âñüîãî ïðîåêòó, íå çáiëüøèòüñÿ.

2.4. Ôîðìàëiçàöiÿ çàäà÷i ïîøóêó êðèòè÷íîãî øëÿõó ÿê

çàäà÷i ËÏ.

Ìîäåëü CPM øóêà¹ íàéäîâøèé øëÿõ ìiæ ïî÷àòêîâèì i êiíöåâèì

âóçëàìè ìåðåæi ïðîåêòó. �¨ ôîðìóëþâàííÿ ÿê ÇÏ, òàêèì ÷èíîì, ïîäiáíå

äî ÇÏ ìîäåëi íàéêîðîòøîãî øëÿõó. �äèíà âiäìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî öiëüîâà ôóíêöiÿ ìàêñèìiçó¹òüñÿ à íå ìiíiìiçó¹òüñÿ.

Ïîçíà÷èìî

xij � îáñÿã ïîòîêó, ùî ïðîõîäèòü ïî äóçi (i, j), ùî âiäïîâiäà¹ ðîáîòi
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(ïðîöåñó) (i, j) ;

tij � òðèâàëiñòü ïðîöåñó (i, j).

Òàêèì ÷èíîì, öiëüîâà ôóíêöiÿ ëiíiéíî¨ ïðîãðàìè íàáóâà¹ âèãëÿäó

L =
∑

äëÿ âñiõ ðîáiò (i,j)

tij xij → max

Äëÿ êîæíî¨ âåðøèíè iñíó¹ îäíå îáìåæåííÿ, ÿêå âiäîáðàæà¹ çáåðå-

æåííÿ ïîòîêó:

Ñóìàðíèé âõiäíèé ïîòiê = Ñóìàðíèé âèõiäíèé ïîòiê.

Âñi çìiííi xij íåâiä'¹ìíi.

Ïðèêëàä 3. Ðåêîíñòðóêöiÿ òîðãîâîãî öåíòðó.

Êè¨âñüêà ìiñüêà àäìiíiñòðàöiÿ ðîçãëÿäà¹ ìîæëèâiñòü ðåêîíñòðóêöi¨ òîð-

ãîâîãî öåíòðó áiëÿ ñòàíöi¨ ìåòðî ¾Ëèáiäñüêà¿. Ïiñëÿ çíåñåííÿ ñòàðèõ

íàìåòiâ ïðîåêòîì ïåðåäáà÷à¹òüñÿ áóäiâíèöòâî ïàâiëüéîíiâ äëÿ çäà÷i ¨õ

â îðåíäó òîðãîâèì ôiðìàì. Ðîáîòè, ÿêi íåîáõiäíî âèêîíàòè ïiä ÷àñ ðåà-

ëiçàöi¨ ïðîåêòó, à òàêîæ ¨õíié âçà¹ìîçâ'ÿçîê i ÷àñ âèêîíàííÿ çàçíà÷åíî

â òàêié òàáëèöi 1.4:

Ïèòàííÿ:

1. Ñêiëüêè ðîáiò íà êðèòè÷íîìó øëÿõó?

2. ßêà äîâæèíà êðèòè÷íîãî øëÿõó?

3 Íà ñêiëüêè òèæíiâ ìîæíà âiäêëàñòè ïî÷àòîê âèêîíàííÿ ðîáîòè E,

ùîá öå íå âïëèíóëî íà ñòðîê âèêîíàííÿ ïðî¹êòó?

4. Íà ñêiëüêè òèæíiâ ìîæíà âiäêëàñòè ïî÷àòîê âèêîíàííÿ ðîáîòè B,

ùîá öå íå âïëèíóëî íà òåðìií âèêîíàííÿ ïðî¹êòó (ïîâíèé ðåçåðâ ÷à-

ñó)?

5. Íà ñêiëüêè òèæíiâ ìîæíà âiäêëàñòè ïî÷àòîê âèêîíàííÿ ðîáîòè C,

ùîá öå íå çìiíèëî íàéáiëüø ïiçíié òåðìií íàñòàííÿ íàñòóïíî¨ ïîäi¨

(âiëüíèé ðåçåðâ ÷àñó)?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè òåðìií âèêîíàííÿ ïðîåêòó, äî-

ñòàòíüî çíàéòè äîâæèíó êðèòè÷íîãî øëÿõó. Ïðåäñòàâèìî äàííi ó òà-
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Ðîáîòà Çìiñò ðîáîòè Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

×àñ

âèêîíàííÿ,

òèæ

A Ïiäãîòóâàòè àðèòåêòóðíèé ïðî-

åêò

� 5

B Âèçíà÷èòè ìàéáóòíiõ àðåíäàòî-

ðiâ

� 6

C Ïiäãîòóâàòè ïðîñïåêò äëÿ àðåí-

äàòîðiâ

A 4

D Îáðàòè ïiäðÿä÷èêà A 3

E Ïiäãîòóâàòè äîêóìåòè äëÿ îòðè-

ìàííÿ äîçâîëó

A 1

F Îòðèìàòè äîçâië íà áóäiâíèöòâî E 4

G Çäiéñíèòè áóäiâíèöòâî D, F 14

H Çàêëþ÷èòè êîíòðàêòè ç îðåíäà-

òîðàìè

B, C 12

I Âñåëèòè îðåíäàòîðiâ ó ïîâiëüîíè G, H 2

Òàáëèöà 1.4

áëè÷íié ôîðìi (äèâ. òàáë. 1.5).

Ïîáóäó¹ìî ãðàôi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ïðîåêòó (ðèñ. 1.5). Êðèòè÷íèé

øëÿõ äëÿ öüîãî ïðîåêòó ìîæå áóòè çíàéäåíèé çà äîïîìîãîþ ïðÿìèõ

ðîçðàõóíêiâ çà ìåòîäîì ÑÐÌ, îïèñàíèì ó ðîçäiëi 1.2.

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêó êðèòè÷íîãî øëÿõó òà ðåçåðâiâ ÷àñó íåêðèòè-

÷íèõ îïåðàöié ìîæíà çâåñòè ó çðó÷íó äëÿ êîðèñòóâàííÿ òàáëèöþ 1.6.

Öÿ òàáëèöÿ ìiñòèòü iíôîðìàöiþ, ùî äà¹ çìîãó âiäïîâiñòè íà âñi çàïè-

òàííÿ çàâäàííÿ. Äîâæèíà êðèòè÷íîãî øëÿõó äîðiâíþ¹ 26. Íà êðèòè-

÷íîìó øëÿõó ëåæàòü óñi ðîáîòè, çíà÷åííÿ ðåçåðâó ÷àñó ÿêèõ, çàçíà÷å-

íi â îñòàííüîìó ñòîâï÷èêó, äîðiâíþþòü íóëþ. Öå ðîáîòè A, E, F , G,

I. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âiäêëàñòè ïî÷àòîê ðîáîòè E, òî òåðìií âèêîíà-

ííÿ ïðîåêòó çáiëüøèòüñÿ. Âîäíî÷àñ ðîáîòó B ìîæíà ðîçïî÷àòè íå â
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Ðîáîòà ×àñ

âèêîíàííÿ

òèæ.

Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

A 5 �

B 6 �

C 4 A

D 3 A

E 1 A

F 4 E

G 14 D, F

H 12 B, C

I 2 G, H

Òàáëèöà 1.5

Ðîáîòà ×àñ âèêîíàííÿ ES EF LS LF R

A 5 0 5 0 5 0∗

B 6 0 6 6 10 6

C 4 5 9 8 12 3

D 3 5 8 7 10 2

E 1 5 6 5 6 0∗

F 4 6 10 6 10 0∗

G 14 10 24 10 24 0∗

H 12 9 21 12 24 3

I 2 24 26 24 26 0∗

Òàáëèöà 1.6

íóëüîâèé ìîìåíò ÷àñó, à â ìîìåíò 6, òîáòî ïî÷àòîê âèêîíàííÿ ðîáîòè

B ìîæíà âiäêëàñòè íà 6 òèæíiâ. Êðèòè÷íèé øëÿõ äëÿ öüîãî ïðîåêòó

ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.6 íàïiâæèðíèìè ñòðiëêàìè.

Âiäïîâiäi:

1. Íà êðèòè÷íîìó øëÿõó 5 ðîáiò.
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1

2

3

4

5

6

7

A(5)

B(6)

C(4)

D(3)

E(1)

H(12)

F (4)

G(14)
I(2)

Ðèñóíîê 1.5

1

2

3

4

5

6

7

A(2)

B(6)

C(4)

D(3)

E(1)

H(12)

F (4)

G(14)
I(2)

Ðèñóíîê 1.6
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2. Äîâæèíà êðèòè÷íîãî øëÿõó 26 òèæíiâ.

3. Ïî÷àòîê âèêîíàííÿ ðîáîòè E âiäêëàñòè íå ìîæíà. Âiäïîâiäü - 0.

4. Ïîâíèé ðåçåðâ ÷àñó ðîáîòè B ñêëàäà¹ 6 òèæíiâ.

5. Íà òðè òèæíi.

2.5. Êîíòðîëüíi ïèòàííÿ.

Ïèòàííÿ 1. Ìåòîä ÑÐÌ ðîçðîáëåíî äëÿ:

1) îïèñó ïðî¹êòiâ øëÿõîì çàçíà÷åííÿ âñiõ ðîáiò, ùî ïåðåäóþòü äàíié

ðîáîòi;

2) îïèñó ïðî¹êòiâ øëÿõîì ïðåäñòàâëåííÿ êîæíî¨ ðîáîòè ó âèãëÿäi ïàðè

âóçëiâ ìåðåæi;

3) ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò íà ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi ïðîåêòó;

4) çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íîãî øëÿõó äëÿ ïðîåêòiâ iç çàäàíèì ÷àñîì âè-

êîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè;

5) çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íîãî øëÿõó äëÿ ïðîåêòiâ iç íåâèçíà÷åíèì ÷àñîì

âèêîíàííÿ ðîáiò.

Ïèòàííÿ 2. Âóçîë-ïîäiÿ ìåðåæåâîãî ãðàôiêà âèðàæà¹ ðåçóëüòàò:

1) ðîçïî÷àòî âñi ðîáîòè, ùî âèõîäÿòü iç âóçëà;

2) çàêií÷åíî âñi ðîáîòè, ùî âõîäÿòü ó âóçîë;

3) ðîçïî÷àòî õî÷à á îäíó ðîáîòó, ùî âèõîäèòü iç âóçëà;

4) çàêií÷åíî õî÷à á îäíó ðîáîòó, ùî âõîäèòü ó âóçîë;

5) çàêií÷åíî âñi ðîáîòè, ùî âõîäÿòü ó âóçîë, i ðîçïî÷àòî õî÷à á îäíó

ðîáîòó, ùî âèõîäèòü iç âóçëà.

Ïèòàííÿ 3. Íàéáiëüø ðàííié ÷àñ íàñòàííÿ ïîäi¨ äîðiâíþ¹:

1) ìiíiìàëüíié äîâæèíi øëÿõó ç äàíîãî âóçëà â êiíöåâèé;

2) ìàêñèìàëüíié äîâæèíi øëÿõó ç äàíîãî âóçëà â êiíöåâèé;

3) ìàêñèìàëüíié äîâæèíi øëÿõó ç ïî÷àòêîâîãî âóçëà â äàíèé;

4) ìàêñèìàëüíîìó ÷àñó íàéáiëüø ðàííüîãî çàêií÷åííÿ ðîáiò, ùî âõîäÿòü

ó öåé âóçîë;
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5) ìiíiìàëüíîìó ÷àñó íàéïiçíiøîãî ïî÷àòêó ðîáiò, ùî âèõîäÿòü iç öüîãî

âóçëà.

Ïèòàííÿ 4. Íàéïiçíiøèé ÷àñ íàñòàííÿ ïîäi¨ äîðiâíþ¹:

1) Ìiíiìàëüíié äîâæèíi øëÿõó ç äàíîãî âóçëà â êiíöåâèé;

2) ìàêñèìàëüíié äîâæèíi øëÿõó ç äàíîãî âóçëà â êiíöåâèé;

3) ìàêñèìàëüíié äîâæèíi øëÿõó ç ïî÷àòêîâîãî âóçëà â äàíèé;

4) ìàêñèìàëüíîìó ÷àñó íàéáiëüø ðàííüîãî ïî÷àòêó ðîáiò, ùî âèõîäÿòü

iç öüîãî âóçëà;

5) ìiíiìàëüíîìó ÷àñó íàéïiçíiøîãî ïî÷àòêó ðîáiò, ùî âèõîäÿòü iç öüîãî

âóçëà.

Ïèòàííÿ 5. Äëÿ òîãî ùîá ñêîðîòèòè ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîåêòó, íåîá-

õiäíî:

1) ñêîðîòèòè ÷àñ âèêîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè íà êðèòè÷íîìó øëÿõó;

2) ñêîðîòèòè ÷àñ âèêîíàííÿ îäíi¹¨ ðîáîòè íà êðèòè÷íîìó øëÿõó;

3) ñêîðîòèòè ÷àñ âèêîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè ïðî¹êòó;

4) ñêîðîòèòè ÷àñ âèêîíàííÿ îäíi¹¨ ðîáîòè ïðîåêòó;

5) çáiëüøèòè äîâæèíó êðèòè÷íîãî øëÿõó.

Ïèòàííÿ 6. Ïîâíèé ðåçåðâ ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáîòè äîðiâíþ¹ ðiçíèöi

ìiæ:

1) íàéáiëüø ïiçíiì i íàéáiëüø ðàííiì ÷àñîì ¨¨ ïî÷àòêó;

2) íàéáiëüø ðàííiì ÷àñîì ¨¨ ïî÷àòêó i íàéáiëüø ðàííiì ÷àñîì ¨¨ çàêií-

÷åííÿ;

3) íàéïiçíiøèì ÷àñîì ¨¨ ïî÷àòêó i íàéïiçíiøèì ÷àñîì ¨¨ çàêií÷åííÿ;

4) íàéáiëüø ðàííiì ÷àñîì ¨¨ çàêií÷åííÿ i íàéáiëüø ïiçíiì ÷àñîì ¨¨ ïî-

÷àòêó;

5) íàéïiçíiøèì ÷àñîì ¨¨ çàêií÷åííÿ i íàéáiëüø ðàííiì ÷àñîì ¨¨ ïî÷àòêó.
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2.6. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Çàäà÷à 1. Ôàêóëüòåò êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè ÊÍÓ iìåíi

Òàðàñà Øåâ÷åíêà ðîçðîáëÿ¹ íîâó ïðîãðàìó äëÿ ïiäâèùåííÿ êâàëiôiêà-

öi¨ âèêëàäà÷iâ, ÿêèõ íàâ÷àþòü ìåòîäàì ÄÎ. Áàæàíî, ùîá öþ ïðîãðàìó

ìîæíà áóëî ðåàëiçóâàòè â íàéñòèñëiøi òåðìiíè. � ñóòò¹âi âçà¹ìîçâ'ÿçêè

ìiæ äèñöèïëiíàìè, ÿêi íåîáõiäíî âiäîáðàçèòè, ñêëàäàþ÷è ðîçêëàä çà-

íÿòü. Íàïðèêëàä, ìåòîäè óïðàâëiííÿ ïðîåêòàìè PERÒ/ÑÐÌ ïîâèí-

íi ðîçãëÿäàòèñÿ ëèøå ïiñëÿ òîãî, ÿê ñëóõà÷i îáãîâîðÿòü ðiçíi àñïåêòè

(êîìåðöiéíi, ôiíàíñîâi, åêîíîìi÷íi, òåõíi÷íi òà ií.) ïðîåêòíîãî àíàëiçó,

ïîâ'ÿçàíi ç æèòò¹âèì öèêëîì ïðîåêòó.

Äèñöèïëiíè òà ¨õíié âçà¹ìîçâ'ÿçîê çàçíà÷åíî â òàáëèöi 1.7.

Äèñöèïëiíà ×àñ âèâ÷åííÿ,

äíi.

Ïîïåðåäíi

äèñöèïëiíè

A 4 �

B 6 �

C 2 A

D 6 A

E 3 C, B

F 3 C, B

G 5 D, E

Òàáëèöà 1.7

Çíàéäiòü ìiíiìàëüíèé ÷àñ, çà ÿêèé ìîæíà âèêîíàòè ïðîãðàìó.

Çàïèòàííÿ:

1. ßêà äîâæèíà êðèòè÷íîãî øëÿõó?

2. ßêà êiëüêiñòü äèñöèïëií çíàõîäèòüñÿ íà êðèòè÷íîìó øëÿõó?

3. ßêèé ðåçåðâ ÷àñó âèâ÷åííÿ äèñöèïëiíè f?

Çàäà÷à 2. Êîíñàëòèíãîâà êîìïàíiÿ ¾Ñèñòåìè óïðàâëiíñüêèõ ðiøåíü¿

ñïåöiàëiçó¹òüñÿ íà ðîçðîáöi ñèñòåì ïiäòðèìêè ïðîåêòiâ. Êîìïàíiÿ óêëà-
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ëà êîíòðàêò íà ðîçðîáêó êîìï'þòåðíî¨ ñèñòåìè, ïðèçíà÷åíî¨ äëÿ äî-

ïîìîãè êåðiâíèöòâó ôiðìè ïðè ïëàíóâàííi êàïiòàëîâêëàäåíü. Êåðiâíèê

ïðîåêòó ðîçðîáèâ ïåðåëiê âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèõ ðîáiò (äèâ. òàáë. 1.8.

Ðîáîòà ×àñ

âèêîíàííÿ

òèæ.

Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

A 4 �

B 6 �

C 5 �

D 2 B

E 9 A

F 4 B

G 8 C, D

H 3 B, E

I 5 F, G

J 7 H

Òàáëèöà 1.8

Ïîáóäóéòå ãðàôi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ïðîåêòó. Âèêîðèñòîâóéòå ìåòîä

ÑÐÌ äëÿ çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íîãî øëÿõó.

Ïèòàííÿ:

1. ßêà äîâæèíà êðèòè÷íîãî øëÿõó?

2. Ñêiëüêè ðîáiò çíàõîäèòüñÿ íà êðèòè÷íîìó øëÿõó?

3. ßêèé ðåçåðâ âèêîíàííÿ ðîáîòè F?

Çàäà÷à 3. Ïðîåêò ïóñêîíàëàãîäæåííÿ êîìï'þòåðíî¨ ñèñòåìè ñêëà-

äà¹òüñÿ ç âîñüìè ðîáiò. Ðîáîòè, ùî áåçïîñåðåäíüî ïåðåäóþòü, i òðè-

âàëiñòü âèêîíàííÿ ðîáiò çàçíà÷åíi â òàáëèöi 1.9. Çíàéäiòü êðèòè÷íèé

øëÿõ.

Çàïèòàííÿ:

1. Ñêiëüêè ÷àñó çíàäîáèòüñÿ äëÿ âèêîíàííÿ ïðî¹êòó?
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Ðîáîòà ×àñ

âèêîíàííÿ

òèæ.

Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

A 3 �

B 6 �

C 2 A

D 5 B, C

E 4 D

F 3 E

G 9 B C

H 3 F, G

Òàáëèöà 1.9

2. Ñêiëüêè ðîáiò íà êðèòè÷íîìó øëÿõó?

3) ×îìó äîðiâíþ¹ íàéáiëüø ðàííié ÷àñ ïî÷àòêó ðîáîòè Ñ?

4. Íà ñêiëüêè äíiâ ìîæíà âiäêëàñòè âèêîíàííÿ ðîáîòè Ñ áåç âiäòåðìi-

íóâàííÿ çàâåðøåííÿ ïðî¹êòó â öiëîìó?

5. ×îìó äîðiâíþ¹ íàéïiçíiøèé ÷àñ çàêií÷åííÿ ðîáîòè F?

6. Íà ñêiëüêè äíiâ ìîæíà âiäêëàñòè âèêîíàííÿ ðîáîòè F áåç âiäñòðî÷êè

çàâåðøåííÿ ïðîåêòó?

3. Ìåðåæåâèé àíàëiç ïðî¹êòiâ. Ìåòîä PERT.

3.1. Óïðàâëiííÿ ïðîåêòàìè ç íåâèçíà÷åíèì ÷àñîì

âèêîíàííÿ ðîáiò (PERT).

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîêàçàíî ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó PERT

(Program Evaluation and Review Technique - ìåòîä îöiíþâàííÿ òà îãëÿäó

ïðîãðàìè) äëÿ êîíòðîëþ òåðìiíiâ âèêîíàííÿ ïðîåêòó.

Ìåòîä PERT îði¹íòîâàíèé íà àíàëiç òàêèõ ïðîåêòiâ, äëÿ ÿêèõ òðè-

âàëiñòü âèêîíàííÿ âñiõ àáî äåÿêèõ ðîáiò íå âäà¹òüñÿ âèçíà÷èòè òî÷íî.
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Íàñàìïåðåä iäåòüñÿ ïðî ïðîåêòóâàííÿ òà âïðîâàäæåííÿ íîâèõ ñèñòåì.

Ó òàêèõ ïðîåêòàõ áàãàòî ðîáiò íå ìàþòü àíàëîãiâ. Ó ðåçóëüòàòi âèíèêà¹

íåâèçíà÷åíiñòü ó òåðìiíàõ âèêîíàííÿ ïðîåêòó â öiëîìó.

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó PERÒ äà¹ çìîãó îòðèìàòè âiäïîâiäi íà òàêi çà-

ïèòàííÿ:

1. ×îìó äîðiâíþ¹ î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè?

2. ×îìó äîðiâíþ¹ î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîåêòó?

3. Ç ÿêîþ éìîâiðíiñòþ ïðî¹êò ìîæå áóòè âèêîíàíî çà âêàçàíèé ÷àñ?

Äëÿ òîãî ùîá âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä PERT, äëÿ êîæíî¨ ðîáîòè i,

÷àñ âèêîíàííÿ ÿêî¨ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, íåîáõiäíî âèçíà÷èòè òàêi

òðè îöiíêè:

1. ai - îïòèìiñòè÷íèé ÷àñ (÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè i â íàéñïðèÿòëèâi-

øèõ óìîâàõ);

2. mi - íàéiìîâiðíiøèé (íîðìàëüíèé) ÷àñ (÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè i â

íîðìàëüíèõ óìîâàõ);

3. bi - ïåñèìiñòè÷íèé ÷àñ (÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè i â íåñïðèÿòëèâèõ

óìîâàõ).

Òðèâàëiñòü ðîáiò íà îñíîâi âiðîãiäíèõ îöiíîê óñåðåäíþ¹òüñÿ i éìîâiðíi-

ñíà ìåðåæà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê äåòåðìiíîâàíà. Ó öüîìó âèïàäêó â ÿêîñòi

äåòåðìiíîâàíèõ îöiíîê òðèâàëîñòi ðîáiò âèêîðèñòîâóþòüñÿ çâè÷íi (ñå-

ðåäíi) çíà÷åííÿ - ti. Äëÿ êîæíî¨ ðîáîòè îöiíþ¹òüñÿ òàêîæ äèñïåðñiÿ

σ2(ti), òîáòî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ êâàäðàòà âiäõèëåííÿ òðèâàëîñòi ðîáîòè

âiä ¨¨ î÷iêóâàíîãî çíà÷åííÿ.

Ç îãëÿäó íà òå, ùî ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè äîáðå îïèñó¹òüñÿ β-ðîçïîäiëîì,

î÷iêóâàíå çíà÷åííÿ òðèâàëîñòi ðîáîòè ti òà ¨¨ äèñïåðñiþ σ2(ti) ìîæíà

îöiíþâàòè çà ôîðìóëàìè:

ïðè òðüîõ îöiíêàõ òðèâàëîñòi ðîáîòè

ti =
ai + 4mi + bi

6
, (3.1)
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σ2
i =

(
bi − ai

6

)2

. (3.2)

ïðè äâîõ îöiíêàõ òðèâàëîñòi ðîáîòè

ti =
3ai + 2bi

5
, (3.3)

σ2
i =

(
bi − ai

5

)2

, (3.4)

ßêùî ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè i âiäîìèé òî÷íî i äîðiâíþ¹ di, òî ti =

ai = ti = bi = di . Êðiì òîãî, ÿêùî ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè i âiäîìèé

òî÷íî, òî σ2
i = 0.

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ai, bi, mi âèçíà÷àþòüñÿ âèêîíàâöåì ðîáiò àáî

âiäïîâiäíèì åêñïåðòîì. Âèáið öèõ çíà÷åíü çàëåæèòü âiä íèçêè îáñòà-

âèí, äåÿêi ç ÿêèõ ÷àñîì íå ïiääàþòüñÿ àíàëiçó. Ó ïiäñóìêó öi âåëè÷èíè

ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê âèïàäêîâi.

Ðÿä îñíîâíèõ ïàðàìåòðiâ éìîâiðíiñíèõ ìåðåæ - ðàííi é ïiçíi òåðìi-

íè íàñòàííÿ ïîäié i âèêîíàííÿ ðîáiò, ðåçåðâè ÷àñó ïîäié i ðîáiò - âè-

çíà÷àþòüñÿ òàê ñàìî, ÿê âiäïîâiäíi ïàðàìåòðè äåòåðìiíîâàíèõ ìåðåæ.

Íåîáõiäíî ëèøå ïàì'ÿòàòè, ùî â öüîìó âèïàäêó ïàðàìåòðè ¹ äåÿêèìè

óñåðåäíåíèìè âåëè÷èíàìè. Äîäàòêîâî äî ïàðàìåòðiâ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ

äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ìåðåæ, ïðè àíàëiçi éìîâiðíiñíèõ ìåðåæ îá÷èñëþ-

þòü òàêîæ îöiíêè äèñïåðñi¨ ñòðîêiâ íàñòàííÿ ïîäié, ÿêi âèñòóïàþòü ìi-

ðîþ ¨õíüîãî ìîæëèâîãî ðîçêèäó, à òàêîæ éìîâiðíîñòi íàñòàííÿ ïîäi¨ â

ïëàíîâi (äèðåêòèâíi) ñòðîêè.

Íåõàé T - ÷àñ, íåîáõiäíèé äëÿ âèêîíàííÿ ïðîåêòó. ßêùî â ïðî¹êòi ¹

ðîáîòè ç íåâèçíà÷åíèì ÷àñîì âèêîíàííÿ, òî ÷àñ T ¹ âèïàäêîâîþ âåëè-

÷èíîþ.

Ìàòåìàòè÷íå î÷iêóâàííÿ (î÷iêóâàíå çíà÷åííÿ) ÷àñó âèêîíàííÿ ïðî-

åêòó M(T ) äîðiâíþ¹ ñóìi î÷iêóâàíèõ çíà÷åíü ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáiò, ùî

ëåæàòü íà êðèòè÷íîìó øëÿõó. Äëÿ âèçíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî øëÿõó ïðî¹-

êòó ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî ìåòîä ÑÐÌ. Íà öüîìó åòàïi àíàëiçó ïðîåêòó

÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè ââàæà¹òüñÿ ðiâíèì î÷iêóâàíîìó ÷àñó ti.

Äèñïåðñiÿ σ2(T ) çàãàëüíîãî ÷àñó, íåîáõiäíîãî äëÿ çàâåðøåííÿ ïðî¹-
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êòó, ó ïðèïóùåííi ïðî íåçàëåæíiñòü ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáiò, äîðiâíþ¹ ñó-

ìi äèñïåðñié ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáiò êðèòè÷íîãî øëÿõó. ßêùî æ äâi àáî

áiëüøå ðîáîòè âçà¹ìîçàëåæíi, òî çàçíà÷åíà ñóìà äà¹ íàáëèæåíå óÿâëå-

ííÿ ïðî âàðiàöi¨ ÷àñó çàâåðøåííÿ ïðî¹êòó.

Îäíà ç ïåðåâàã ñèñòåìè PERT ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíà äà¹ çìîãó

îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü çàâåðøåííÿ ðîáiò ó çàäàíèé ÷àñ. Ïðèïóñêàþ÷è,

ùî ðîçïîäië ÷àñó T çàâåðøåííÿ ïðîåêòó ¹ àñèìïòîòè÷íî íîðìàëüíèì iç

ñåðåäíiì M(T ) i äèñïåðñi¹þ σ2(T ). Ç óðàõóâàííÿì öüîãî ìîæíà ðîçðà-

õóâàòè éìîâiðíiñòü çàâåðøåííÿ ïðî¹êòó ó âñòàíîâëåíèé òåðìií T0. Äëÿ

âèçíà÷åííÿ éìîâiðíîñòi òîãî, ùî T ⩽ T0, ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè òàáëèöþ

ðîçïîäiëó âåëè÷èíè

z =
T0 −M(T )

σ(T )
,

ÿêà ìà¹ ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

Ïðèêëàä. 1) Äëÿ òðèïàðàìåòðè÷íî¨ ìîäåëi (äèâ. òàáë. 1.10) çíàéòè:

1.1. î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðî¹êòó;

1.2. âèçíà÷èòè éìîâiðíiñòü âèêîíàííÿ ïðî¹êòó íå ïiçíiøå çàäàíîãî òåð-

ìiíó;

1.3. çíàéòè iíòåðâàë ãàðàíòîâàíîãî (ç iìîâiðíiñòþ P = 0, 9973) ÷àñó

âèêîíàííÿ ïðî¹êòó;

1.4. îöiíèòè ìàêñèìàëüíèé ìîæëèâèé òåðìií âèêîíàííÿ ïðî¹êòó iç çà-

äàíîþ íàäiéíiñòþ γ.

Äèðåêòèâíèé (çàäàíèé) òåðìií âèêîíàííÿ ïðî¹êòó T0 = 21 äåíü, çà-

äàíà íàäiéíiñòü γ = 0, 95.

2) Âèêîíàòè òi ñàìi ðîçðàõóíêè äëÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¨ ìîäåëi òà ïî-

ðiâíÿòè ðåçóëüòàòè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1) Çíàéäåìî î÷iêóâàíó òðèâàëiñòü ðîáiò (ti) äëÿ òðèïà-

ðàìåòðè÷íî¨ ìîäåëi çà ôîðìóëîþ (3.1).

Íàïðèêëàä,

tA =
8 + 4 · 5 + 3

6
=

31

6
≈ 5, 17 ≈ 5;
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Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

Îïòèìiñòè÷íèé

÷àñ

ai

Íàéáiëüø

éìîâiðíèé ÷àñ

mi

Ïåñèìiñòè÷íèé

÷àñ

bi

A � 8 5 3

B � 10 9 4

C � 6 2 1

D A 9 7 1

E A 5 4 1

F C 2 1 1

G B, E, F 4 2 1

H B, E, F 13 5 4

I D, G 8 2 1

J C 17 8 6

K B, E, F, J 10 8 2

Òàáëèöà 1.10

tB =
10 + 4 · 9 + 4

6
=

50

6
≈ 8, 33 ≈ 8;

tC =
6 + 4 · 2 + 1

6
=

15

6
= 2, 5 ≈ 3;

tD =
9 + 4 · 7 + 1

6
=

38

6
≈ 6, 33 ≈ 6;

tE =
5 + 4 · 5 + 1

6
=

22

6
≈ 3, 67 ≈ 4;

i ò.ä. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü îêðóãëþ¹ìî îòðèìàíi âåëè-

÷èíè äî öiëèõ ÷èñåë (çà ïðàâèëàìè îêðóãëåííÿ ç íàäëèøêîì i íåñòà-

÷åþ).

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñié òðèâàëîñòåé ðîáiò ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìó-

ëîþ 3.2 :

σ2
A =

(
8− 3

6

)2

=

(
5

6

)2

≈ 0, 69;

σ2
B =

(
10− 4

6

)2

=

(
6

6

)2

= 1;
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σ2
C =

(
6− 1

6

)2

=

(
5

6

)2

≈ 0, 69;

σ2
D =

(
9− 1

6

)2

=

(
8

6

)2

≈ 1, 78;

σ2
E =

(
5− 1

6

)2

=

(
4

6

)2

≈ 0, 44;

i ò.ä.

Çâåäåìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ ti òà σ
2
i â òàáë. 1.11. Òàêèì ÷èíîì, òðüîõ-

Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

Î÷iêóâàíèé

÷àñ

ti

Äèñïåðñiÿ

σ2
i

A � 5 0,69

B � 8 1

C � 3 0,69

D A 6 1,78

E A 4 0,44

F C 1 0,03

G B, E, F 2 0,25

H B, E, F 6 2,25

I D, G 3 1,36

J C 9 3,36

K B, E, F, J 7 1,78

Òàáëèöà 1.11

ïàðàìåòðè÷íà ìîäåëü çâåäåíà äî îäíîïàðàìåòðè÷íî¨.

Òåïåð ìîæíà ïîáóäóâàòè ìåðåæåâèé ãðàôiê (äèâ. ðèñ. 1.7 ) òà ðîç-

ðàõóâàòè éîãî ÷àñîâi õàðàêòåðèñòèêè (äèâ. òàáë. ??).

Îòæå, íà îñíîâi îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ìîæíà äàòè âiäïîâiäi íà ïî-
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1

2

3

4

5

6

7

A(5)

B(8)

C(3)

D(6)

E(4)

F (1)

J(9)

G(2)

H(6)

Φ(0)

I(3)

K(7)

Ðèñóíîê 1.7

ñòàâëåíi çàïèòàííÿ.

1.1. Î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðî¹êòó.

Î÷iêóâàíèé êðèòè÷íèé ÷àñ Têð = 19.

Íà êðèòè÷íîìó øëÿõó ëåæàòü ðîáîòè C, J , K.

Çíàéäåìî äèñïåðñiþ êðèòè÷íîãî øëÿõó.

σ2
êð = σ2

C + σ2
J + σ2

K = 0, 69 + 3, 36 + 1, 78 = 5, 83.

Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ êðèòè÷íîãî øëÿõó

σ2
êð =

√
5, 83 ≈ 2, 41.

1.2. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðî¹êò áóäå âèêîíàíî íå ïiçíiøå çà-

äàíîãî òåðìiíó T0.

Çíàéäåìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðî¹êò áóäå âèêîíàíî íå ïiçíiøå çàäà-

íîãî òåðìiíó (T0 = 21 äåíü):

P (têð ⩽ 21) = 0, 5 + Φ

(
21− 19

2, 41

)
= 0, 5 + Φ(0, 83) ≈ 0, 5 + 0, 2967 ≈ 0, 8.

Òàêèì ÷èíîì, ¹ íåïîãàíi øàíñè (80%) âèêîíàòè ïðî¹êò ó çàäàíèé òåð-

ìií.

1.3. Iíòåðâàë ãàðàíòîâàíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ ïðî¹êòó.
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Çíàéäåìî iíòåðâàë ãàðàíòîâàíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ ïðî¹êòó. ñêîðèñòà¹-

ìîñÿ ïðàâèëîì ¾òðüîõ ñèãì¿: 3 · σ2
êð = 3 · 2, 41 = 7, 23 ≈ 7, òîáòî ç

iìîâiðíiñòþ ìàéæå 0, 9973 ïðîåêò áóäå âèêîíàíî çà 19±7 äíiâ, îñêiëüêè

P (12 ⩽ têð ⩽ 21) = P (|têð − 19| ⩽ 7) =

= 2 · Φ
(

7

2, 41

)
= 2 · Φ(2, 90) ≈ 2 · 0, 4981 = 0, 9962.

Âèçíà÷èìî éìîâiðíiñòü âèêîíàííÿ ïðîåêòó â òåðìií íå áiëüøå 26 äíiâ:

P (têð ⩽ 26) = 0, 5+Φ

(
26− 19

2, 41

)
= 0, 5+Φ(2, 90) ≈ 0, 5+0, 4981 = 0, 9981.

Îòæå, ìîæíà ç âåëèêîþ ÷àñòêîþ âïåâíåíîñòi ãàðàíòóâàòè, ùî ìà-

êñèìàëüíèé òåðìií âèêîíàííÿ ïðî¹êòó íå ïåðåâèùèòü 26 äíiâ.

1.4. Ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèé òåðìií T âèêîíàííÿ ïðîåêòó iç

çàäàíîþ íàäiéíiñòþ γ = 0, 95.

Îöiíèìî ìàêñèìàëüíî ìîæëèâèé òåðìií T âèêîíàííÿ ïðîåêòó iç çàäà-

íîþ íàäiéíiñòþ γ = 0, 95. Çà òàáëèöåþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ Ëàïëàñà çíà-

éäåìî äîâið÷èé êîåôiöi¹íò zγ äëÿ çàäàíî¨ íàäiéíîñòi γ.

Îñêiëüêè

P (|têð − Têð| ⩽ z0,95σêð) = = 2 · Φ
(
z0,95σêð
σêð

)
= 2 · Φ(z0,95) = 0, 95,

òî îòðèìà¹ìî

2 · Φ(z0,95) = 0, 95 ⇒ Φ(z0,95) = 0, 475

z0,95 = 1, 96

òà

P (|têð − 19| ⩽ 1, 96 · 2, 41) = P (|têð − 19| ⩽ 4, 72) =

= P (14, 28 ⩽ têð ⩽ 23, 72) = 0, 95.

Öå îçíà÷à¹, ùî ç íàäiéíiñòþ γ = 0, 95 ïðî¹êò áóäå çàâåðøåíî â ïåðiîä

âiä 14 äî 24 äíiâ.

Òî÷íiøó îöiíêó ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîãî òåðìiíó T çàâåðøåííÿ ïðî-
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¹êòó iç çàäàíîþ íàäiéíiñòþ γ ìîæíà îòðèìàòè ç ôîðìóëè

P (têð ⩽ T ) = 0, 5+Φ

(
T − Têð
σêð

)
= 0, 5+Φ

(
zγ · σêð
σêð

)
= 0, 5+Φ(zγ) = γ,

Ó íàøîìó âèïàäêó

0, 5 + Φ(z0,95) = 0, 95, Φ(z0,95) = 0, 45, z0,95 = 1, 65.

Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî, ùî

T = Têð + zγ · σêð = 19 + 1, 65 · 2, 41 ≈ 19 + 3, 98 = 22, 98,

òîáòî ç íàäiéíiñòþ 0, 95 ïðî¹êò áóäå çàâåðøåíî íå ïiçíiøå 23 äíiâ.

Òóò âèêîðèñòàíî ôóíêöiþ Ëàïëàñà âèäó Φ(x) =
1√
2π

xw

0

e

−t2

2 dt.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ Ëàïëàñà íåïàðíà, òîáòî Φ(−x) = −Φ(x), à ÿêùî

x ⩾ 5 çíà÷åííÿ Φ(x) = 0, 5.

2) Ðîçãëÿíåìî òåïåð äâîïàðàìåòðè÷íó ìîäåëü. Òàêà ìîäåëü âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ñêëàäíî âèçíà÷èòè íàéiìîâiðíiøi òðè-

âàëîñòi âèêîíàííÿ îêðåìèõ ðîáiò. Äâîïàðàìåòðè÷íà ìîäåëü ïðîñòiøà,

àëå äà¹ ìåíø òî÷íi îöiíêè.

Àíàëîãi÷íî, çíàéäåìî òàêîæ î÷iêóâàíó òðèâàëiñòü ðîáiò t∗i òà äèñ-

ïåðñiþ σ∗
i
2 äëÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¨ ìîäåëi çà ôîðìóëàìè (3.3)-(3.4):

t∗A =
3 · 8 + 2 · 3

5
=

30

5
= 6;

t∗B =
3 · 10 + 2 · 4

5
=

38

5
≈ 7, 6 ≈ 8;

t∗C =
3 · 6 + 2 · 1

5
=

20

5
= 4;

t∗D =
3 · 9 + 2 · 1

5
=

29

5
≈ 5, 8 ≈ 6;

t∗E =
3 · 5 + 2 · 1

5
=

17

5
≈ 3, 4 ≈ 3;

i ò.ä.
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Äëÿ äèñïåðñié ìà¹ìî

σ∗
A
2 =

(
8− 3

5

)2

=

(
5

5

)2

= 1;

σ∗
B
2 =

(
10− 4

5

)2

=

(
6

5

)2

≈ 1, 44;

σ∗
C
2 =

(
6− 1

5

)2

=

(
5

5

)2

= 1;

σ∗
D

2 =

(
9− 1

5

)2

=

(
8

5

)2

≈ 2, 56;

σ∗
E
2 =

(
5− 1

5

)2

=

(
4

5

)2

≈ 0, 64;

i ò.ä.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¨ ìîäåëi îòðèìà¹ìî äàíi, íàâåäå-

íi â òàáëèöi 1.12.

Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

Î÷iêóâàíèé

÷àñ

t∗i

Äèñïåðñiÿ

σ∗2
i

A � 6 1

B � 8 1,44

C � 4 1

D A 6 2,56

E A 3 0,64

F C 2 0,04

G B, E, F 3 0,36

H B, E, F 9 3,24

I D, G 5 1,96

J C 13 4,84

K B, E, F, J 7 2,56

Òàáëèöà 1.12
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!h

1

2

3

4

5

6

7

A(6)

B(8)

C(4)

D(6)

E(3)

F (2)

J(13)

G(3)

H(9)

Φ(0)

I(5)

K(7)

Ðèñóíîê 1.8

Ïðîâåäåìî àíàëiç îòðèìàíî¨ ìîäåëi. Çíàéäåìî ÷àñîâi õàðàêòåðèñòè-

êè ïîäié i ðîáiò. Ïîáóäó¹ìî ñòðóêòóðíèé ìåðåæåâèé ãðàôiê (ðèñ. 1.8).

Òåðìiíè íàñòàííÿ i ðåçåðâè ÷àñó ïîäié âêàçàíi â òàáëèöi:

1.1. Î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðî¹êòó.

Êðèòè÷íèé øëÿõ ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîäi¨ ç íóëüîâèì ðåçåðâîì ÷àñó, òîáòî

÷åðåç ïîäi¨ 1, 3, 6, 7. Íà êðèòè÷íîìó øëÿõó ëåæàòü ðîáîòè C, J , K.

Îòæå, î÷iêóâàíèé êðèòè÷íèé ÷àñ Têð = 24.

Çíàéäåìî äèñïåðñiþ êðèòè÷íîãî øëÿõó.

σ∗
êð

2 = σ∗
C
2 + σ∗

J
2 + σ∗

K
2 = 1 + 3, 36 + 4, 84 + 2, 56 = 8, 4.

Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ êðèòè÷íîãî øëÿõó

σ∗
êð =

√
8, 4 ≈ 2, 9.

Âñi ðåøòà ðîçðàõóíêiâ âèêîíóþòüñÿ àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàä-

êó.

3.2. Çàïèòàííÿ

Çàïèòàííÿ 1. Ìåòîä ÐÅRÒ ðîçðîáëåíî äëÿ:

1) îïèñó ïðî¹êòiâ øëÿõîì çàçíà÷åííÿ âñiõ ðîáiò, ùî ïåðåäóþòü äàíié

ðîáîòi;
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2) îïèñó ïðî¹êòiâ øëÿõîì ïîäàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè ó âèãëÿäi ïàðè âóçëiâ

ìåðåæi;

3) ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò íà ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi ïðîåêòó;

4) çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íîãî øëÿõó ïðè àíàëiçi ïðîåêòiâ iç çàäàíèì ÷à-

ñîì âèêîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè;

5) çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íîãî øëÿõó ïiä ÷àñ àíàëiçó ïðîåêòiâ iç íåâèçíà-

÷åíèì ÷àñîì âèêîíàííÿ ðîáiò.

Çàïèòàííÿ 2. Ó ìåðåæåâîìó ãðàôiêó ç íåâèçíà÷åíèì ÷àñîì âèêî-

íàííÿ ðîáiò ïåñèìiñòè÷íèé ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè A äîðiâíþ¹ 12, îïòè-

ìiñòè÷íèé - 6, î÷iêóâàíèé - 10.

×îìó äîðiâíþ¹ íàéiìîâiðíiøèé ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè A?

Âàðiàíòè âiäïîâiäåé:

1) 6; 2) 10; 3) 10,5; 4) 12; 5) 12,5.

Çàïèòàííÿ 3. Ó ìåðåæåâîìó ãðàôiêó ç íåâèçíà÷åíèì ÷àñîì âèêî-

íàííÿ ðîáiò ïåñèìiñòè÷íèé ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè A äîðiâíþ¹ 8, îïòè-

ìiñòè÷íèé - 2. Âåëè÷èíà çàïàñó ÷àñó (ïîâíèé ðåçåðâ ÷àñó) ðîáîòè A

âèÿâèëàñÿ ðiâíîþ 3. Íàéáiëüø ðàííié ÷àñ ¨¨ ïî÷àòêó 2, à íàéáiëüø ïi-

çíié ÷àñ çàêií÷åííÿ 8.

×îìó äîðiâíþ¹ íàéáiëüø iìîâiðíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè A?

Âàðiàíòè âiäïîâiäåé:

1) 2; 2) 4; 3) 5; 4) 6; 5) 8.

Çàïèòàííÿ 4. Ó ìåðåæåâîìó ãðàôiêó ç íåâèçíà÷åíèì ÷àñîì âèêî-

íàííÿ ðîáiò ïåñèìiñòè÷íèé ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè A äîðiâíþ¹ 16, îïòè-

ìiñòè÷íèé - 4.

×îìó äîðiâíþ¹ äèñïåðñiÿ (âàðiàöiÿ) ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáîòè A?

Âàðiàíòè âiäïîâiäåé:

1) 1; 2) 2; 3) 4; 4) 12; 5) 16.
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Çàïèòàííÿ 5. Î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîåêòó äîðiâíþ¹ 14 òè-

æíÿì. Äèñïåðñiÿ ÷àñó âèêîíàííÿ ïðîåêòó äîðiâíþ¹ 4. Ïðî¹êòóâàëüíè-

êiâ öiêàâèòü iìîâiðíiñòü, ç ÿêîþ ïðî¹êò ìîæå áóòè çàâåðøåíî çà 16 òè-

æíiâ.

Âèçíà÷òå âiäïîâiäíå ïîðîãîâå çíà÷åííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ùî ìà¹

ñòàíäàðòíèé íîðìàëüíèé ðîçïîäië.

Âàðiàíòè âiäïîâiäåé:

1) 0,5; 2) 1; 3) 2; 4) 4; 5) 16.

3.3. Çàäà÷i

Çàäà÷à 1. Íèæ÷å íàâåäåíî îöiíêè òðèâàëîñòi âèêîíàííÿ ðîáiò (ó

äíÿõ) ñòîñîâíî íåâåëèêîãî ïðîåêòó (äèâ. òàáë. 1.13): Ðîçðàõóéòå î÷iêó-

Ðîáîòà Îïòèìiñòè÷íèé

÷àñ

ai

Íàéáiëüø

éìîâiðíèé ÷àñ

mi

Ïåñèìiñòè÷íèé

÷àñ

bi

A 4 5 6

B 8 9 10

C 7 7,5 11

D 7 9 10

E 6 7 9

F 5 6 7

Òàáëèöà 1.13

âàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ i äèñïåðñiþ äëÿ êîæíî¨ ðîáîòè. Âiäîìî, ùî êðè-

òè÷íèé øëÿõ ñêëàäàþòü ðîáîòè Â, D, F.

Ïèòàííÿ:

1. ×îìó äîðiâíþ¹ î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè Â?

2. ×îìó äîðiâíþ¹ äèñïåðñiÿ ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáîòè D?

3. ßêèé î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðî¹êòó?

4. ×îìó äîðiâíþ¹ äèñïåðñiÿ ÷àñó âèêîíàííÿ ïðîåêòó?
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Çàäà÷à 2. Ïðîåêò áóäiâíèöòâà ïëàâàëüíîãî áàñåéíó ñêëàäà¹òüñÿ ç

äåâ'ÿòè îñíîâíèõ ðîáiò. Ðîáîòè, ¨õíi áåçïîñåðåäíi ïîïåðåäíèêè òà îöiíêè

÷àñó âèêîíàííÿ ðîáiò (ó äíÿõ) íàâåäåíî â òàáë. 1.14.

Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

Îïòèìiñòè÷íèé

÷àñ

ai

Íàéáiëüø

éìîâiðíèé ÷àñ

mi

Ïåñèìiñòè÷íèé

÷àñ

bi

A � 3 5 6

B � 2 4 6

C A,B 5 6 7

D A,B 7 9 10

E B 2 4 6

F C 1 2 3

G D 5 8 10

H D, F 6 8 10

I E, G,H 1 4 5

Òàáëèöà 1.14

Ïîáóäóéòå ìåðåæó PERT/ÑÐÌ äëÿ öüîãî ïðî¹êòó.

Ïèòàííÿ:

1. ßêèé î÷iêóâàíèé òåðìií çàâåðøåííÿ ïðî¹êòó?

2. ×îìó äîðiâíþ¹ ñòàíäàðòíà ïîìèëêà (êîðiíü êâàäðàòíèé iç äèñïåðñi¨)

÷àñó çàâåðøåííÿ ïðîåêòó?

3. ßêà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîåêò áóäå âèêîíàíî çà 24 äíi?

Çàäà÷à 3. Ðîçãëÿíüòå íàñòóïíèé ïðî¹êò (äèâ. òàáë. 1.15, îöiíêè ÷à-

ñó âèêîíàííÿ ðîáiò âêàçàíî â òèæíÿõ): Ïèòàííÿ:

1. ßêà î÷iêóâàíà òðèâàëiñòü ïðî¹êòó?

2. ×îìó äîðiâíþ¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîåêò áóäå çàâåðøåíî çà 21 òè-

æäåíü?

3. ×îìó äîðiâíþ¹ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîåêò áóäå çàâåðøåíî çà 25 òè-

æíiâ?
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Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

Îïòèìiñòè÷íèé

÷àñ

ai

Íàéáiëüø

éìîâiðíèé ÷àñ

mi

Ïåñèìiñòè÷íèé

÷àñ

bi

A � 4 5 6

B � 2,5 3 3.5

C A 6 7 8

D A 5 5,5 9

E B 5 7 9

F D,E 2 3 4

G D,E 8 10 12

H C, F 6 7 14

Òàáëèöà 1.15

Çàäà÷à 4. Äåêàíàò ôàêóëüòåòó êîìï'þòåðíèõ íàóê òà êiáåðíåòèêè

ÊÍÓ iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà ïåðåäáà÷à¹ ïðîâåñòè ëiòíi êóðñè ïåðåïi-

äãîòîâêè âèêëàäà÷iâ êàôåäðè äîñëiäæåííÿ îïåðàöié â ÿêîìóñü iç çàìi-

ñüêèõ áóäèíêiâ âiäïî÷èíêó. Äëÿ ïiäãîòîâêè êóðñiâ íåîáõiäíî âèêîíàòè

òàêi ðîáîòè (äèâ. òàáë. 1.16, îöiíêè ÷àñó âêàçàíî â òèæíÿõ):

Ïèòàííÿ:

1. ßêèé î÷iêóâàíèé ÷àñ çàâåðøåííÿ ïðî¹êòó?

2. Ñêiëüêè ðîáiò íà êðèòè÷íîìó øëÿõó?

3. ßêùî äåêàíàò õî÷å äîìîãòèñÿ òîãî, ùîá äî çà¨çäó âèêëàäà÷iâ óñi ïiä-

ãîòîâ÷i çàõîäè áóëè âèêîíàíi ç iìîâiðíiñòþ 0,975, òî â ÿêi ñòðîêè ñëiä

î÷iêóâàòè ¨õíüîãî çàâåðøåííÿ?

Çàäà÷à 5. Ìåíåäæåð ôóòáîëüíîãî ñòàäiîíó ÊÍÓ iìåíi Òàðàñà Øåâ-

÷åíêà ðîçðîáëÿ¹ ïëàí ïiäãîòîâêè äî ïåðøîãî òðåíóâàííÿ ôóòáîëüíî¨

êîìàíäè óíiâåðñèòåòó . Òðåíóâàííÿ ïåðåäáà÷à¹òüñÿ ïðîâåñòè 1 âåðåñíÿ.

Äàíi ïðî ïiäãîòîâ÷i çàõîäè íàâåäåíî â òàêié òàáëèöi (äèâ. òàáë. 1.17,

îöiíêè ÷àñó íàâåäåíî â äíÿõ):
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Ðîáîòà Çìiñò ðîáîòè Ïîïåðå-

äíÿ

ðîáîòà

Îïòè-

ìiñòè-

÷íèé

÷àñ

ai

Íàéáiëüø

éìîâið-

íèé ÷àñ

mi

Ïåñè-

ìiñòè-

÷íèé

÷àñ

bi

A Âèçíà÷èòè òåìè

çàíÿòü

� 1,5 2 2,5

B Äîìîâèòèñü

ç ëåêòîðàìè

A 2 2,5 6

C Âèçíà÷èòè ìîæëèâi

ìiñöÿ

ïðîâåäåííÿ êóðñiâ

� 1 2 3

D Âèáðàòè ìiñöå ïðî-

âåäåííÿ êóðñiâ

C 1,5 2 2,5

E Ðîçðîáèòè ãðàôiê

ðîáîòè ëåêòîðiâ

B,D 0,5 1 1,5

F Îòðèìàòè îñòàòî-

÷íó çãîäó ëåêòîðiâ

E 1 2 3

G Ïiäãîòóâàòè i ðîçi-

ñëàòè çàïðîøåííÿ

B,D 3 3,5 7

H Çàðåçåðâóâàòè ìi-

ñöÿ äëÿ ó÷àñíèêiâ

G 3 4 5

I Âèêîíàòè îñòàííi

ïðèãîòóâàííÿ

F,H 1,5 2 2,5

Òàáëèöà 1.16

Ïèòàííÿ:

1. ßêà î÷iêóâàíà òðèâàëiñòü ïðî¹êòó?

2. Ñêiëüêè ðîáiò íà êðèòè÷íîìó øëÿõó?

3. ßêùî ìåíåäæåð ïëàíó¹ ðîçïî÷àòè ïðî¹êò 11 ñåðïíÿ, òî ÿêîþ ¹ éìî-

âiðíiñòü òîãî, ùî ïðîãðàìà òðåíóâàííÿ ãðàâöiâ áóäå çàâåðøåíà äî 1

âåðåñíÿ çà 16 ðîáî÷èõ äíiâ?
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Ðîáîòà Çìiñò ðîáîòè Ïîïåðå-

äíÿ

ðîáîòà

Îïòè-

ìiñòè-

÷íèé

÷àñ

ai

Íàéáiëüø

éìîâið-

íèé ÷àñ

mi

Ïåñè-

ìiñòè-

÷íèé

÷àñ

bi

A Óçãîäèòè ïèòàííÿ ç

ôàêóëüòåòîì ôiçè-

÷íîãî âèõîâàííÿ

� 1 1 2

B Íàéíÿòè òðåíåðiâ A 4 6 8

C Çàðåçåðâóâàòè ñòà-

äiîí

A 2 4 6

D Îá'ÿâèòè ïðîãðàìó

òðåíóâàíü

B,C 1 2 3

E Çóñòðiòèñÿ ç òðåíå-

ðàìè

B 2 3 4

F Çàìîâèòè ôîðìó

äëÿ ãðàâöiâ

A 1 2 3

G Çàðå¹ñòðóâàòè êî-

ìàíäó ãðàâöiâ

D 1 2 3

H Çiáðàòè âçíîñè G 1 2 4

I Ïiäãîòóâàòè ïëàí

ïðîâåäåííÿ ïåðøî-

ãî òðåíóâàííÿ

E,F,H 1 1 1

Òàáëèöà 1.17

4. Àíàëiç âèòðàò íà ðåàëiçàöiþ ïðî¹êòó. Ìåòîä

PERT/COST.

Ïðèïóñòèìî, ùî î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîåêòó íàñ íå âëàøòîâó¹

i ìè õîòiëè á éîãî çìåíøèòè. Ñêîðî÷åííÿ ÷àñó âèêîíàííÿ ïðîåêòó çàçâè-
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÷àé ïîâ'ÿçàíå ç âèêîðèñòàííÿì äîäàòêîâèõ ðåñóðñiâ, òàêèõ, ÿê çáiëüøå-

ííÿ êiëüêîñòi ðîáiòíèêiâ, îðãàíiçàöiÿ ðîáîòè â ïîíàäíîðìîâèé ÷àñ. Îò-

æå, ïðè ñêîðî÷åííi òåðìiíó âèêîíàííÿ ïðîåêòó çáiëüøóþòüñÿ âèòðàòè

íà éîãî ðåàëiçàöiþ. Ó ðåçóëüòàòi ïîòðiáíî øóêàòè êîìïðîìiñ ìiæ ñêî-

ðî÷åííÿì ÷àñó âèêîíàííÿ òi¹¨ ÷è iíøî¨ ðîáîòè òà åêîíîìi¹þ äîäàòêîâèõ

âèòðàò íà ïðîåêò. Äëÿ ðîçðàõóíêó ìiíiìàëüíèõ âèòðàò, íåîáõiäíèõ äëÿ

ñêîðî÷åííÿ ÷àñó ðåàëiçàöi¨ ïðîåêòó, ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà ìîäåëü ëi-

íiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Äëÿ ïëàíóâàííÿ âèòðàò, ñêëàäàííÿ ãðàôiêà âèòðà÷àííÿ êîøòiâ i

çäiéñíåííÿ êîíòðîëþ çà öèì âèòðà÷àííÿì ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé ìå-

òîä àíàëiçó âèòðàò PERT/COST.

Êiíöåâà öiëü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó PERT/COST ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá

âèòðàòè íà ïðîåêò, ÿêèé ðåàëiçó¹òüñÿ, âiäïîâiäàëè ïðèéíÿòîìó êîøòî-

ðèñó,

Ñêëàäàííÿ êîøòîðèñó âèòðàò íà ðåàëiçàöiþ ïðîåêòó çàçâè÷àé ïå-

ðåäáà÷à¹ âèÿâëåííÿ âñiõ âèòðàò íà ïðîåêò i ïîäàëüøå ¨õí¹ âèçíà÷åííÿ â

÷àñi. Íà åòàïàõ âèêîíàííÿ ïðîåêòó ôàêòè÷íi âèòðàòè ìîæíà ïîðiâíÿòè

ç ïëàíîâàíèìè (àáî êîøòîðèñíèìè). ßêùî ôàêòè÷íi âèòðàòè ïåðåâè-

ùóþòü ïëàíîâàíi, ìîæíà âæèòè íåîáõiäíèõ çàõîäiâ, ñïðÿìîâàíèõ íà òå,

ùîá ïðèâåñòè ôàêòè÷íó ñóìó âèòðàò íà ïðî¹êò ó âiäïîâiäíiñòü iç ïëà-

íîì.

Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò i ìåòîäó PERT/COST äà¹

çìîãó îòðèìàòè âiäïîâiäi íà òàêi çàïèòàííÿ:

1. Çà ÿêèõ ìiíiìàëüíèõ âèòðàò ìîæíà çìåíøèòè ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîåêòó

äî çàäàíî¨ âåëè÷èíè?

2. Íà ñêiëüêè ñëiä ñêîðîòèòè òðèâàëiñòü ÷àñó âèêîíàííÿ êîæíî¨ ðîáîòè

ïðîåêòó?

3. ×è âiäïîâiäàþòü ôàêòè÷íi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó êîøòîðè-

ñíèì âèòðàòàì?

4. ×è âiäïîâiäàþòü ôàêòè÷íi âèòðàòè çàïëàíîâàíîìó òåðìiíó ðåàëiçàöi¨

ïðîåêòó?
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4.1. Ìiíiìiçàöiÿ âèòðàò, íåîáõiäíèõ äëÿ ñêîðî÷åííÿ ÷àñó

ðåàëiçàöi¨ ïðî¹êòó.

Ïîçíà÷åííÿ:

(i, j) � ðîáîòà ïðîåêòó âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åíü, íàâåäåíèõ ó ðîçäiëi 6;

t(i,j) � íîðìàëüíà òðèâàëiñòü ðîáîòè (i, j) (òðèâàëiñòü ðîáîòè çà äåòåð-

ìiíîâàíîãî ïiäõîäó - ìåòîä ÑÐÌ àáî î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ðîáîòè

çà ñòîõàñòè÷íîãî ïiäõîäó - ìåòîä PERT);

t′(i,j) � òðèâàëiñòü ðîáîòè (i, j) çà ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîãî ¨¨ ñêîðî÷åí-

íÿ;

M(i,j) � âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîãî ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi ðîáî-

òè (i, j) çà ðàõóíîê äîäàòêîâèõ ðåñóðñiâ

M(i,j) = t(i,j) − t′(i,j);

C(i,j) � ðîçðàõóíêîâi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ðîáîòè (i, j) çà íîðìàëüíî¨

¨¨ òðèâàëîñòi;

C ′
(i,j) � ðîçðàõóíêîâi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ðîáîòè (i, j) â óìîâàõ ìà-

êñèìàëüíîãî ñêîðî÷åííÿ ¨¨ òðèâàëîñòi çà ðàõóíîê äîäàòêîâèõ ðåñóðñiâ;

K(i,j) � ïèòîìi âèòðàòè íà ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi ðîáîòè (i, j) (íà îäè-

íèöþ ÷àñó)

K(i,j) =
C ′

(i,j) − C(i,j)

M(i,j)
.

Ïðèïóñòiìî, ùî áóäü-ÿêà äîäàòêîâà ÷àñòêà ÷àñó, ùî ñêîðî÷ó¹òüñÿ,

íà âèêîíàííÿ ðîáîòè ïîòðåáóâàòèìå ïîñòiéíî¨ (íåçìiííî¨ â ÷àñi) ÷àñ-

òêè äîäàòêîâèõ âèòðàò. Çà òàêîãî ïðèïóùåííÿ äëÿ ìiíiìiçàöi¨ âèòðàò

íà ñêîðî÷åííÿ ÷àñó ðåàëiçàöi¨ ïðîåêòó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ìîäåëü

ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ìîäåëi äîäàòêîâî ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

P � ìíîæèíà ðîáiò ïðîåêòó;

xi � ÷àñ íàñòàííÿ ïîäi¨ i (ïîäiÿ-âóçîë âiäîáðàæà¹ ôàêò çàâåðøåííÿ âñiõ

ðîáiò, ùî âõîäÿòü ó öåé âóçîë);

y(i,j) � âåëè÷èíà ñêîðî÷åííÿ ÷àñó ðîáîòè (i, j);
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i = 1 � íîìåð ïî÷àòêîâî¨ ïîäi¨ äëÿ ìåðåæi, ùî îïèñó¹ ïðî¹êò;

i = n � íîìåð êiíöåâî¨ ïîäi¨ äëÿ ìåðåæi, ùî îïèñó¹ ïðî¹êò;

T0 � áàæàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðî¹êòó.

Çà öèõ ïîçíà÷åíü ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ ìà¹ âèãëÿä

L =
∑

(i,j)∈P

K(i,j) y(i,j) → min; (4.1)

xj ⩾ xi + t(i,j) − y(i,j); (4.2)

y(i,j) ⩽ M(i,j); (4.3)

xn ⩽ T0; (4.4)

xi ⩾ 0, y(i,j) ⩾ 0; (4.5)

i, j = 1, n, i ̸= j; (i, j) ∈ P.

ßêùî m - ÷èñëî ðîáiò, n - ÷èñëî ïîäié, òî îïèñàíà ìîäåëü ìà¹ n+m

çìiííèõ, m îáìåæåíü (4.2), m îáìåæåíü (4.3), n + m îáìåæåíü (4.5) i

îäíå îáìåæåííÿ (4.4). Ðàçîì n+m çìiííèõ i 3m+ n+ 1 îáìåæåííÿ.

ßêùî {x∗
j , y

∗
(i,j)} - îïòèìàëüíèé ïëàí, îòðèìàíèé äëÿ ìîäåëi (1)-(5),

òî y∗ij - ÷àñ, íà ÿêèé ñëiä ñêîðîòèòè òðèâàëiñòü âèêîíàííÿ ðîáîòè (i, j);

L - ìiíiìàëüíà ñóìà âèòðàò, íåîáõiäíà äëÿ ñêîðî÷åííÿ ÷àñó âèêîíàííÿ

ïðî¹êòó äî T0.

4.2. Ìåòîä àíàëiçó âèòðàò PERT/COST.

Ìåòîä  ðóíòó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi îáëàñòi äîïóñòèìèõ âèòðàò, çà ÿêèõ

ïðîåêò ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíèé çà ïåâíèé ÷àñ. Ó ðåçóëüòàòi çàñòîñó-

âàííÿ ìåòîäó ÑÐÌ àáî ìåòîäó PERT ìîæå áóòè îòðèìàíî íàéáiëüø

ðàííié i íàéáiëüø ïiçíié ÷àñ ïî÷àòêó êîæíî¨ ðîáîòè. Äàëi áóäóþòüñÿ

äâà ãðàôiêè: ãðàôiê ñóêóïíèõ âèòðàò çà íàéáiëüø ðàííüîãî ÷àñó ïî÷à-

òêó ðîáiò i ãðàôiê ñóêóïíèõ âèòðàò çà íàéáiëüø ïiçíüîãî ÷àñó ïî÷àòêó

ðîáiò. ßêùî ôàêòè÷íi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðî¹êòó ïåðåáóâàòèìóòü

óñåðåäèíi îáëàñòi, îêðåñëåíî¨ öèìè ãðàôiêàìè, òî ïðî¹êò ìîæå áóòè âè-

êîíàíèé çà ÷àñ, ùî âiäïîâiäà¹ äîâæèíi êðèòè÷íîãî øëÿõó. ßêùî ôà-

êòè÷íi âèòðàòè îïèíÿòüñÿ çà ìåæàìè îêðåñëåíî¨ îáëàñòi, òî òðèâàëiñòü
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âèêîíàííÿ ïðîåêòó çáiëüøèòüñÿ.

Ïðèêëàä 1. Ìiíiìiçàöiÿ âèòðàò íà ñêîðî÷åííÿ ÷àñó ðåàëiçà-

öi¨ ïðîåêòó. Ïðîåêò ïóñêîíàëàãîäæåííÿ êîìï'þòåðíî¨ ñèñòåìè ñêëà-

äà¹òüñÿ ç âîñüìè ðîáiò. Ó òàáëèöi çàçíà÷åíî âçà¹ìîçâ'ÿçîê ðîáiò, íîð-

ìàëüíèé ÷àñ ¨õíüîãî âèêîíàííÿ i äàíi, ùî õàðàêòåðèçóþòü ìîæëèâiñòü

ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi ðîáiò (äèâ. òàáë.1.18).

Ðîáîòà Ïîïå-

ðåäíÿ

ðîáîòà

Íîðìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t(i,j)

Ìiíiìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t′(i,j)

Âèòðàòè ïðè

íîðì. ÷àñi

(ãðí.)

C(i,j)

Âèòðàòè ïðè

ìiíiì. ÷àñi

(ãðí.)

C′
(i,j)

A � 3 1 900 1700

B � 6 2 2000 4000

C A 2 1 500 1000

D B,C 5 3 1800 2400

E D 4 3 1500 1850

F E 3 1 3000 3900

G B, C 9 4 8000 9800

H F, G 3 2 1000 2000

Òàáëèöà 1.18

Âèçíà÷òå ìiíiìàëüíó òðèâàëiñòü ïðîåêòó çà íîðìàëüíîãî ÷àñó âè-

êîíàííÿ ðîáiò. ×è ìîæíà çìåíøèòè òðèâàëiñòü ïðî¹êòó çà äîäàòêîâèõ

âèòðàò?

Çàïèòàííÿ:

1. ßêà òðèâàëiñòü ïðîåêòó çà íîðìàëüíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáiò?

2. Ñêiëüêè ðîáiò ó öüîìó âèïàäêó ¹ êðèòè÷íèìè?

3. ßêi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó çà íîðìàëüíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ

ðîáiò?

4. Ç ÿêèìè ìiíiìàëüíèìè äîäàòêîâèìè âèòðàòàìè ìîæíà âèêîíàòè öåé

ïðîåêò çà 16 òèæíiâ?
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1

2

3

4 5

6

7

A(3)

B(6)

C(2) D(5)

E(4)

F (3)

G(9)

H(3)

Ðèñóíîê 1.9

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî êðèòè÷íèé øëÿõ çà íîðìàëüíîãî ÷àñó âèêî-

íàííÿ ðîáiò. Âèêîðèñòîâó¹ìî äëÿ öüîãî ìåòîä ÑÐÌ. Îïèøåìî ïðîåêò

ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi ðîáiò òà ïîáóäó¹ìî ìåðåæåíèé ãðàôiê (äèâ.

òàáë.1.19 òà ìàë. 1.9.)

Ðîáîòà ×àñ

âèêîíàííÿ

òèæ.

Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

A 3 �

B 6 �

C 2 A

D 5 B,C

E 4 D

F 3 E

G 9 B, C

H 3 F, G

Òàáëèöà 1.19

Âèêîíàâøè ðîçðàõóíêè ìåòîäîì ÑÐÌ, îòðèìó¹ìî òàêi ðåçóëüòàòè
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A(3)

B(6)

C(2) D(5)

E(4)

F (3)

G(9)

H(3)

Ðèñóíîê 1.10

(äèâ. òàáë.1.20 òà ìàë. 1.10).

Ðîáîòà ×àñ âèêîíàííÿ ES EF LS LF R

A 3 0 3 1 4 1

B 6 0 6 0 6 0∗

C 2 3 5 4 6 1

D 5 6 11 6 11 0∗

E 4 11 15 11 15 0∗

F 3 15 18 15 18 0∗

G 9 6 15 9 18 3

H 2 18 21 18 21 0∗

Òàáëèöà 1.20

Çâiäñè âèäíî, ùî çà íîðìàëüíî¨ òðèâàëîñòi ðîáiò äîâæèíà êðèòè÷íî-

ãî øëÿõó ñòàíîâèòü 21 òèæäåíü. Íà êðèòè÷íîìó øëÿõó çíàõîäÿòüñÿ ðî-

áîòè Â, D, Å, F, Í. Äëÿ òîãî ùîá âèçíà÷èòè âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðî¹-

êòó çà íîðìàëüíî¨ òðèâàëîñòi ðîáiò, äîñòàòíüî ïiäñóìóâàòè âèòðàòè, ùî

âiäïîâiäàþòü êðèòè÷íèì ðîáîòàì. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî âèòðàòè 18

700 ãðí.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíèõ äîäàòêîâèõ âèòðàò, íåîáõiäíèõ äëÿ òî-
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ãî, ùîá çíèçèòè òðèâàëiñòü ïðîåêòó äî 16 òèæíiâ, ïîáóäó¹ìî ìîäåëü

ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèõiäíi äàíi, âèçíà÷à¹ìî ïè-

òîìi (â îäèíèöþ ÷àñó) âèòðàòè K(i,j) íà ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi ðîáiò.

Îòðèìó¹ìî íàñòóïíi ðåçóëüòàòè (äèâ. òàáë. 1.21):

Ðîáîòà Íîðìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t(i,j)

Ìiíiìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t′(i,j)

Âèòðàòè ïðè

íîðì. ÷àñi

(ãðí.)

C(i,j)

Âèòðàòè ïðè

ìiíiì. ÷àñi

(ãðí.)

C′
(i,j)

Ïèòîìi

âèòðàòè,

ãðí./òèæ.

K(i,j)

A 3 1 900 1700 400

B 6 2 2000 4000 500

C 2 1 500 1000 500

D 5 3 1800 2400 300

E 4 3 1500 1850 350

F 3 1 3000 3900 450

G 9 4 8000 9800 360

H 3 2 1000 2000 1000

Òàáëèöà 1.21

Ïîçíà÷èìî: xi � ÷àñ íàñòàííÿ ïîäi¨ i, y(i,j) - âåëè÷èíà ñêîðî÷åííÿ

÷àñó ðîáîòè (i, j), îòðèìó¹ìî òàêó ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ

âèçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíèõ âèòðàò, íåîáõiäíèõ äëÿ ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi

ïðîåêòó ç 21 äî 16 òèæíiâ:

L = 400 y(1,2) + 500 y(1,3) + 500 y(2,3) + 350 y(4,5)+

+450 y(5,6) + 360 y(3,6) + 1000 y(6,7) → min;

x2 ⩾ x1 + 3− y(1,2), x3 ⩾ x1 + 6− y(1,3), x3 ⩾ x2 + 2− y(2,3);

x4 ⩾ x3 + 5− y(3,4), x5 ⩾ x4 + 4− y(4,5), x6 ⩾ x5 + 3− y(5,6);

x6 ⩾ x3 + 9− y(3,6), x7 ⩾ x6 + 3− y(6,7);

y(1,2) ⩽ 2, y(1,3) ⩽ 4, y(2,3) ⩽ 1;

y(3,4) ⩽ 2, y(4,5) ⩽ 1, y(5,6) ⩽ 2;

y(3,6) ⩽ 5, y(6,7) ⩽ 1;
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x7 ⩽ 16;

xi ⩾ 0, y(i,j) ⩾ 0;

Ðîçâ'ÿçàâøè öþ ÇËÏ îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé ðîçâ'ÿçîê: x1 = 0, x∗
2 = 3,

x∗
3 = 5, x∗

4 = 8, x∗
5 = 11, x∗

6 = 13, x∗
7 = 16, y∗(1,2) = 0, y∗(1,3) = 1 , y∗(2,3) = 0,

y∗(3,4) = 2 , y∗(4,5) = 1, y∗(5,6) = 1 y∗(3,6) = 1, y∗(6,7) = 0 òà L(x∗, y∗) = 2260.

Îòæå, ìiíiìàëüíi âèòðàòè, íåîáõiäíi äëÿ òîãî, ùîá ñêîðîòèòè òðè-

âàëiñòü ïðîåêòó ç 21 äî 16 òèæíiâ, ñòàíîâëÿòü 2260 ãðí. Òðèâàëiñòü

êîæíî¨ ç ðîáiò (1, 3), (4, 5), (5, 6) i (3, 6) ñêîðî÷ó¹òüñÿ íà îäèí òèæäåíü.

Òðèâàëiñòü ðîáîòè (3, 4) ñêîðî÷ó¹òüñÿ íà äâà òèæíi.

Âiäïîâiäi: 1. 21 òèæäåíü. 2. Ï'ÿòü ðîáiò. 3. 18 700 ãðí. 4. 2260 ãðí.

Ïðèêëàä 2. Êîíòðîëü âèòðàò íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó. Ïåðåëiê

ðîáiò ïðî¹êòó, ÷àñ ¨õ âèêîíàííÿ òà îöiíêè âèòðàò íà âèêîíàííÿ ðîáiò

çàäàíî çà äîïîìîãîþ òàáëèöi (äèâ. òàáë. 1.22).

Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

Î÷iêóâàíèé ÷àñ

âèêîíàííÿ, ìiñ.

Êîøòîðèñíi

âèòðàòè.

òèñ. ãðí.

Ïèòîìi

âèòðàòè, òèñ.

ãðí. â ìiñÿöü

A � 2 10 5

B � 3 30 10

C A 1 3 3

D B 3 6 2

E B 2 20 10

F C, D 2 10 5

G E 1 8 8

Òàáëèöà 1.22

Ïèòîìi âèòðàòè âèçíà÷åíî â ïðèïóùåííi ïðî òå, ùî âèòðàòè çäié-

ñíþþòüñÿ ðiâíîìiðíî ïðîòÿãîì òåðìiíó âèêîíàííÿ ðîáîòè.

Âèçíà÷òå, ó ÿêîìó äiàïàçîíi ìîæóòü çìiíþâàòèñÿ ôàêòè÷íi âèòðàòè

íà âèêîíàííÿ ïðî¹êòó çà óìîâè, ùî ïðî¹êò áóäå âèêîíàíî çà ìiíiìàëü-
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íèé ÷àñ.

Ïèòàííÿ:

1. Çà ÿêèé ìiíiìàëüíèé ÷àñ ìîæå áóòè âèêîíàíî ïðîåêò?

2. Çà ÿêîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ñóêóïíèõ âèòðàò, çðîáëåíèõ çà ïåð-

øi 3 ìiñÿöi ðåàëiçàöi¨ ïðî¹êòó, ïðî¹êò ìîæå áóòè âèêîíàíèé çà ìiíiìàëü-

íèé ÷àñ?

3. Çà ÿêîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ ñóêóïíèõ âèòðàò, çðîáëåíèõ çà ïåðøi

3 ìiñÿöi ðåàëiçàöi¨ ïðîåêòó, ïðîåêò ìîæå áóòè âèêîíàíèé çà ìiíiìàëüíèé

÷àñ?

4. Çà ÿêîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ñóêóïíèõ âèòðàò, çðîáëåíèõ çà 6

ìiñÿöiâ ðåàëiçàöi¨ ïðîåêòó, ïðîåêò ìîæå áóòè âèêîíàíèé çà ìiíiìàëüíèé

÷àñ?

5. Çà ÿêîãî ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ ñóêóïíèõ âèòðàò, çðîáëåíèõ çà 6 ìi-

ñÿöiâ ðåàëiçàöi¨ ïðî¹êòó, ïðî¹êò ìîæå áóòè âèêîíàíèé çà ìiíiìàëüíèé

÷àñ?

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèçíà÷èìî ìiíiìàëüíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîåêòó. Çíàéäå-

ìî êðèòè÷íèé øëÿõ, ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäîì ÑÐÌ (äèâ. òàáë 1.23).

Ðîáîòà Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

×àñ âèêîíàííÿ

(ìiñ.)

A � 2

B � 3

C A 1

D B 3

E B 2

F C, D 2

G E 1

Òàáëèöà 1.23

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ ïîäàíî â íàñòóïíié òàáëèöi (äèâ. òàáë. 1.24):
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Ðîáîòà ×àñ âèêîíàííÿ ES EF LS LF R

A 2 0 2 3 5 3

B 3 0 3 0 3 0∗

C 1 2 3 5 6 3

D 3 3 6 3 6 0∗

E 2 3 5 5 7 2

F 2 6 8 6 8 0∗

G 1 5 6 7 8 2

Òàáëèöà 1.24

Î÷iêóâàíèé ÷àñ âèêîíàííÿ ïðîåêòó äîðiâíþ¹ 8 ìiñÿöÿì.

Âèçíà÷èìî äèíàìiêó ñóêóïíèõ âèòðàò äëÿ ãðàôiêà âèêîíàííÿ ïðîå-

êòó ç íàéáiëüø ðàííiì ïî÷àòêîì óñiõ ðîáiò (äèâ. òàáë. 1.25):

Ðîáîòà \ Ìiñÿöü 1 2 3 4 5 6 7 8

A 5 5

B 10 10 10

C 3

D 2 2 2

E 10 10

F 5 5

G 8

Âèòðàòè â ìiñÿöü 15 15 13 12 12 10 5 5

Âèòðàòè çàãàëüíi 15 30 43 55 67 77 82 87

Òàáëèöà 1.25

Âèçíà÷èìî äèíàìiêó ñóêóïíèõ âèòðàò äëÿ ãðàôiêà âèêîíàííÿ ïðîå-

êòó ç íàéïiçíiøèì ïî÷àòêîì óñiõ ðîáiò (äèâ. òàáë. 1.26):

Íà ðèñ. 1.11 ïîêàçàíî äâà ãðàôiêè. Âèùå ïðîõîäèòü ãðàôiê ñóêóïíèõ

âèòðàò çà íàéáiëüø ðàííüîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò, íèæ÷å - çà íàéáiëüø
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Ðîáîòà \ Ìiñÿöü 1 2 3 4 5 6 7 8

A 5 5

B 10 10 10

C 3

D 2 2 2

E 10 10

F 5 5

G 8

Âèòðàòè â ìiñÿöü 10 10 10 7 7 15 15 13

Âèòðàòè çàãàëüíi 10 20 30 37 44 59 74 87

Òàáëèöà 1.26

ïiçíüîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò. ßêùî ôàêòè÷íi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðî-

¹êòó ïåðåáóâàòèìóòü óñåðåäèíi îêðåñëåíî¨ îáëàñòi, òî ïðî¹êò ìîæå áóòè

âèêîíàíèé çà 8 ìiñÿöiâ. ßêùî ôàêòè÷íi âèòðàòè îïèíÿòüñÿ çà ìåæàìè

îêðåñëåíî¨ îáëàñòi, òî òðèâàëiñòü ïðîåêòó çáiëüøèòüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà êîíòðîëþâàòè ôàêòè÷íi âèòðàòè çà ïðîåêòîì.

ßêùî êîøòîðèñíi âèòðàòè íå âèêîíàíî àáî äîïóùåíî ïåðåâèòðàòè, íå-

îáõiäíî çäiéñíþâàòè êîðèãóâàëüíi âïëèâè, çðóøóþ÷è ÷àñ ïî÷àòêó îêðå-

ìèõ ðîáiò i (àáî) ñêîðî÷óþ÷è ¨õíþ òðèâàëiñòü øëÿõîì çàëó÷åííÿ äîäà-

òêîâèõ ðåñóðñiâ.

Âiäïîâiäi: 1. Âiñiì ìiñÿöiâ. 2. 43 òèñ. ãðí. 3. 30 òèñ. ãðí. 4. 77 òèñ. ãðí.

5. 59 òèñ. ãðí.

4.3. Êîíòðîëüíi ïèòàííÿ.

Çàïèòàííÿ 1. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíèõ âèòðàò, íåîáõiäíèõ äëÿ

âèêîíàííÿ ïðîåêòó çà ôiêñîâàíèé ÷àñ, ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè:

1) ìåòîä ÑÐÌ; 2) ìåòîä PERT; 3) ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ; 4)

ìîäåëü òðàíñïîðòíîãî òèïó; 5) óñå ïåðåëi÷åíå âèùå.

Çàïèòàííÿ 2. Íåõàé ó ãðàôi, ùî îïèñó¹ ïðîåêò, m ðîáiò i n ïîäié
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Ðèñóíîê 1.11

(âåðøèí ìåðåæi). ×èñëî çìiííèõ ó ìîäåëi ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ äëÿ

âèçíà÷åííÿ ìiíiìàëüíèõ âèòðàò, íåîáõiäíèõ äëÿ âèêîíàííÿ ïðîåêòó çà

ôiêñîâàíèé ÷àñ, äîðiâíþ¹:

1)m; 2) n; 3) m+ n; 4)m− n; 5) m · n.

3. ßêó ôîðìóëó ñëiä âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èíè ïè-

òîìèõ âèòðàò K(ij) íà ñêîðî÷åííÿ òðèâàëîñòi ðîáîòè (i, j)?

Âàðiàíòè âiäïîâiäåé:

1) K(i,j) =
C ′

(i,j) − C(i,j)

t(i,j) − t′(i,j)
; 2) K(i,j) =

C(i,j) − C ′
(i,j)

t(i,j) − t′(i,j)
;

3) K(i,j) =
C ′

(i,j) − C(i,j)

t′(i,j) − t(i,j)
; 4) K(i,j) =

C(i,j) − C ′
(i,j)

t′(i,j) − t(i,j)
;

5) K(i,j) =
C ′

(i,j) − C(i,j)

t(i,j)
.

Çàïèòàííÿ 4. ßêå iç çàçíà÷åíèõ äàëi ñïiââiäíîøåíü ¹ ïðàâèëüíèì?

Âàðiàíòè âiäïîâiäåé:
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1) ñóêóïíi âèòðàòè çà íàéïiçíiøîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò ïåðåâèùóþòü

ñóêóïíi âèòðàòè çà íàéáiëüø ðàííüîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò;

2) ñóêóïíi âèòðàòè çà íàéáiëüø ðàííüîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò ïåðåâèùó-

þòü ñóêóïíi âèòðàòè çà íàéáiëüø ïiçíüîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò;

3) ñóêóïíi âèòðàòè çà íàéáiëüø ðàííüîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò äîðiâíþ-

þòü ñóêóïíèì âèòðàòàì çà íàéáiëüø ïiçíüîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò;

4) ñóêóïíi âèòðàòè çà íàéáiëüø ðàííüîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò ïåðåâèùó-

þòü ñóêóïíi âèòðàòè çà íàéïiçíiøîãî ÷àñó ïî÷àòêó ðîáiò íà âåëè÷èíó

êîøòîðèñíî¨ âàðòîñòi ïðîåêòó;

5) ñóêóïíi âèòðàòè ïðè íàéáiëüø ðàííüîìó ÷àñi ïî÷àòêó ðîáiò i ñóêóïíi

âèòðàòè ïðè íàéáiëüø ïiçíüîìó ÷àñi ïî÷àòêó ðîáiò ïîñòiéíi.

Çàïèòàííÿ 5. Äëÿ çäiéñíåííÿ êîíòðîëþ çà âèòðà÷àííÿì êîøòiâ íà

âèêîíàííÿ ïðîåêòó âèêîðèñòîâóþòü:

1) ìåòîä ÑÐÌ; 2) ìåòîä PERT; 3) ìîäåëü ëiíiéíîãî ïðîãðàìóâàííÿ;

4) óñå ïåðåëi÷åíå âèùå; 5) ìåòîä PERT/COST.

4.4. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Çàäà÷à 1. Ðîçãëÿíüòå òàêó ìåðåæó ïðî¹êòó ç ïîêàçíèêàìè òðèâà-

ëîñòi ðîáiò (ó òèæíÿõ) òà iíôîðìàöi¹þ ïðî âèòðàòè íà ñêîðî÷åííÿ òðè-

âàëîñòi ðîáiò (ó òèñ. ãðí:) çà ðàõóíîê çàëó÷åííÿ äîäàòêîâèõ ôiíàíñîâèõ

êîøòiâ (äèâ. òàáë. 1.27:

Çíàéäiòü êðèòè÷íèé øëÿõ i âèòðàòè íà ðåàëiçàöiþ ïðîåêòó çà íîð-

ìàëüíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ âñiõ ðîáiò. Ïðèïóñòèìî, ùî êåðiâíèöòâî õîòiëî

á çàâåðøèòè ïðîåêò ó 10-òèæíåâèé òåðìií. Ïîáóäóéòå ìîäåëü ëiíiéíîãî

ïðîãðàìóâàííÿ, ÿêó ìîæíà áóëî á âèêîðèñòàòè äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè

ìiíiìàëüíi âèòðàòè íà ñêîðî÷åííÿ ÷àñó âèêîíàííÿ ïðîåêòó.

Ïèòàííÿ:

1. ßêà òðèâàëiñòü ïðîåêòó çà íîðìàëüíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáiò?

2. ßêi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó çà íîðìàëüíî¨ òðèâàëîñòi ðîáiò?
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Ðîáîòà Ïîïå-

ðåäíÿ

ðîáîòà

Íîðìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t(i,j)

Ìiíiìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t′(i,j)

Âèòðàòè ïðè

íîðì. ÷àñi

(ãðí.)

C(i,j)

Âèòðàòè ïðè

ìiíiì. ÷àñi

(ãðí.)

C′
(i,j)

A � 3 2 800 1400

B � 2 1 1200 1900

C A 5 3 2000 2800

D B 5 3 1500 2300

E C,D 6 4 1800 2800

F C,D 2 1 600 1000

G F 2 1 500 1000

Òàáëèöà 1.27

3. ×îìó äîðiâíþþòü ìiíiìàëüíi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó â 10-

òèæíåâèé òåðìií?

4. Äëÿ ÿêî¨ êiëüêîñòi ðîáiò íåîáõiäíî ñêîðîòèòè ÷àñ âèêîíàííÿ, ùîá çà-

âåðøèòè ïðîåêò çà 10 òèæíiâ?

Çàäà÷à 2. Ó òàáëèöi 1.28 ïîäàíî iíôîðìàöiþ ïðî òðèâàëiñòü ðîáiò

ïðîåêòó (ó ìiñÿöÿõ) i âèòðàòè íà ¨õ âèêîíàííÿ (ó òèñ. ãðí.): Çíàéäiòü

êðèòè÷íèé øëÿõ i òðèâàëiñòü ïðî¹êòó çà íîðìàëüíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ

ðîáiò.

Çàïèòàííÿ:

1. ßêà òðèâàëiñòü ïðîåêòó çà íîðìàëüíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáiò?

2. ßêi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó çà íîðìàëüíî¨ òðèâàëîñòi ðîáiò?

3) ×îìó äîðiâíþþòü ìiíiìàëüíi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó çà îäèí

ðiê?

4. Çà ÿêèé ìiíiìàëüíèé ÷àñ ìîæå áóòè âèêîíàíî ïðîåêò?

Çàäà÷à 3. Îá÷èñëþâàëüíèé öåíòð ÔÊÍÊ ðîçðîáèâ ïðîïîçèöi¨ ùîäî

âïðîâàäæåííÿ íîâî¨ êîìï'þòåðíî¨ ñèñòåìè äëÿ ïîòðåá àäìiíiñòðàöi¨ ôà-
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Ðîáîòà Ïîïå-

ðåäíÿ

ðîáîòà

Íîðìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t(i,j)

Ìiíiìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t′(i,j)

Âèòðàòè ïðè

íîðì. ÷àñi

(ãðí.)

C(i,j)

Âèòðàòè ïðè

ìiíiì. ÷àñi

(ãðí.)

C′
(i,j)

A � 4 2 50 70

B � 6 3 40 55

C A 2 1 20 24

D A 6 4 100 130

E C, B 3 2 50 60

F C, B 3 3 25 25

G D, E 5 3 60 76

Òàáëèöà 1.28

êóëüòåòó. Äî ïðîïîçèöi¨ âêëþ÷åíî ïåðåëiê ðîáiò, ÿêi íåîáõiäíî âèêîíàòè,

ùîá ââåñòè ñèñòåìó â äiþ. Âiäïîâiäíó iíôîðìàöiþ ïîäàíî â òàáëèöi 1.29

(÷àñ - ó òèæíÿõ, âèòðàòè - ó òèñ. ãðí.)

Ïèòàííÿ:

1. ßêà òðèâàëiñòü ïðîåêòó çà íîðìàëüíîãî ÷àñó âèêîíàííÿ ðîáiò?

2. ßêi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó çà íîðìàëüíî¨ òðèâàëîñòi ðîáiò?

3) ×îìó äîðiâíþþòü ìiíiìàëüíi âèòðàòè íà âèêîíàííÿ ïðîåêòó çà 26

òèæíiâ?

4. Çà ÿêèé ìiíiìàëüíèé ÷àñ ìîæå áóòè âèêîíàíî ïðîåêò?

Çàäà÷à 4. Êîíñòðóêòîðñüêå áþðî Êè¨âñüêîãî ãîäèííèêîâîãî çàâîäó

(ÊÃÇ) ðîçðîáèëî íîâèé íàñòiëüíèé öèôðîâèé áóäèëüíèê. Íà äóìêó ïðî-

åêòóâàëüíèêiâ, çàïóñê ó ñåðiþ íîâîãî ïðîäóêòó äàñòü çìîãó ðîçøèðèòè

ðèíîê çáóòó é îòðèìàòè äîäàòêîâèé ïðèáóòîê.

Êåðiâíèöòâî ÊÃÇ âèðiøèëî âèâ÷èòè ìîæëèâîñòi ðåàëiçàöi¨ íîâîãî

ïðîäóêòó. Ðåçóëüòàòîì äîñëiäæåííÿ ìàþòü ñòàòè ðåêîìåíäàöi¨ ùîäî äié,

ÿêi ñëiä âæèòè äëÿ îðãàíiçàöi¨ âèðîáíèöòâà i çáóòó íîâîãî ïðîäóêòó.
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Ðî-

áî-

òà

Çìiñò

ðîáîòè

Ïîïå-

ðåäíÿ

ðîáîòà

Íîðìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t(i,j)

Ìiíiìàëü-

íèé ÷àñ

(òèæ.)

t′(i,j)

Âèòðàòè

ïðè

íîðì. ÷àñi

(ãðí.)

C(i,j)

Âèòðàòè

ïðè

ìiíiì. ÷àñi

(ãðí.)

C′
(i,j)

A Âèçíà÷èòè

ïîòðåáè

� 10 8 30 60

B Çàìîâèòè

îáëàäíàííÿ

A 8 6 120 150

C Âñòàíîâèòè

îáëàäíàííÿ

B 10 7 100 160

D Ñòâîðèòè

êîìï'þòåðíó

àóäèòîðiþ

A 7 6 40 50

E Ïðîâåñòè

íàâ÷àëüíèé

êóðñ

D 10 8 50 74

F Âèïðîáóâàòè

ñèñòåìè

C, E 3 3 60 60

Òàáëèöà 1.29

Ïåðåëiê ðîáiò, ÷àñ, íåîáõiäíèé äëÿ ¨õ âèêîíàííÿ (ó òèæíÿõ), i âèòðà-

òè (ó òèñ. ãðí: ó òèñ. ðóá.) çàçíà÷åíî â òàáëèöi 1.30.

Âèçíà÷òå êðèòè÷íèé øëÿõ äëÿ äàíîãî ïðîåêòó, íàéáiëüø ðàííié i

íàéáiëüø ïiçíié ÷àñ ïî÷àòêó êîæíî¨ ðîáîòè.

Âèçíà÷òå äèíàìiêó çðîñòàííÿ çàãàëüíèõ âèòðàò íà ïðî¹êò, çàñíîâàíó íà

äàíèõ ïðî íàéáiëüø ðàííié i íàéáiëüø ïiçíié ÷àñ ïî÷àòêó ðîáiò.

Âèêîðèñòîâóéòå îòðèìàíi îöiíêè êîøòîðèñíèõ âèòðàò äëÿ êîíòðîëþ çà

ôàêòè÷íèì âèòðà÷àííÿì êîøòiâ.

Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî âñi ðîáîòè ôiíàíñóþòüñÿ ïðîïîðöiéíî ÷àñó ¨õ âèêî-

íàííÿ.
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Ðîáîòà Çìiñò ðîáîòè Ïîïåðåäíÿ

ðîáîòà

×àñ âèêî-

íàííÿ

Âèòðàòè

íà âèêî-

íàííÿ

A Ïiäãîòóâàòè

êîíñòðóêòîðñüêèé

ïðîåêò

� 5 90

B Ðîçðîáèòè

ìàðêåòèíãîâèé ïëàí

� 2 16

C Ïiäãîòóâàòè

òåõíîëîãi÷íi êàðòè

A 3 3

D Ñòâîðèòè äîñëiäíèé

çðàçîê

A 4 100

E Âèïóñòèòè ðåêëàìíó

áðîøóðó

A 3 6

F Ïiäãîòóâàòè îöiíêè

âèòðàò

C 2 2

G Ïðîâåñòè ïîïåðåäí¹

òåñòóâàííÿ

D 3 60

H Âèêîíàòè äîñëiäæåííÿ

ðèíêó

B, E 3 30

I Ïiäãîòîâèòè äîïîâiäü

ïðî öiíè

H 2 4

J Ïiäãîòóâàòè

ôiíàëüíèé çâiò

F,g,I 2 2

Òàáëèöà 1.30

Çàïèòàííÿ:

1. Çà ÿêèé ìiíiìàëüíèé ÷àñ ìîæå áóòè âèêîíàíî ïðîåêò?

2. ×îìó äîðiâíþ¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ñóêóïíèõ âèòðàò íà êiíåöü

ï'ÿòîãî òèæíÿ, çà ÿêîãî ïðîåêò ìîæå áóòè âèêîíàíèé çà ÷àñ, ùî âiäïî-

âiäà¹ äîâæèíi êðèòè÷íîãî øëÿõó?

3 ßêîìó äîðiâíþ¹ ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ñóêóïíèõ âèòðàò íà êiíåöü ï'ÿòîãî
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òèæíÿ, çà ÿêîãî ïðî¹êò ìîæå áóòè âèêîíàíèé çà ÷àñ, ùî âiäïîâiäà¹ äîâ-

æèíi êðèòè÷íîãî øëÿõó?

4. ßêà âåëè÷èíà íåñòà÷i àáî ïåðåâèòðàòè êîøòiâ íàïðèêiíöi ï'ÿòîãî òè-

æíÿ, ÿêùî ôàêòè÷íi âèòðàòè â öåé ìîìåíò ñòàíîâèëè 100 òèñ. ãðí.?

5. ßêà âåëè÷èíà íåñòà÷i êîøòiâ íàïðèêiíöi äåñÿòîãî òèæíÿ, ÿêùî ôà-

êòè÷íi âèòðàòè â öåé ìîìåíò ñòàíîâèëè 230 òèñ. ãðí.?
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