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Ðîçäië 1

Òåîðiÿ âèçíà÷íèêiâ(äåòåðìiíàíòiâ)

Íåõàé äàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn = β2;

. . .

αn1x1 + αn2x2 + · · ·+ αnnxn = βn.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîäiáíèõ ñèñòåì iñíó¹ ïðàâèëî Êðàìåðà. Ðîçãëÿ-

íåìî öå ïðàâèëî äëÿ âèïàäêiâ n = 2, n = 3. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó:

α11x+ α12y = β1;

α21x+ α22y = β2.

Äîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà α22, äðóãå � íà α12 òà âiäíiìåìî iç

ïåðøîãî ðiâííÿíÿ äðóãå. Òîäi çìiííà y çíèêà¹ i

(α11α22 − α12α21)x = β1α22 − β2α12.

ßêùî ïðèãàäàòè ïîíÿòòÿ âèçíà÷íèêà äðóãîãî ïîðÿäêó, öå ðiâíÿííÿ ìî-

æíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

∣∣∣∣∣α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣x =

∣∣∣∣∣β1 α12

β2 α22

∣∣∣∣∣.
Àíàëîãi÷íî, ïîâåðíåìîñü äî íàøî¨ ñèñòåìè, äîìíîæèìî ïåðøå ðiâ-

íÿííÿ íà α21, äðóãå � íà α11 òà âiäíiìåìî iç äðóãîãî ðiâííÿíÿ ïåðøå.

Òîäi çìiííà x çíèêà¹ i

(α11α22 − α12α21)y = α11β2 − α21β1,

∣∣∣∣∣α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣ y =

∣∣∣∣∣α11 β1

α21 β2

∣∣∣∣∣ .
Âèçíà÷íèê ∆ =

∣∣∣∣∣α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣ íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì âèçíà÷íèêîì ñè-

ñòåìè.

ßêùî ∆ ̸= 0, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïîçíà÷èìî ∆x =∣∣∣∣∣β1 α12

β2 α22

∣∣∣∣∣, ∆y =

∣∣∣∣∣α11 β1

α21 β2

∣∣∣∣∣. Òîäi ðîçâ'ÿçîê x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
� öå i ¹
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ïðàâèëî Êðàìåðà äëÿ ñèñòåìè 2-ãî ïîðÿäêó.

Ïåðåéäåìî äî ñèñòåìè

α11x+ α12y + α13z = β1;

α21x+ α22y + α23z = β2;

α31x+ α32y + α33z = β3;

i ïîêàæåìî, ùî äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè òåæ âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî Êðàìåðà.

Ïðîâåäåìî öå ìiðêóâàííÿ äëÿ çìiííî¨ x. Äîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ íà

(α22α33−α23α32), äðóãå ðiâíÿííÿ � íà (α13α32−α12α33), òðåò¹ ðiâíÿííÿ

� íà (α12α23 − α13α22) i äîäàìî öi ðiâíÿííÿ. Çìiííi y i z çíèêàþòü i

çàëèøà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

(α11α22α33−α11α23α32+α21α13α32−α21α12α33+α31α12α33−α31α13α22)x =

= β1α22α33 − β1α23α32 + β2α13α32 − β2α12α33 + β3α12α23 − β3α13α22.

Çãàäóþ÷è ïîíÿòòÿ âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó, öå ðiâíÿííÿ ïåðåïè-

øåìî òàê: ∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

∣∣∣∣∣∣∣∣x =

∣∣∣∣∣∣∣∣
β1 α12 α13

β2 α22 α23

β3 α32 α33

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Ïîçíà÷èìî,∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

∣∣∣∣∣∣∣∣ � ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè ðiâíÿíü,

∆x =

∣∣∣∣∣∣∣∣
β1 α12 α13

β2 α22 α23

β3 α32 α33

∣∣∣∣∣∣∣∣, òîäi ðîçâ'ÿçîê x =
∆x

∆
.

Ïðîâåäåìî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ äëÿ y òà z, îäåðæó¹ìî y =
∆y

∆
,

z =
∆z

∆
, äå ∆y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 β1 α13

α21 β2 α23

α31 β3 α33

∣∣∣∣∣∣∣∣, ∆z =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 β1

α21 α22 β2

α31 α32 β3

∣∣∣∣∣∣∣∣. Òàêèì ÷èíîì,

ÿêùî ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè ðiâíÿíü íåíóëüîâèé, òî ñèñòåìà ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè x =
∆x

∆
, y =

∆y

∆
,
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z =
∆z

∆
, â öüîìó i ïîëÿãà¹ ïðàâèëî Êðàìåðà.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè àíàëîã ôîðìóë äëÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

áiëüøèõ ïîðÿäêiâ, ïîòðiáíî ââåñòè ïîíÿòòÿ âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó.

1. Ìàòðèöi i îïåðàöi¨ íàä íèìè

Îçíà÷åííÿ 1. Ìàòðèöåþ ïîðÿäêó m × n íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìîêóòíà òà-

áëèöÿ ÷èñåë, ÿêà ìà¹ m ðÿäêiâ i n ñòîâï÷èêiâ.

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann


×èñëà aij íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàìè ìàòðèöi. Ïîëîæåííÿ êîæíîãî

åëåìåíòà ìàòðèöi âèçíà÷à¹òüñÿ íîìåðîì ðÿäêà i ñòîâï÷èêà, ÿêèé çà-

ïèñó¹òüÿ ó âèãëÿäi iíäåêñà. Åëåìåíò aij � ñòî¨òü ó i-ìó ðÿäêó i j-ìó

ñòîâï÷èêó. Ìàòðèöþ ìîæíà ïîçíà÷àòè (αij)(m×n), ∥αij∥(m×n).

Îçíà÷åííÿ 2. Äâi ìàòðèöi ââàæàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî âîíè ìàþòü

îäíàêîâèé ïîðÿäîê i åëåìåíòè ìàòðèöü íà âiäïîâiäíèõ ìiñöÿõ ðiâíi.

Îçíà÷åííÿ 3. ßêùî m = n, òî ìàòðèöÿ êâàäðàòíà. Ïðî òàêó ìàòðèöþ

êàæóòü, ùî öå êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n.

Äëÿ ìàòðèöü îäíàêîâîãî ïîðÿäêó ââîäÿòüñÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i

ìíîæåííÿ íà ÷èñëî. Ïiä ñóìîþ ìàòðèöü (αij)(m×n) + (βij)(m×n) ðîçó-

ìi¹òüñÿ ìàòðèöÿ (αij + βij)(m×n). Ïiä äîáóòêîì ìàòðèöi íà ÷èñëî �

(αij)(m×n) × λ = (λαij)(m×n). Òîáòî öi îïåðàöi¨ íàä ìàòðèöÿìè âèêî-

íóþòüñÿ òàê, ÿê äëÿ âåêòîðiâ.

Íåõàé äàíà ñèòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn = β2;

. . .

αn1x1 + αn2x2 + · · ·+ αnnxn = βn.
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Öié ñèñòåìi âiäïîâiäàþòü äâi ìàòðèöi. Îñíîâíà ìàòðèöÿ:
α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Òîáòî îñíîâíà ìàòðèöÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç êîåôiöi¹íòiâ ïðè çìiííèõ. Ðîçøè-

ðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè:
α11 α12 . . . α1n β1

α21 α22 . . . α2n β2

. . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn βn

 .

Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ îäåðæó¹òüñÿ ç îñíîâíî¨ ìàòðèöi äîïèñóâàííÿì ñòîâ-

ï÷èêà âiëüíèõ ÷ëåíiâ.

2. Ïîíÿòòÿ ïåðåñòàíîâêè. Ïîíÿòòÿ iíâåðñi¨. Äåÿêi

òåîðåìè ïðî ïåðåñòàíîâêè.

Íåõàé äàíà ñèñòåìà ðiçíèõ åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an.

Îçíà÷åííÿ 4. Ïåðåñòàíîâêîþ öi¹¨ ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ áóäü-ÿêå óïî-

ðÿäêîâàíå ðîçìiùåííÿ åëåìåòiâ.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïåðåñòàíîâêà � áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü ñêëàäåíà

ç öèõ åëåìåíòiâ. Â ïåðåñòàíîâöi åëåìåíòè íå ïîâòîðþþòüñÿ: 1, 2, 3, 4;

4, 2, 3, 1; 3, 4, 2, 1. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ïåðåñòàíîâêè íàòóðàëüíèõ

÷èñåë.

Îçíà÷åííÿ 5. Áóäåìî êàçàòè, ùî äâà åëåìåíòà i i j â ïåðåñòàíîâöi

óòâîðþþòü iíâåðñiþ, ÿêùî i > j i i ñòî¨òü ïîïåðåäó j.

Îçíà÷åííÿ 6. Ïåðåñòàíîâêà íàçèâà¹òüñÿ ïàðíîþ, ÿêùî ¨¨ åëåìåíòè

ðàçîì óòâîðþþòü ïàðíå ÷èñëî iíâåðñié i íåïàðíîþ, ÿêùî âîíè óòâîðþ-

þòü íåïàðíå ÷èñëî iíâåðcié. Íàïðèêëàä, ïåðåñòàíîâêà 4, 2, 1, 3 ìiñòèòü
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4 iíâåðñi¨ i òîìó ïàðíà; ïåðåñòàíîâêà 2, 1, 3, 4 ìiñòèòü 1 iíâåðñiþ i òîìó

íåïàðíà.

Òåîðåìà 1. ×èñëî âñiõ ïåðåñòàíîâîê ñèñòåìè ç n åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹

n!.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öþ òåîðåìó iíäóêöi¹þ ïî ÷èñëó n åëåìåíòiâ.Íåõàé

ñïî÷àòêó n = 1 � ïåðåñòàíîâêà ëèøå îäíîãî åëåìåíòà a1, ÿêèé çðîçóìiëî

óòâîðþ¹ ëèøå îäíó ïåðåñòàíîâêó. Ïðèïóñòèìî òåïåð òåîðåìà âèêîíó¹-

òüñÿ äëÿ âñiõ ñèñòåì ç n− 1 åëåìåíòiâ. Òîáòî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñèñòå-

ìè åëåìåíòiâ a1, a2, . . . , an−1 äîðiâíþ¹ (n−1)!. Äîïèøåìî äî ñèñòåìè ùå

îäèí åëìåíò an i âèçíà÷èìî âñi ïåðåñòàíîâêè ñèñòåìè a1, a2, . . . , an−1, an.

Öå ìîæíà çðîáèòè òàêèì ÷èíîì: âèïèñàòè âñi ïåðåñòàíîâêè åëåìåíòiâ

a1, a2, . . . , an−1 i äîïèñàòè äî íèõ åëåìåíò an, ïðè÷îìó ñïî÷àòêó ñòàâèìî

éîãî ïåðåä ïåðøèì åëåìåíòîì, ïîòiì ïåðåä äðóãèì i ò.ä., i, íàðåøòi, çà

îñòàííiì. ×èñëî ìiñöü íà ÿêèõ â äàíó ïåðåñòàíîâêó ìîæíà äîïèñàòè an

äîðiâíþ¹ n. Çðîçóìiëî, ùî òàêèì ÷èíîì, ìè îäåðæèìî âñi ïåðåñòàíîâêè

a1, a2, . . . , an i ïðè öüîìó âîíè íå ïîâòîðþþòüñÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî ÷èñëî

âñiõ ïåðåñòàíîâîê äîðiâíþ¹ (n− 1)!n = n!

Îçíà÷åííÿ 7. Ïðèïóñòèìî â ïåðåñòàíîâöi ìè ìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äâà åëå-

ìåíòè. Òàêà îïåðàöi¹ íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîçèöi¹þ.

Òåîðåìà 2. Òðàíñïîçèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â ïåðåñòàíîâöi ìè ïîìiíÿëè ìiñöÿìè åëåìåíòè i i j,

i ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî öi åëåìåíòè ñòîÿòü ïîðÿä, òîáòî âiä ïåðå-

ñòàíîâêè α1, α2, . . . , αk, i, j, β1, β2, . . . , βs ìè ïåðåõîäèìî äî ïåðåñòàíîâêè

α1, α2, . . . , αk, j, i, β1, β2, . . . , βs. Äëÿ âèçíà÷åííîñòi ïðèïóñòèìî, ùî i < j

i â ïî÷àòêîâié ïåðåñòàíîâöi áóëî t iíâåðñié. Â ðåçóëüòàòi òðàíñïîçèöi¨

âçà¹ìíèé ïîðÿäîê ðîçìiùåííÿ åëåìåíòiâ α1, α2, . . . , αk, i, β1, β2, . . . , βs, à

òàêîæ åëåìåíòiâ α1, α2, . . . , αk, j, β1, β2, . . . , βs, íå çìiíþ¹òüñÿ, òîìó çìi-

íà ÷èñëà iíâåðñié ìîæå áóòè òiëüêè çà ðàõóíîê åëåìåíòiâ i i j. Â ïåðøié

ïåðåñòàíîâöi, îñêiëüêè i < j âîíè iíâåðñiþ íå óòâîðþþòü, à â äðóãié
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óòâîðþþòü. Òîìó ÷èñëî iíâåðñié â äðóãié ïåðåñòàíîâöi äîðiâíþ¹ t + 1.

×èñëà t i t+ 1 ðiçíî¨ ïàðíîñòi, à òîìó i ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâîê ðiçíà.

Íåõàé òåïåð ìiæ åëåìåíòàìè i òà j ñòîÿò iíøi åëåìåíòè. Ìè âiä ïå-

ðåñòàíîâêè α1, α2, . . . , αk, i, γ1, γ2, . . . , γm, j, β1, β2, . . . , βs ïåðåõîäèìî äî

ïåðåñòàíîâêè α1, α2, . . . , αk, j, γ1, γ2, . . . , γm, i, β1, β2, . . . , βs. Öåé ïåðåõiä

ìîæíà çðîáèòè çà äîïîìîãîþ ñóñiäíiõ òðàíñïîçèöié. Ñïî÷àòêó çäîáèìî

m ñóñiäíiõ òðàíñïîçèöié i ïåðåéäåìî äî íàñòóïíî¨ ïåðåñòàíîâêè

α1, α2, . . . , αk, i, j, γ1, γ2, . . . , γm, β1, β2, . . . , βs, ïîòiì çðîáèìî îäíó òðàíñ-

ïîçèöiþ i ïåðåñòàâèìî åëåìåíòè i òà j i ïåðåéäåìî äî ïåðåñòàíîâêè

α1, α2, . . . , αk, j, i, γ1, γ2, . . . , γm, β1, β2, . . . , βs. I íàðåøòi çà äîïîìîãîþ m

ñóñiäíiõ òðàíñïîçèöié ïðîòèëåæíîãî íàïðÿìêó ïåðåéäåìî äî êiíöåâî¨

ïåðåñòàíîâêè α1, α2, . . . , αk, j, γ1, γ2, . . . , γm, i, β1, β2, . . . , βs. Âñüîãî çðî-

áëåíî 2m + 1 ñóñiäíiõ òðàíñïîçèöié. Îñêiëüêè êîæíà ñóñiäíÿ òðàíñïî-

çèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè, òî ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè çìiíþ¹-

òüñÿ.

Íàñëiäîê 1. Ïðè n ⩾ 2 ÷èñëî ïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê ç n åëåìåíòiâ

äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåïàðíèõ i äîðiâíþå
n!

2
.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî n åëåìåíòiâ óòâîðþþòü p ïàðíèõ i q íåïàðíèõ

ïåðåñòàíîâîê. Îñêiëüêè n ⩾ 2, òî â êîæíié ïåðåñòàíîâöi ¹ åëåìåíòè

α1, α2. Ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè öi åëåìåíòè â êîæíié ïàðíié ïåðåñòàíîâöi,

çà òåîðåìîþ îäåæäèìî p íåïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê, à òîìó p ⩽ q. Àíàëî-

ãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè äëÿ íåïàðíèõ ïåðåñòàíîâîê q ⩽ p, òîáòî p = q.

Àëå ÷èñëî âñiõ ïåðåñòàíîâîê äîðiâíþ¹ n!, òîìó p = q =
n!

2

3. Ïîíÿòòÿ âèçíà÷íèêà n-ãî ïîðÿäêó

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó çàêîíîìiðíîñòi â áóäîâi âèçíà÷íèêiâ 2-ãî i 3-ãî

ïîðÿäêiâ. Âèçíà÷íèê äðóãîãî ïîðÿäêó

∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22−a12a21 ñêëà-

äà¹òüñÿ ç äâîõ 2 = 2! äîáóòêiâ, ïðè÷îìó â êîæíîìó äîáóòêó ïî îäíîìó i

òiëüêè ïî îäíîìó åëåìåíòó ç êîæíîãî ðÿäêà i êîæíîãî ñòîâï÷èêà. Ïðè
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öüîìó ïðèñóòíi âñi ìîæëèâi äîáóòêè ïîáóäîâàíi çà öèì ïðàâèëîì. Ïîëî-

âèíà äîáóòêiâ áåðåòüñÿ çi çíàêîì +, à ïîëîâèíà çi çíàêîì−. Â êîæíîìó

äîáóòêó ñïiâìíîæíèêè ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ïî çðîñòàííþ ïåðøèõ ií-

äåêñiâ, òîäi äðóãi iíäåêñè óòâîðÿòü äåÿêó ïåðåñòàíîâêó. Äëÿ ïåðøîãî

äîáóòêó ïåðåñòàíîâêà (1, 2), òîáòî 0 iíâåðñié, ïåðåñòàíîâêà ïàðíà i çíàê

ïðè äîáóòêó +. Äëÿ äðóãîãî äîáóòêó ïåðåñòàíîâêà (2, 1) � 1 iíâåðñiÿ,

ïåðåñòàíîâêà íåïàðíà i çíàê ïðè äîáóòêó −.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ öèõ çàêîíîìiðíîñòåé äëÿ âèçíà÷íèêà òðåòüãî

ïîðÿäêó: ∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= a11a22a33 + a12a23a31 + a21a13a32 − a13a22a31 − a12a33a21 − a23a32a11

Âèçíà÷íèê ñêëàäà¹òüñÿ ç 6 = 3! äîáóòêiâ. Çíîâó â êîæåí äîáóòîê âõî-

äèòü ïî îäíîìó i òiëüêè ïî îäíîìó åëåìåíòó ç êîæíîãî ðÿäêà i êîæíîãî

ñòîâï÷èêà, ïðèñóòíi âñi ìîæëèâi äîáóòêè, ïîáóäîâàíi çà öèì ïðàâèëîì,

ïîëîâèíà äîáóòêiâ áåðåòüñÿ çi çíàêîì +, à ïîëîâèíà çi çíàêîì −.

Ðîçãëÿíåìî îäèí ç äîáóòêiâ çi çíàêîì +: a13a21a32. Ïiñëÿ óïîðÿä-

êóâàííÿ çà ïåðøèì iíäåêñîì äðóãi iíäåêñè óòâîðþþòü ïåðåñòàíîâêó

(3, 1, 2). Â ïåðåñòàíîâöi 2 iíâåðñi¨, òîáòî âîíà ïàðíà i ïðè äîáóòêó ñòî¨òü

çíàê +.

Áåðåìî äîáóòîê çi çíàêîì −: a12a21a33. Ïiñëÿ óïîðÿäêóâàííÿ çà ïåð-
øèì iíäåêñîì äðóãi iíäåêñè óòâîðþþòü ïåðåñòàíîâêó (2, 1, 3). Ó ïåðå-

ñòàíîâöi 1 iíâåðñiÿ, òîáòî ïåðåñòàíîâêà íåïàðíà i ïðè äîáóòêó ñòî¨òü

çíàê −.

Äëÿ âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó âèêîíóþòüñÿ çàêîíîìiðíîñòi, ùî

áóëè âèçíà÷åíi äëÿ âèçíà÷íèêà äðóãîãî ïîðÿäêó.
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Íåõàé äàíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 .

Îçíà÷åííÿ 8. Âèçíà÷íèêîì n-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ àëãå-

áðà¨÷íà ñóìà âñiõ ìîæëèâèõ äîáóòêiâ åëåìåòíiâ ìàòðèöi ïîáóäîâàíèõ çà

ïðàâèëîì: ç êîæíîãî ðÿäêà, êîæíîãî ñòîâï÷èêà â äîáóòîê áåðåòüñÿ ïî

îäíîìó i òiëüêè îäíîìó åëåìåíòó, ÿêùî ïiñëÿ óïîðÿäêóâàííÿ åëåìåíòiâ

äîáóòêó çà ïåðøèì iíäåêñîì äðóãi iíäåêñè óòâîðþþòü ïàðíó ïåðåñòà-

íîâêó, òî ïðè äîáóòêó áåðåòüñÿ çíàê +, ÿêùî âîíè óòâîðþþòü íåïàðíó

ïåðåñòàíîâêó, òî ïðè äîáóòêó çíàê −.

Ïîçíà÷à¹òüñÿ âèçíà÷íèê ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. Iíîäi âèçíà÷íèê

ùå íàçèâàþòü äåòåðìiíàíòîì. Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ïîçíà÷àþòü detA,

|aij |ni,j=1.

Çðîçóìiëî, ùî âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó ñêëàäà¹òüñÿ ç n! äîáóòêiâ.

Äiéñíî, êîæåí äîáóòîê ìîæíà âïîðÿäêóâàòè çà ïåðøèì iíäåêñîì, òîáòî

çàïèñàòè ó âèãëÿäi a1γ1 , a2γ2 , . . . , anγn , äå ïåðåñòàíîâêà äðóãèõ iíäåêñiâ

γ1, γ2, . . . , γn ¹ äåÿêîþ ïåðåñòàíîâêîþ ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Çà îçíà÷åííÿì

âèçíà÷íèêà ïåðåñòàíîâêàìè äðóãèõ iíäåêñiâ ¹ âñi ìîæëèâi ïåðåñòàíîâêè

÷èñåë 1, 2, . . . , n, à òîìó ÷èñëî äîáóòêiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê,

òîáòî n!

Ïðèêëàä 1.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 -5O 9

5O −8 0 6

1 -3O 9 4

7 −8 2 6O

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= · · ·+ (−5) · 5 · (−3) · 6 . . .
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Ìè âèïèñàëè îäèí ç äîáóòêiâ, éîãî åëåìåíòè ìàþòü iíäåêñè (1, 3) (2, 1)

(3, 2) (4, 4), òîáòî äîáóòîê óïîðÿäêîâàíèé çà ïåðøèìè iíäåêñàìè. Äðóãi

iíäåêñè óòâîðþþòü ïåðåñòàíîâêó 3, 1, 2, 4, â ÿêié 2 iíâåðñi¨, òîìó âîíà

ïàðíà. Îòæå ïðè äîáóòêó áåðåòüñÿ çíàê +.

4. Àíàëiòè÷íèé çàïèñ âèçíà÷íèêà

Íåõàé

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Êîæåí äîáóòîê ìîæíà óïîðÿäêóâàòè çà ïåðøèì iíäåêñîì, òîáòî çàïèñà-

òè ó âèãëÿäi a1α1
, a2α2

, . . . , anαn
. Äëÿ ïåðåñòàíîâêè α1, α2, . . . , αn ÷èñåë

1, 2, . . . , n ÷åðåç S(α1, α2, . . . , αn) ïîçíà÷èìî ÷èñëî iíâåðñié â ïåðåñòà-

íîâöi, òîäi çà îçíà÷åííÿì çíàê ïåðåä äîáóòêîì a1α1 , a2α2 , . . . , anαn âè-

çíà÷à¹òüñÿ ÿê (−1)S(α1,α2,...,αn), à òîäi

∆ =
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)S(α1,α2,...,αn)a1α1a2α2 . . . anαn ,

äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ïåðåñòàíîâêàì ÷èñåë 1, 2, . . . , n.

5. Åêâiâàëåíòíiñòü äâîõ îçíà÷åíü âèçíà÷íèêà.

Íåõàé

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

 .

Îçíà÷åííÿ 9. Âèçíà÷íèêîì n-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A íàçèâà¹òñüÿ ñóìà

âñiõ ìîæëèâèõ äîáóòêiâ åëåìåíòiâ, ïîáóäîâàíèõ çà ïðàâèëîì: ç êîæíî-

ãî ðÿäêà i ç êîæíîãî ñòîâï÷èêà, â äîáóòîê âõîäèòü ïî îäíîìó i òiëüêè

ïî îäíîìó åëåìåíòó, çíàê ïàðè äîáóòêó âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ÿêùî ïiñëÿ

óïîðÿäêóâàííÿ ñïiâìíîæíèêiâ çà äðóãèì iíäåêñîì ïåðøi iíäåêñè óòâî-
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ðþþòü ïàðíó ïåðåñòàíîâêó, òî ïðè äîáóòêó áåðåòüñÿ çíàê ïëþñ, ÿêùî

íåïàðíó ïåðåñòàíîâêó, òî çíàê ìiíóñ.

Òàêèì ÷èíîì, íà âiäìiíó âiä ïåðøîãî îçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà, çíàê

ïðè äîáóòêó âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðíiñòþ ïåðåñòàíîâêè ïåðøèõ iíäåêñiâ ïiñëÿ

óïîðÿäêóâàííÿ äðóãèõ.

Òåîðåìà 3. Äâà îçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆ i ∆1 âèçíà÷íèêè ìàòðèöi A çà ïåðøèì i

äðóãèì îçíà÷åííÿì âiäïîâiäíî. Çðîçóìiëî, ùî öi âèçíà÷íèêè ñêëàäàþ-

òüñÿ ç îäíàêîâèõ äîáóòêiâ. Òîìó ïåðåâiðèìî, ÷è çíàêè ïðè ðiâíèõ äîáó-

òêàõ â öèõ âèçíà÷íèêàõ îäíàêîâi. Çàôiêñó¹ìî îäèí äîáóòîê

a1α1
a2α2

. . . anαn
, óïîðÿäêîâàíèé çà ïåðøèì iíäåêñîì. Çà ïåðøèì îçíà-

÷åíÿì öåé äîáóòîê âõîäèòü â âèçíà÷íèê ∆ çi çíàêîì (−1)S(α1,α2,...,αn).

Áóäåìî âïîðÿäêîâóâàòè öåé äîáóòîê çà äðóãèì iíäåêñîì. Öå îçíà÷à¹, ùî

ïåðåñòàíîâêà äðóãèõ iíäåêñiâ (α1, α2, . . . , αn) ïåðåõîäèòèìóòü ó ïåðåñòà-

íîâêó (1, 2, . . . , n). Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè öüîìó áóëî âèêîíàíî t òðàíñïî-

çèöié åëåìåíòiâ ïåðåñòàíîâêè. Îñêiëüêè iíäåêñè åëåìåíòiâ çâ'ÿçàíi ìiæ

ñîáîþ, òî çà äîïîìîãîþ t òðàíñïîçèöié ïåðåñòàíîâêà ïåðøèõ iíäåêñiâ

(1, 2, . . . , n) ïåðåéøëà â ïåðåñòàíîâêó (β1, β2, . . . , βn), òîáòî äîáóòîê ïå-

ðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi aβ11, aβ22, . . . , aβnn. Çà äðóãèì îçíà÷åííÿì öåé

äîáóòîê âõîäèòü ó âèçíà÷íèê ∆1 çi çíàêîì (−1)S(β1,β2,...,βn). Çàëèøà-

¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî ÷èñëà S(α1, α2, . . . , αn) i S(β1, β2, . . . , βn) îäíàêî-

âî¨ ïàðíîñòi. Àëå ìè ìîæåìî çà äîïîìîãîþ 2t òðàíñïîçèöié ïåðåéòè

âiä ïåðåñòàíîâêè (α1, α2, . . . , αn) äî (β1, β2, . . . , βn) ÷åðåç ïåðåñòàíîâ-

êó (1, 2, . . . , n). Êîæíà òðàíñïîçèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè, 2t

òðàíñïîçèöié ïàðíîñòi íå çìiíÿòü, òîìó (−1)S(α1,α2,...,αn) =

= (−1)S(β1,β2,...,βn). Îñêiëüêè ìè âçÿëè äîâiëüíèé äîáóòîê, òî∆=∆1.

Êîðèñòóþ÷èñü äðóãèì îçíà÷åííÿì âèçíà÷íèêà, àíàëiòè÷íî ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

∆ =
∑

(β1,β2,...,βn)

(−1)S(β1,β2,...,βn)aβ11aβ22 . . . aβnn,
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äå ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ïåðåñòàíîâêàì ÷èñåë 1, 2, . . . , n.

Ëåìà 1 (ïðî çíàê). Íåõàé ∆ = |aij |ni,j=1, (i1, i2, . . . , in) i (j1, j2, . . . , jn) �

äâi ïåðåñòàíîâêè ÷èñåë (1, 2, . . . , n). Òîäi äîáóòîê ai1j1ai2j2 . . . ainjn âõî-

äèòü ó âèçíà÷íèê ∆ çi çíàêîì (−1)S(i1,i2,...,in)+S(j1,j2,...,jn).

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî öåé äîáóòîê âõîäèòü ó âèçíà÷íèê. Âèïèøåìî

òàáëèöþ (
i1 i2 . . . in

j1 j2 . . . jn

)
.

Â ïåðøîìó ðÿäêó òàáëèöi S(i1, i2, . . . , in) iíâåðñié, â äðóãîìó

S(j1, j2, . . . , jn). Ñóìàðíå ÷èñëî iíâåðñié S(i1, i2, . . . , in)+S(j1, j2, . . . , jn).

Ïåðåñòàíîâêîþ ñòîâï÷èêiâ òàáëèöi áóäåìî óïîðÿäêîâóâàòè ïåðøèé ðÿ-

äîê. Öå îçíà÷à¹ óïîðÿäêóâàííÿ ñïiâìíîæíèêiâ äîáóòêó çà ïåðøèì iíäå-

êñîì. Êîæíà ïåðåñòàíîâêà ñòîâï÷èêiâ îçíà÷à¹ òðàíñïîçèöiþ â ïåðøîìó

i äðóãîìó ðÿäêó. Êîæíà òðàíñïîçèöiÿ çìiíþ¹ ïàðíiñòü ðÿäêó, àëå ñóìàð-

íà ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâîê â ðÿäêàõ òàáëèöi íå çìiíþ¹òüñÿ. Â ðåçóëüòàòi

îòðèìà¹ìî (
1 2 . . . n

k1 k2 . . . kn

)
.

×èñëà S(i1, i2, . . . , in) + S(j1, j2, . . . , jn) i S(1, 2, . . . , n) + S(k1, k2, . . . , kn)

îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi. Àëå S(1, 2, . . . , n) = 0, òîìó S(i1, i2, . . . , in)+

+S(j1, j2, . . . , jn) i S(k1, k2, . . . , kn) îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi. Çà îçíà÷åííÿì

âèçíà÷íèêà äîáóòîê âõîäèòü ó âèçíà÷íèê çi çíàêîì (−1)S(k1,k2,...,kn) òîá-

òî çi çíàêîì (−1)S(i1,i2,...,in)+S(j1,j2,...,jn).

6. Âèçíà÷íèê òðèêóòíîãî âèãëÿäó

Çà îçíà÷åííÿì ìîæíà îá÷èñëèòè âèçíà÷íèêè ìàëèõ ïîðÿäêiâ àáî âè-

çíà÷íèêè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Áiëüø çàãàëüíi âèçíà÷íèêè îá÷èñëþþ-

òüñÿ êîðèñòóþ÷èñü âëàñòèâîñòÿìè âèçíà÷íèêà. Îäíèì iç ñïåöiàëüíèõ

âèäiâ âèçíà÷íèêà ¹ âèçíà÷íèê òðèêóòíîãî âèãëÿäó.
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Íåõàé çàäàíî âèçíà÷íèê

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Â íüîìó ìîæíà âèçíà÷èòè äâi äiàãîíàëi: a11, a22, . . . , ann � ãîëîâíà,

a1n, a2n−1, . . . , ann � ïîái÷íà.

Îçíà÷åííÿ 10. Âèçíà÷íèêîì òðèêóòíîãî âèãëÿäó íàçèâà¹òüñÿ âèçíà-

÷íèê, âñi åëåìåíòè ÿêîãî âèùå àáî íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi äîðiâíþþòü

0.

Íàïðèêëàä,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1n

0 a22 a23 . . . a2n

0 0 a33 . . . a3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äîâåäåìî, ùî öåé âèçíà÷íèê ðiâíèé äîáóòêó åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãî-

íàëi.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì âèçíà÷íèêà â êîæåí äîáóòîê âõîäèòü ïî îäíî-

ìó i òiëüêè ïî îäíîìó åëåìåíòó ç êîæíîãî ðÿäêà i êîæíîãî ñòîâï÷èêà.

Áóäåìî øóêàòè äîáóòêè, ÿêi ̸= 0. Ç ïåðøîãî ñòîâï÷èêà â òàêèé äîáóòîê

âõîäèòü òiëüêè åëåìåíò a11. Òîäi ç ïåðøîãî ðÿäêà iíøi åëåìåíòè íå ìî-

æóòü âõîäèòè â äîáóòîê, à òîìó ç äðóãîãî ñòîâï÷èêà â äîáóòîê âõîäèòü

a22, àíàëîãi÷íî ç òðåòüîãî ñòîâï÷èêà a33 i ò.ä. äî ann. Îäåðæèìî ¹äè-

íèé íåíóëüîâèé äîáóòîê a11 ·a22 ·a33·. . . ·ann. Âèçíà÷èìî çíàê ç ÿêèì âií

âõîäèòü ó âèçíà÷íèê. Ïiñëÿ óïîðÿäêóâàííÿ çà ïåðøèì iíäåêñîì äðóãi

óòâîðþþòü ïåðåñòàíîâêó (1, 2, . . . , n). Â ïåðåñòàíîâöi 0 iíâåðñié, òîáòî

âîíà ïàðíà i çíàê ïðè äîáóòêó +, òîáòî ∆ = a11 · a22·. . . ·ann.

Çàóâàæåííÿ 1. Ìîæíà ðîçãëÿäàòè òàêîæ âèçíà÷íèê òðèêóòíîãî âèãëÿ-

15



äó âiäíîñíî ïîáî÷íî¨ äiàãîíàëi. Öå òàêèé âèçíàíèê, âñi åëåìåíòè ÿêîãî

âèùå àáî íèæ÷å ïîái÷íî¨ äiàãîíàëi äîðiâíþþòü 0.

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n−2 a1n−1 a1n

a21 . . . a2n−2 a2n−1 0

a31 . . . a3n−2 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Çðîçóìiëî, ùî öåé âèçíà÷íèê òàêîæ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî äîáóòêó �

åëåìåíòiâ ïîái÷íî¨ äiàãîíàëi a1n · a2n−1 · a3n−2·. . . ·an1. Âèçíà÷èìî çíàê
ïðè öüîìó äîáóòêó. Ïiñëÿ óïîðÿäêóâàííÿ åëåìåíòiâ çà ïåðøèì iíäå-

êñîì, äðóãi óòâîðþþòü ïåðåñòàíîâêó (n, n − 1, n − 2, . . . , 1). Â öié ïå-

ðåñòàíîâöi ÷èñëî n óòâîðþ¹ n − 1 iíâåðñié, ÷èñëî n − 1 óòâîðþ¹ n − 2

iíâåðñié i ò.ä., ÷èñëî 2 óòâîðþ¹ 1 iíâåðñiþ. Òîìó çàãàëüíå ÷èñëî iíâåðñié

(n−1)+(n−2)+ · · ·+2+1 =
n(n− 1)

2
, à òîìó äîáóòîê âõîäèòü â âèçíà-

÷íèê çi çíàêîì (−1)
n(n−1)

2 , òîáòî ∆1 = (−1)
n(n−1)

2 a1na2n−1a3n−2 . . . an1.

7. Òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöü.

Íåõàé äàíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m× n

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 .

Ñêëàäåìî íîâó ìàòðèöþ çà ïðàâèëîì: â ïåðøèé ñòîâï÷èê íîâî¨ ìàòðèöi

âèïèñó¹ìî åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi A, çáåðiãàþ÷è ïîðÿäîê. Â

äðóãèé ñòîâï÷èê åëåìåíòè äðóãîãî ðÿäêà i ò.ä. â n-èé ñòîâï÷èê åëåìåíòè

n-ãî ðÿäêà. Öå ïåðåòâîðåííÿ íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöi A, à
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îäåðæàíà ìàòðèöÿ � òðàíñïîíîâàíîþ
a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1n a21 . . . amn

 .

Òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ ìà¹ ïîðÿäîê n × m i ïîçíà÷à¹òüñÿ AT . Âèïè-

øåìî î÷åâèäíi âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ òðàíñïîíóâàííÿ, ÿêi ïåðåâiðÿþòüñÿ

áåçïîñåðåäíüî:

1. (AT )T = A;

2. äëÿ ìàòðèöü A i B îäíàêîâîãî ïîðÿäêó: (A+B)T = AT +BT ;

3. äëÿ ÷èñëà λ: (λ ·A)T = λ ·AT .

Òåîðåìà 4. ßêùî A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, òî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A

äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó ìàòðèöi AT : detA = detAT .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 , AT =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1n a21 . . . amn

 .

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî åëåìåíòè ìàòðèöi A � aij , åëåìåíòè AT � bij .

Çðîçóìiëî ùî, bij = aji.

detAT =
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)S(α1,α2,...,αn)b1α1
b2α2

. . . bnαn
=

=
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)S(α1,α2,...,αn)aα11aα22 . . . aαnn = detA

çà äðóãèì îçíà÷åííÿì âèçíà÷íèêà.

Çàóâàæåííÿ 2. Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ òàêèé ôàêò. ßêùî äåÿêó âëà-

ñòèâiñòü, ïîâ'ÿçàíó ç âåëè÷èíîþ âèçíà÷íèêà, ìàþòü ðÿäêè âèçíà÷íè-
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êà ∆ = detA, òîäi öÿ âëàñòèâiñòü âiðíà i äëÿ ñòîâï÷èêiâ âèçíà÷íè-

êà ∆. Äiéñíî, ÿêùî âëàñòèâiñòü âiðíà äëÿ ðÿäêiâ ∆ = detA, òî îñêiëüêè

detA = detAT , òî öÿ âëàñòèâiñòü âiðíà i äëÿ ðÿäêiâ âèçíà÷íèêà òðàíñ-

ïîíîâàíî¨ ìàòðèöi, òîáòî äëÿ ñòîâï÷èêiâ ∆.

8. Âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ.

Öi âëàñòèâîñòi äàþòü ìîæëèâiñòü îá÷èñëþâàòè âèçíà÷íèêè çàãàëü-

íîãî âèãëÿäó. Ìè áóäåìî ôîðìóëþâàòè âëàñòèâîñòi äëÿ ðÿäêiâ âèçíà-

÷íèêà, àëå çà ïîïåðåäíiì çàóâàæåííÿì âîíè âiðíi i äëÿ ñòîâï÷èêiâ.

1. ßêùî ó âèçíà÷íèêó ¹ ðÿäîê, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç íóëiâ, òî âèçíà-

÷íèê äîðiâíþ¹ 0. Òàêèé ðÿäîê íàçèâà¹òüñÿ íóëüîâèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé i-èé ðÿäîê âèçíà÷íèêà ñêëàäà¹òüñÿ ç íóëiâ. Çà îçíà-

÷åííÿì, â êîæåí äîáóòîê âõîäèòü åëåìåíò ç i-ãî ðÿäêà, òîìó êîæåí äî-

áóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ i âèçíà÷íèê äîðiâíþ íóëþ.

2. ßêùî ó âèçíà÷íèêó ïåðåñòàâèòè ìiñöÿìè äâà ðÿäêè, òî çìiíþ¹òüñÿ

ëèøå çíàê âèçíà÷íèêà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 al2 . . . aln

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 al2 . . . aln

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òîáòî âèçíà÷íèê ∆1 îòðèìàíèé ç ∆ ïåðåñòàíîâêîþ k-ãî i l-ãî ðÿäêiâ.

Ïîêàæåìî, ùî ∆1 = −∆. Äëÿ çðó÷íîñòi ïîçíà÷èìî åëåìåíòè âèçíà-

÷íèêà ∆1 ÷åðåç bij . Òîäi bij = aij , i ̸= k, i ̸= l, bkj = alj , j = 1, n,

blj = akj , j = 1, n. Çðîçóìiëî, ùî âèçíà÷íèêè ∆ i ∆1 ñêëàäàþòüñÿ ç

îäíàêîâèõ äîáóòêiâ, òîìó ïåðåâiðèìî çíàêè ïðè âiäïîâiäíèõ äîáóòêàõ.
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Áåðåìî îäèí ç äîáóòêiâ ïåðøîãî âèçíà÷íèêà, óïîðÿäêîâàíèé çà ïåðøèì

iíäåêñîì. a1α1 . . . akαk
. . . alαl

. . . anαn . Âií âõîäèòü ó âèçíà÷íèê ∆ çi çíà-

êîì (−1)S(α1,α2,...,αn). Öåé äîáóòîê äîðiâíþ¹ b1α1
. . . blαk

. . . bkαl
. . . bnαn

.

Óïîðÿäêó¹ìî öåé äîáóòîê åëåìåíòiâ âèçíà÷íèêà ∆1 çà ïåðøèì iíäå-

êñîì: b1α1
. . . bkαl

. . . blαk
. . . bnαn

. Äðóãi iíäåêñè óòâîðþþòü ïåðåñòàíîâêó

(α1, . . . , αl, . . . , αk, . . . , αn), òîáòî öåé äîáóòîê âõîäèòü ó âèçíà÷íèê ∆1

çi çíàêîì (−1)S(α1,...,αl,...,αk,...,αn).

Ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë (α1, . . . , αl, . . . , αk, . . . , αn) ìîæíà îäåðæàòè ç

(α1, . . . , αk, . . . , αl, . . . , αn) çà äîïîìîãîþ îäíi¹¨ òðàíñïîçèöi¨. Òîìó öi ïå-

ðåñòàíîâêè ðiçíî¨ ïàðíîñòi i çíàêè ïðè äàííîìó äîáóòêó ó âèçíà÷íèêàõ

∆ i ∆1 ðiçíi. Îñiëüêè äîáóòîê äîâiëüíèé, òî ∆1 = −∆.

3. ßêùî ó âèçíà÷íèêó ¹ äâà îäíàêîâèõ ðÿäêà, òî âií äîðiâíþ¹ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ó âèçíà÷íèêó ∆ i−òèé i j−òèé ðÿäêè ðiâíi. Ïåðå-

ñòàâèìî öi ðÿäêè. Âèçíà÷íèê íå çìiíþ¹òüñÿ, àëå çà âëàñòèâiñòþ 2 âií

çìiíþ¹ çíàê, òîìó ∆ = −∆. Çâiäñè ∆ = 0.

4. ßêùî ðÿäîê âèçíà÷íèêà äîìíîæèòè íà äåÿêå ÷èñëî λ, òî i âåñü

âèçíà÷íèê äîìíîæèòüñÿ íà ÷èñëî λ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ¹ âèçíà÷íèê

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äîìíîæèìî i−òèé ðÿäîê âèçíà÷íèêà ∆ íà ÷èñëî λ, îòðèìà¹ìî

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λai1 λai2 . . . λain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Òîäi

∆1 =
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)S(α1,α2,...,αn)a1α1
. . . λ · aiαi

. . . anαn
=

= λ
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)S(α1,α2,...,αn)a1α1 . . . aiαi . . . anαn = λ∆.

Çàóâàæåííÿ 3. Ç öi¹¨ âëàñòèâîñòi âèëèâà¹, ùî ÿêùî äåÿêèé ðÿäîê âè-

çíà÷íèêà äîìíîæåíî íà ÷èñëî λ, òî öå ÷èñëî ìîæíà âèíåñòè çà çíàê

âèçíà÷íèêà.

Ïîíÿòòÿ ïðîïîðöiéíèõ ðÿäêiâ:

Îçíà÷åííÿ 11. Äâà ðÿäêè âèçíà÷íèêà (ai1, ai2, . . . , ain) òà

(aj1, aj2, . . . , ajn) íàçèâàþòüñÿ ïðîïîðöiéíèìè, ÿêùî

ai1

aj1
=

ai2

aj2
= · · · =

ain

ajn
.

Iíøèìè ñëîâàìè, îäèí ç äâîõ ïðîïîðöiéíèõ ðÿäêiâ ìîæíà îòðèìàòè ç

äðóãîãî äîìíîæåííÿì íà äåÿêå ÷èñëî.

5. ßêùî â âèçíà÷íèêó ¹ äâà ïðîïîðöiéíèõ ðÿäêè, òî âií äîðiâíþ¹ 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé i−òèé i j−òèé ðÿäêè âèçíà÷íèêà ∆ ïðîïîðöiéíi. Öå

îçíà÷à¹, ùî j−òèé ðÿäîê ìîæíà îòðèìàòè ç i−òîãî, äîìíîæèâøè éî-

ãî íà äåÿêå ÷èñëî λ. Âèíåñåìî λ ç j−òîãî ðÿäêà çà çíàê âèçíà÷íèêà.

Îäåðæèìî âèçíà÷íèê ç äâîìà ðiâíèìè ðÿäêàìè, ÿêèé äîðiâíþ¹ 0, à òî-

ìó ∆ = λ · 0 = 0.

Äàëi ïiä ñóìîþ äâîõ ðÿäêiâ (bi1, bi2, . . . , bin) òà (ci1, ci2, . . . , cin) áóäå-

ìî ðîçóìiòè ðÿäîê (bi1 + ci1, bi2 + ci2, . . . , bin + cin).

6. ßêùî ó âèçíà÷íèêó ∆ i−òèé ðÿäîê ¹ ñóìîþ äâîõ ðÿäêiâ, òî âèçíà-

÷íèê ∆ ðîçêëàäà¹òüñÿ â ñóìó äâîõ âèçíà÷íèêiâ ∆1 i ∆2 òàêèõ, ùî i−òèé
ðÿäîê âèçíà÷íèêà ∆1 � öå ïàðøèé äîäàíîê i-ãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà ∆, à
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i−òèé ðÿäîê âèçíà÷íèêà ∆2 � äðóãèé äîäàíîê. Ðåøòà ðÿäêiâ âèçíà÷íè-

êiâ ∆1 i ∆2 îäíàêîâi i ñïiâïàäàþòü ç âiäïîâiäíèìè ðÿäêàìè âèçíà÷íèêà

∆.

Äîâåäåííÿ.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bi1 + ci1 bi2 + ci2 . . . bin + cin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)S(α1,α2,...,αn) · a1α1
. . . (biαi

+ ciαi
) . . . anαn

=

=
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)S(α1,α2,...,αn)a1α1
. . . biαi

. . . anαn
+

+
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)S(α1,α2,...,αn)a1α1 . . . ciαi . . . anαn .

Îòæå,

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bi1 bi2 . . . bin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 . . . b1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ci1 ci2 . . . cin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ∆1 +∆2.

Çàóâàæåííÿ 4. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî i-òèé ðÿäîê âèçíà÷íèêà ∆ ¹ ñóìîþ k

ðÿäêiâ, òî âèçíà÷íèê ∆ çà i-òèì ðÿäêîì ðîçêëàäà¹òüñÿ â ñóìó k âèçíà-

÷íèêiâ.

7. ßêùî äî ðÿäêà âèçíà÷íèêà äîäàòè iíøèé ðÿäîê, äîìíîæåííèé íà

÷èñëî, òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ.
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A1, A2 . . . An ðÿäêè âèçíà÷íèêà ∆. Äîäàìî

äî i-ãî ðÿäêà Ai j-òèé ðÿäîê Aj , äîìíîæåíèé íà ÷èñëî λ. Îäåðæèìî

âèçíà÷íèê ∆1, i-òèé ðÿäîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä Ai + λ · Aj . Ùîá äîâåñòè,

ùî ∆ = ∆1, ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê ∆1 â ñóìó äâîõ âèçíà÷íèêiâ çà i-òèì

ðÿäêîì, â ïåðøîìó ç ÿêèõ íà i-òîìó ìiñöi ñòî¨òü ðÿäîê Ai, à â äðóãîìó

λ ·Aj . Ïåðøèé âèçíà÷íèê ñïiâïàäà¹ ç ∆, à äðóãèé äîðiâíþ¹ 0, îñêiëüêè

ìiñòèòü ïðîïîðöiéíi ðÿäêè. Îòæå, ∆ = ∆1.

Îçíà÷åííÿ 12. Íåõàé Ai1 , Ai2 . . . Aik � äåÿêi ðÿäêè âèçíà÷íèêà ∆,

λ1, λ2 . . . λk � äåÿêi ÷èñëà. Ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ öèõ ðÿäêiâ íàçèâà¹-

òüñÿ ñóìà

λ1Ai1 + λ2Ai2 + · · ·+ λkAik .

8. ßêùî ó âèçíà÷íèêó äåÿêèé ðÿäîê ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ iíøèõ

ðÿäêiâ, òî âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ó âèçíà÷íèêó ∆ i-òèé ðÿäîê ìà¹ âèãëÿä

λ1Ai1 + λ2Ai2 + · · ·+ λkAik ,

äå ÷èñëà i1, i2 . . . ik íå ñïiâïàäàþòü ç i. Òîäi âèçíà÷íèê∆ çà i-òèì ðÿäêîì

ìîæíà ðîçêëàñòè íà ñóìó k âèçíà÷íèêiâ, ó ïåðøîìó ç ÿêèõ íà i-òîìó

ìiñöi ñòî¨òü ðÿäîê λ1Ai1 , ó äðóãîìó âiäïîâiäíî λ1Ai2 . . . ó îñòàííüîìó �

λkAik . Êîæåí ç öèõ âèçíà÷íèêiâ ìà¹ ïðîïîðöiéíi ðÿäêè, à îòæå äîðiâíþ¹

íóëþ. À òîìó ∆ = 0.

9. ßêùî äî ðÿäêà âèçíà÷íèêà äîäàòè ëiíiéíó êîìáiíàöiþ iíøèõ ðÿä-

êiâ, òî âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äî i-òîãî ðÿäêà Ai âèçíà÷íèêà ∆ äîäà¹òüñÿ ëiíiéíà

êîìáiíàöiÿ λ1Ai1 + λ2Ai2 + · · ·+ λkAik iíøèõ ðÿäêiâ. Îäåðæèìî âèçíà-

÷íèê, ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç ∆1. i-òèé ðÿäîê öüîãî âèçíà÷íèêà ìà¹ âè-

ãëÿä

Ai + λ1Ai1 + λ2Ai2 + · · ·+ λkAik .
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Ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê ∆1 â ñóìó çà i-òèì ðÿäêîì òàê, ùîá ó ïåðøî-

ìó äîäàíêó íà i-òîìó ìiñöi ñòîÿâ ðÿäîê Ai, à â äðóãîìó ðÿäîê λ1Ai1 +

λ2Ai2 + · · ·+λkAik .Ïåðøèé âèçíà÷íèê ñïiâïàäà¹ ç ∆, à äðóãèé íóëüîâèé

çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâiñòþ. Îòæå, ∆ = ∆1.

9. Òåîðåìà ïðî ðîçêëàä âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè

ðÿäêà àáî ñòîâï÷èêà

Íåõàé çàäàíî âèçíà÷íèê

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . aij . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Îçíà÷åííÿ 13. Äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì Mij åëåìåíòà aij íàçèâà¹òñÿ

âèçíà÷íèê, ùî îäåðæó¹òüñÿ âèêðåñëåííÿì i-òîãî ðÿäêà i j-òîãî ñòîâ-

ï÷èêà âèçíà÷íèêà ∆. Òîáòî âèêðåñëþþòüñÿ ðÿäîê i ñòîâï÷èê, â ÿêèõ

ñòî¨òü åëåìåíò aij .

Îçíà÷åííÿ 14. Àëãåáðà¨÷íèì äîïîâëåííÿì åëåìåíòà aij íàçèâà¹òüñÿ

÷èñëî Aij = (−1)i+jMij .

Òåîðåìà 5. Âèçíà÷íèê n-òîãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåí-

òiâ ôiêñîâàíîãî ðÿäêà íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin.

Öÿ òåîðåìà äà¹ ìîæëèâiñòü çâåñòè îáèñëåííÿ âèçíà÷íèêà n-òîãî ïî-

ðÿäêó äî îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ïîðÿäêó n− 1.
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Äîâåäåííÿ. Òåîðåìó áóäåìî äîâîäèòè ó òðè êðîêè.

1) Äîâåäåìî, ùî âñi äîáóòêè, ùî ñêëàäàþòü äîäàíîê aijAij , âõîäÿòü

äî âèçíà÷íèêà ∆ ïðè÷îìó ç òàêèìè æ ñàìèìè çíàêîìè.

Ðîçãëÿíåìî

aijAij = (−1)i+jaijMij .

Áåðåìî îäèí äîáóòîê (−1)i+jaija1αa2β . . . ai−1 γai+1 δ . . . anω. Çðîçóìiëî,

ùî îñêiëüêè âèçíà÷íèê Mij ìè îäåðæó¹ìî ç âèçíà÷íèêà ∆ âèêðåñëþ-

âàííÿì i-òîãî ðÿäêà i j-òîãî ñòîâï÷èêà, òî ñåðåä ïåðâøèõ iíäåêñiâ äî-

äàíêiâ Mij íåìà¹ iíäåêñó i, à ñåðåä äðóãèõ iíäåêñiâ (α, β, . . . , γ, δ, . . . , ω)

íåìà¹ iíäåêñó j. Òîìó â öüîìó äîáóòêó ñåðåä ïåðøèõ iíäåêñiâ ¹ âñi ÷èñëà

1, 2, . . . , n. Ñåðåä äðóãèõ iíäåêñiâ òàêîæ ¹ âñi ÷èñëà. À òîìó öåé äîáóòîê

âõîäèòü äî âèçíà÷íèêà ∆.

Âèçíà÷èìî çíàê, ç ÿêèì öåé äîáóòîê âõîäèòü äî âèçíà÷íèêà ∆. Äëÿ

öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ ïðî çíàê. Ïåðøi iíäåêñè óòâîðþòü ïåðåñòà-

íîâêó (i, 1, 2, . . . , i−1, i+1, . . . , n). Òóò iíâåðñiþ óòâîðþòü òiëüêè ÷èñëî i,

i òàêèõ iíâåðñié áóäå i−1. Ïðèïóñòèìî â ïåðåñòàíîâöi (α, β, . . . , γ, δ, . . . , ω)

k iíâåðñié. Òîäi â ïåðåñòàíîâöi (j, α, β, . . . , γ, δ, . . . , ω) ÷èñëî iíâåðñié k+

j− 1, à òîìó çà ëåìîþ ïðî çíàê äàííèé äîáóòîê âõîäèòü äî âèçíà÷íèêà

çi çíàêîì (−1)i+k+j−2.

Âèçíà÷èìî, ç ÿêèì çíàêîì öåé äîáóòîê âõîäèòü äî äîäàíêó aijAij .

a1αa2β . . . ai−1 γai+1 δ . . . anω âõîäèòü äî âèçíà÷íèêà Mij çi çíàêîì (−1)k,

à òîäi äàííèé äîáóòîê âõîäèòü äî aijAij = (−1)i+jMij çi çíàêîì

(−1)i+j(−1)k = (−1)i+j+k. ×èñëà i + j + k òà i + j + k − 2 îäíàêîâî¨

ïàðíîñòi, à òîìó çíàêè ñïiâïàäàþòü.
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2) Äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ âèïàäêó, êîëè âèçíà÷íèê ìà¹ âèãëÿä

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . aij
. . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . anj . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�

â i-îìó ðÿäêó òiëüêè îäèí íåíóëüîâèé åëåìåíò aij . Äîâåäåìî, ùî ∆ =

aijAij . Ìè äîâåëè, ùî âñi äîáóòêè, ùî ñêëàäàþòü aijAij , âõîäÿòü äî

∆ ç òàêèìè æ ñàìèìè çíàêàìè. ×èñëî òàêèõ äîáóòêiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó

äîáóòêiâ âèçíà÷íèêà Mij i äîðiâíþ¹ (n− 1)!

Ç îäíîãî áîêó, âñi äîáóòêè ðiçíi, à ç iíøîãî, çà îçíà÷åííÿì, äî êîæíî-

ãî äîáóòêó âèçíàíèêà âõîäèòü åëåìåíò i-òîãî ðÿäêà. ßêùî öåé åëåìåíò

íå ñïiâïàäà¹ ç aij , òî äîáóòîê äîðiâíþ¹ 0, òîìó âñi íåíóëüîâi äîáóòêè

ìàþòü ñïiâìíîæíèê aij . ×èñëî òàêèõ äîáóòêiâ (n− 1)!. Öå îçíà÷à¹, ùî

âñi äîáóòêè aijAij ¹ äîáóòêàìè äëÿ âèçíà÷íèêà ∆, i íàâïàêè, à òîìó

∆ = aijAij .

3) Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 + 0 + · · ·+ 0 0 + ai2 + · · ·+ 0 . . . 0 + 0 + · · ·+ ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òîáòî i-òèé ðÿäîê ¹ ñóìîþ n ðÿäêiâ, à òîìó âèçíà÷íèê ðîçêëàäà¹òüñÿ
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çà i-òèì ðÿäêîì â ñóìó n âèçíà÷íèêiâ.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 ai2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin.

Íàñëiäîê 2. Âèçíà÷íèê n-òîãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëå-

ìåíòiâ ôiêñîâàíîãî ñòîâï÷èêà íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Íàñëiäîê 3. Ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòà ðÿäêà âèçíà÷íèêà íà àëãåáðà¨÷íi

äîïîâíåííÿ iøíîãî ðÿäêà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ai1 ai2 . . . ain

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî aj1Ai1 + aj2Ai2 + · · · + ajnAin = 0. Ðîçãëÿíåìî
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äîïîìiæíèé âèçíà÷íèê, â ÿêîìó i òà j � îäíàêîâi ðÿäêè.

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè i-òîãî ðÿäêà. Àëãåáðà¨÷íi

äîïîâíåííÿ öèõ åëåìåíòiâ ñïiâïàäàþòü ç àëãåáðà¨÷íèìb äîïîâíåííÿìb

åëåìåíòiâ i-òîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà ∆, à òîìó

∆1 = aj1Ai1 + aj2Ai2 + · · ·+ ajnAin = 0.

10. Âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà

Îçíà÷åííÿ 15. Âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà n-òîãî ïîðÿäêó íàçèâàþòü

âèçíà÷íèê

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1

a1 a2 a3 . . . an−1 an

a21 a22 a23 . . . a2n−1 a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−2
1 an−2

2 an−2
3 . . . an−2

n−1 an−2
n

an−1
1 an−1

2 an−1
3 . . . an−1

n−1 an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äîâåäåìî, ùî ∆n =

= (a2−a1)(a3−a1) . . . (an−a1)(a3−a2)(a4−a2) . . . (an−a2) . . . (an−an−1) =

=
∏

n⩾i>j⩾1

(ai − aj).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öå çà iíäóêöi¹þ ïî ÷èñëó n.
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Ïðè n = 2: ∆2 =

∣∣∣∣∣ 1 1

a1 a2

∣∣∣∣∣ = a2 − a1.

Ïðèïóñòèìî, òâåðæåííÿ âiðíå äëÿ âñiõ âèçíà÷íèêiâ Âàíäåðìîíäà ïî-

ðÿäêó íå áiëüøå n− 1. Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèê ∆n. ßê âiäîìî, ÿêùî âiä

ðÿäêà âèçíà÷íèêà âiäíÿòè iíøèé ðÿäîê, äîìíîæåííèé íà ÷èñëî, òî âè-

çíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ. Òîìó ó âèçíà÷íèêó ∆n ñïî÷àòêó âiäíiìåìî âiä

îñòàííüîãî ðÿäêà ðÿäîê ç íîìåðîì n− 1, äîìíîæåííèé íà a1, ïîòiì âiä

(n − 1)-ãî ðÿäêà âiäíiìåìî (n − 2)-ãèé ðÿäîê, äîìíîæåííèé íà a1 i ò.ä.

I íàðåøòi, âiä äðóãîãî ðÿäêà âiäíiìåìî ïåðøèé, äîìíîæåííèé íà a1.

Îòðèìà¹ìî

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

0 a2 − a1 a3 − a1 . . . an − a1

0 a22 − a1a2 a23 − a1a3 . . . a2n − a1an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 an−2
2 − a1a

n−3
2 an−2

3 − a1a
n−3
3 . . . an−2

n − a1a
n−3
n

0 an−1
2 − a1a

n−2
2 an−1

3 − a1a
n−2
3 . . . an−1

n − a1a
n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

à ïîòiì ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê ∆n çà ïåðøèì ñòîâï÷èêîì

∆n = 1 · (−1)1+1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 − a1 a3 − a1 . . . an − a1

a22 − a1a2 a23 − a1a3 . . . a2n − a1an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1
2 − a1a

n−2
2 an−1

3 − a1a
n−2
3 . . . an−1

n − a1a
n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Â öüîìó âèçíà÷íèêó ç êîæíîãî ñòîïâï÷èêà âèíîñèòüñÿ ìíîæíèê, à òîìó

∆n = (a2 − a1)(a3 − a1) . . . (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

a2 a3 . . . an

a22 a23 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−2
2 an−2

3 . . . an−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Öå âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà ïîðÿäêó (n − 1), òîìó çà ïðèïóùåííÿì ií-

äóêöi¨ ìà¹ìî

∆n = (a2 − a1)(a3 − a1) . . . (an − a1)(a3 − a2) . . . (an − a2) . . . (an − an−1) =
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=
∏

n⩾i>j⩾1

(ai − aj).

11. Òåîðåìà Êðàìåðà

Îçíà÷åííÿ 16. Íåõàé äàíà ñèñòåìà n ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè

α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn = β2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1x1 + αn2x2 + · · ·+ αnnxn = βn.

Òàêà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ.

Îçíà÷åííÿ 17. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ, ÿêùî

âîíà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, i íåñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà ðîçâ'ÿçêó íå ìà¹. Ñóìiñíà

ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 α13 . . . α1n

α21 α22 α23 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 αn3 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Öåé âèçíà÷íèê íàçâà¹òñüÿ ãîëîâíèì âèçíà÷íèêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü. Êðiì öüîãî âèçíà÷íèêà, âiçüìåìî òàêîæ n äîïîìiæíèõ âèçíà÷íè-

êiâ.

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
β1 α12 α13 . . . α1n

β2 α22 α23 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

βn αn2 αn3 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 β1 α13 . . . α1n

α21 β2 α23 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 βn αn3 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, . . . ,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 α13 . . . β1

α21 α22 α23 . . . β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 αn3 . . . βn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òîáòî, ùîá îäåðæàòè âèçíà÷íèê ∆j , ìè â ãîëîâíîìó âèçíà÷íèêó çà-

ìiíÿ¹ìî j-é ñòîâï÷èê âiëüíèìè ÷ëåíàìè.
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Òåîðåìà 6. ßêùî ãîëîâíèé âèçíà÷íèê êâàäðàòíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ∆ ̸= 0, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ

çà ôîðìóëîþ Êðàìåðà: x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aij , i, j = 1, n àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ åëå-

ìåíòiâ αij âèçíà÷íèêà ∆. Äîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè íà A11,

äðóãå íà A21, . . . , îñòàíí¹ íà An1 i äîäàìî âñi ðiâíÿííÿ. Îäåðæèìî ðiâ-

íÿííÿ

(α11A11 + α21A21 + . . .+ αn1An1)x1+

+(α12A11 + α22A21 + . . .+ αn2An1)x2 + . . .+

+(α1nA11 + α2nA21 + . . .+ αnnAn1)xn = β1A11 + β2A21 + . . .+ βnAn1.

Â öüîìó ðiâíÿííi êîåôiöi¹íòîì ïðè x1 ¹ ðîçêëàä âèçíà÷íèêà ∆ çà åëå-

ìåíòàìè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà, òîáòî öåé êîåôiöi¹íò = ∆; êîåôiöi¹íò ïðè

x2 ¹ ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ äðóãîãî ñòîâï÷èêà âèçíà÷íèêà ∆ íà àëãå-

áðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äðóãîãî ñòîâï÷èêà. Çà íàñëiäêîì 3 öåé êîåôiöi¹íò

= 0. Àíàëîãi÷íî êîåôiöi¹íò ïðè xn = 0 ÿê ñóìà äîáóòêiâ åëåìåíòiâ n-ãî

ñòîâï÷èêà âèçíà÷íèêà ∆ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ ïåðøîãî ñòîâï÷èêà.

Âiëüíèé ÷ëåí ¹ ðîçêëàäîì âèçíà÷íèêà ∆1 çà ïåðøèì ñòîâï÷èêîì, òîáòî

öå ðiâíÿííÿ ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ∆x1 = ∆1.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî äîìíîæèòè ïåðøå ðiâíÿííÿ íà A12, äðóãå íà A22,

. . . , n-òå íà An2 i äîäàòè öi ðiâíÿííÿ, îäåðæó¹ìî ∆x2 = ∆2. Ïðîäîâæó-

þ÷è öåé ïðîöåñ, îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

∆x1 = ∆1,∆x2 = ∆2, . . . ,∆xn = ∆n,

çâiäêè x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
.

Öi ðiâíÿííÿ ¹ íàñëiäêîì ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè, à òîìó êîæåí ðîçâ'ÿçîê

ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè ¹ ðîçâ'ÿçêîì öèõ ðiâíÿíü. Ïðèïóñòèìî, ùî ∆ ̸= 0,

òîäi îäåðæàíà ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. À òîìó ïî÷àòêîâà

ñèñòåìà â öüîìó âèïàäêó ìîæå ìàòè òiëüêè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåâiðè-

ìî, ùî îäåðæàíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî¨ ñèñòåìè. Áåðåìî

íàïðèêëàä i-òå ðiâíÿííÿ

αi1x1 + αi2x2 + . . .+ αiixi + . . .+ αinxn = βi
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i ïiäñòàâëÿ¹ìî ðîçâ'ÿçîê ó öå ðiâíÿííÿ

αi1
∆1

∆
+ αi2

∆2

∆
+ . . .+ αii

∆i

∆
+ . . .+ αin

∆n

∆
=

=
1

∆
(αi1∆1 + αi2∆2 + . . .+ αii∆i + . . .+ αin∆n) =

=
1

∆
(αi1 (β1A11 + β2A21 + . . .+ βnAn1)+

+αi2 (β1A12 + β2A22 + . . .+ βnAn2)+

+ . . .+ αii (β1A1i + β2A2i + . . .+ βnAni)+

+ . . .+ αin (β1A1n + β2A2n + . . .+ βnAnn)) =

=
1

∆
(β1 (αi1A11 + αi2A12 + . . .+ αinA1n)+

+β2 (αi1A21 + αi2A22 + . . .+ αinA2n)+

. . .+ βi (αi1Ai1 + αi2Ai2 + . . .+ αinAin)+

+ . . .+ βn (αi1An1 + αi2An2 + . . .+ αinAnn)) =

=
1

∆
(β10 + β20 + . . .+ βi∆+ . . .+ βn0) =

1

∆
βi∆ = βi.

Îçíà÷åííÿ 18. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ,

ÿêùî âiëüíi ÷ëåíè â êîæíîìó ðiâíÿííi = 0.

Çðîçóìiëî, ùî îäíîðiäíà ñèñòåìà çàâæäè ñóìiñíà, îñêiëüêè çàâæäè ¹

íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Öåé ðîçâ'ÿçîê áóäåìî íàçèâàòè òðèâiàëüíèì. Óìîâó

iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè äà¹ íàñòóïíèé

íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 4. ßêùî êâàäðàòíà îäíîðiäíà ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê, òî ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè = 0.

Äiéñíî, ÿêùî ∆ ̸= 0, òî çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê, i îñêiëüêè çàâæäè ¹ òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, òî âií i áóäå ¹äè-

íèì ðîçâ'ÿçêîì, à íåòðèâiàëüíèõ íå áóäå.
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Ðîçäië 2

Äiéñíèé ïðîñòið n−âèìiðíèõ âåêòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 19. n−âèìiðíèì âåêòîðîì áóäåìî íàçèâàòè áóäü-ÿêó ïîñëi-

äîâíiñòü ç n äiéñíèõ ÷èñåë a = (α1, α2, . . . , αn). Ñàìi ÷èñëà α1, α2, . . . , αn

íàçèâàþòüñÿ êîîðäèíàòàìè àáî êîìïîíåíòàìè âåêòîðà.

Äëÿ âåêòîðiâ ââîäÿòüñÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè.

Ïiä ñóìîþ äâîõ âåêòîðiâ a = (α1, α2, . . . , αn), b = (β1, β2, . . . , βn) áó-

äåìî ðîçóìiòè âåêòîð a+ b = (α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn).

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî îïåðàöiÿ + ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1) êîìóòàòèâíiñòü a+ b = b+ a.

2) àñîöiîòèâíiñòü (a+ b) + c = a+ (b+ c).

Ïiä íóëü-âåêòîðîì áóäåìî ðîçóìiòè âåêòîð θ = (0, 0, . . . , 0).

3) a+ θ = θ + a = a,∀a.

Äëÿ êîæíîãî âåêòîðà a = (α1, α2, . . . , αn) ââåäåìî ïðîòèëåæíèé âå-

êòîð −a = (−α1,−α2, . . . ,−αn).

4) a+ (−a) = θ.

Ïîíÿòòÿ ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè ðiçíèöþ âå-

êòîðiâ. Íåõàé a = (α1, α2, . . . , αn), b = (β1, β2, . . . , βn). Ïiä ¨õ ðiçíèöåþ

ðîçóìiòèìåìî a− b = a+ (−b) = (α1 − β1, α2 − β2, . . . , αn − βn).

Ââåäåìî îïåðàöiþ ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ñêàëÿð. Íåõàé ìà¹ìî âåêòîð

a = (α1, α2, . . . , αn) i äiéñíå ÷èñëî λ. Ïiä âåêòîðîì λa áóäåìî ðîçóìiòè

âåêòîð λa = (λα1, λα2, . . . , λαn). ×èñëà, íà ÿêi ìíîæèòüñÿ âåêòîð, áó-

äåìî íàçèâàòè ñêàëÿðàìè. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ìà¹ òàêi âëà-

ñòèâîñòi:

5) α (βa) = (αβ) a.
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6) 1a = a.

7) 0a = θ.

8) (α+ β) a = αa+ βa.

9) α (a+ b) = αa+ αb.

Îçíà÷åííÿ 20. Ìíîæèíà âñiõ n−âèìiðíèõ âåêòîðiâ ç äiéñíèìè êîîð-

äèíàòàìè iç ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð

íàçèâà¹òüñÿ äiñíèì ïðîñòîðîì n−âèìiðíèõ âåêòîðiâ i ïîçíà÷à¹òüñÿ Rn.

1. Ëiíiéíà çàëåæíiñòü òà ëiíiéíà íàçàëåæíiñòü

ñèñòåìè âåêòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 21. Ñèñòåìîþ âåêòîðiâ â ïðîñòîði Rn íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà

ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am.

Îçíà÷åííÿ 22. Íåõàé a1, a2, . . . , am � ñèñòåìà âåêòîðiâ,

λ1, λ2, . . . , λm � ñèñòåìà ñêàëÿðiâ. Òîäi âåêòîð λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λmam

íàçèâàòèìåìî ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am.

ßêùî b = λ1a1 + λ2a2 + . . . + λmam, òî áóäåìî êàçàòè, ùî b ëiíiéíî

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , am.

Îçíà÷åííÿ 23. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ, ÿêùî âñi

¨¨ êîåôiöi¹íòè ðiâíi íóëþ. Çðîçóìiëî, ùî òðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ = θ.

Îçíà÷åííÿ 24. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà¹òüñÿ íåòðèâiàëüíîþ, ÿêùî

ñåðåä ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ ¹ ïðèíàéìíi îäèí íåíóëüîâèé.

Îçíà÷åííÿ 25. Ñèñòåìà âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî

äëÿ íå¨ iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðiâíà θ. Iíøèìè ñëîâàìè,

ÿêùî êîìáiíàöiÿ a1, a2, . . . , am ëiíiéíî íåçàëåæíà i b = λ1a1 + λ2a2 +

. . .+ λmam = θ, òî λ1 = λ2 = . . . = λm = 0.
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Ëiíiéíî çàëåæíi i ëiíiéíî íåçàëåæíi ñèñòåìè âåêòîðiâ ìàþòü òàêi

âëàñòèâîñòi:

1) ßêùî â ñèñòåìi âåêòîðiâ ¹ θ, òî ñèñòåìà ëiíiéíî çàëåæíà.

Äiéñíî, íàïðèêëàä θ, a2, a3, . . . , am:

1θ + 0a2 + 0a3 + . . . + 0am = θ � ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà,

îñêiëüêè êîåôiöi¹íò ïðè θ = 1.

2) Ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà ⇔ êîëè ïðèíàéìíi îäèí iç âåêòî-

ðiâ ñèñòåìè ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi.

Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak ëiíiéíî

çàëåæíà. Çà îçíà÷åííÿì iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ α1a1+

α2a2 + . . . + αkak = θ. Îñêiëüêè êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà, òîäi äëÿ

äåÿêîãî i: αi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k. Òîäi αiai = −α1a1−α2a2−. . .−αi−1ai−1−
αi+1ai+1 − . . . − αkak. Äîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü íà

1

αi
òà îòðèìà¹ìî,

ùî ai = −α1

αi
a1 − α2

αi
a2 − . . . − αi−1

αi
ai−1 − αi+1

αi
ai+1 − . . . − αk

αi
ak i

âåêòîð ai ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi.

Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî â ñèñòåìi âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ak, âåêòîð

ai ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi, òîáòî ai = α1a1 + α2a2 + . . . +

αi−1ai−1 + αi+1ai+1 + . . .+ αkak, òîäi α1a1 + α2a2 + . . .+ αi−1ai−1 −
ai+αi+1ai+1+ . . .+αkak = θ. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà, îòæå

ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà.

3) ßêùî ïiäèñèñòåìà ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà, òî i âñÿ ñèñòåìà

ëiíiéíî çàëåæíà.

Íåõàé a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bk òàêà ñèñòåìà âåêòîðiâ, ùî ïiäñèñòå-

ìà a1, a2, . . . , am ëiíiéíî çàëåæíà. Çà îçíà÷åííÿì iñíó¹ íåòðèâiàëüíèà

ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ λ1α1+λ2α2+. . .+λmαm = θ, äå λj ̸= 0 äëÿ äåÿêîãî

j = 1,m. Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ λ1α1+λ2α2+ . . .+λmαm+0b1+

0b2 + . . . + 0bk = θ. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ çàëèøà¹òüñÿ íåòðèâiàëüíîþ,

îñêiëüêè λj ̸= 0.
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4) Áóäü-ÿêà ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ ëiíiéíî íå-

çàëåæíà.

Öå âèïëèâà¹ ç 3).

Ëåìà 2 (ïðî äâi ñèñòåìè). Íåõàé a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bk � äâi ñè-

ñòåìè âåêòîðiâ, ïðè÷îìó êîæåí âåêòîð ïåðøî¨ ñèñòåìè ëiíiéíî âè-

ðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äðóãó. ßêùî m > k, òî ïåðøà ñèñòåìà ëiíiéíî çàëå-

æíà.

Äðóãå ôîðìóëþâàííÿ ëåìè:

Íåõàé a1, a2, . . . , am, b1, b2, . . . , bk � äâi ñèñòåìè âåêòîðiâ, ïðè÷îìó

êîæåí âåêòîð ïåðøî¨ ñèñòåìè ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç äðóãó ñè-

ñòåìó. ßêùî ïåðøà ñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíà, òî m ⩽ k.

Çìiñò ëåìè òàêèé: ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà âåêòîðiâ íå ìîæå

ëiíiéíî âèðàæàòèñü ÷åðåç ñèñòåìó ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî äîâîäèòè ëåìó â ïåðøîìó ôîðìóëþâàííi iíäóêöi¹þ

ïî êiëüêîñòi k âåêòîðiâ äðóãî¨ ñèñòåìè. Íåõàé ñïî÷àòêó k = 1. Òîáòî

äðóãà ñèñòåìà ñêàëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âåêòîðà b1 i âñi âåêòîðè ïåðøî¨

ñèñòåìè a1, a2, . . . , am ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âåêòîð b1, m > 1,

òîäi a1 = α1b1, a2 = α2b1, . . . , am = αmb1. ßêùî ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ

α1, α2, . . . , αm ¹ íóëüîâèé, òî â ïåðøié ñèñòåìi ¹ íóëü-âåêòîð, îòæå âîíà

ëiíiéíî çàëåæíà. Òîìó ïðèïóñêà¹ìî, ùî âñi êîåôiöi¹íòè α1, α2, . . . , αm ̸=
0. Îñêiëüêè m > 1, a1 = α1b1, a2 = α2b1 ⇒ b1 =

1

α1
a1, b1 =

1

α2
a2 ⇒

1

α1
a1 =

1

α2
a2,

1

α1
a1 +

(
− 1

α2

)
a2 = θ. Îòæå, ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íå-

òðèâiàëüíà, òîáòî ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2 ëiíiéíî çàëåæíà i òîìó, ÿêùî

ïiäñèñòåìà ëiíiéíî çàëåæíà, òî i âñÿ ïåðøà ñèñòåìà ëiíiéíî çàëåæíà.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî òâåðäæåííÿ âiðíå ó âèïàäêó, êîëè äðóãà ñè-

ñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç k−1 âåêòîðiâ i âiçüìåìî äðóãó ñèñòåìó ç k âåêòîðiâ

b1, b2, . . . , bk−1, bk. Ïåðøà ñèñòåìà a1, a2, . . . , am, m > k ëiíiéíî âèðàæà-
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¹òüñÿ ÷åðåç äðóãó ñèñòåìó:

a1 = α11b1 + α12b2 + . . .+ α1 k−1bk−1 + α1kbk;

a2 = α21b1 + α22b2 + . . .+ α2 k−1bk−1 + α2kbk;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am−1 = αm−11b1 + . . .+ αm−1 k−1bk−1 + αm−1 kbk;

am = αm1b1 + αm2b2 + . . .+ αmk−1bk−1 + αmkbk.

Ðîçãëÿíåìî êîåôiöi¹íòè ïðè îñòàííüîìó âåêòîði α1k, α2k, . . . , αm−1 k,

αmk, ÿêùî âñi âîíè = 0, òî ôàêòè÷íî ïåðøà ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè b1, b2, . . . , bk−1. Îñêiëüêè m > k > k − 1, òî

ïåðøà ñèñòåìà ëiíiéíî çàëåæíà çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨. Òàêèì ÷èíîì

ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ âåêòîðà bk ¹ íåíóëüîâi. Ïðè öüîìó

ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ñàìå αmk ̸= 0, iíàêøå çðîáèòè ïåðåíóìåðàöiþ

âåêòîðiâ. Âèêëþ÷èìî âåêòîð bk ç óñiõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié, êðiì îñòàí-

íüî¨. Äëÿ öüîãî âiäíiìåìî am
α1k

αmk
âiä a1 ⇒ a1−

α1k

αmk
am = α

′

11b1+α
′

12b2+

. . .+α
′

1k−1bk−1 = d1, äàëi a2−
α2k

αmk
am = α

′

21b1+α
′

22b2+ . . .+α
′

2k−1bk−1 =

d2, . . . , am−1−
αm−1k

αmk
am = α

′

m−11b1+α
′

m−12b2+. . .+α
′

m−1k−1bk−1 = dm−1.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ d1, d2, . . . , dm−1 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ñèñòåìó âå-

êòîðiâ b1, b2, . . . , bk−1. Îñêiëüêè m > k > k−1, çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

d1, d2, . . . , dm−1 ëiíiéíî çàëåæíi, òîáòî iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîì-

áiíàöiÿ γ1d1 + γ2d2 + . . .+ γm−1dm−1 = θ, γj ̸= 0, àëå òîäi

γ1

(
a1 −

α1k

αmk
am

)
+ γ2

(
a2 −

α2k

αmk
am

)
+ . . .+

+γm−1

(
am−1 −

αm−1k

αmk
am

)
= θ,

γ1a1 + γ2a2 + . . .+ γm−1am−1 + γmam = θ, γj ̸= 0.

Öÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ íåòðèâiàëüíà i ïåðøà ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî çà-

ëåæíà.
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2. Ïîíÿòòÿ áàçèñó ñèñòåìè âåêòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 26. Áàçèñîì ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an íàçèâà¹òüñÿ òà-

êà ïiäñèñòåìà âåêòîðiâ ai1 , ai2 , . . . , aik , ùî

1) öÿ ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíà;

2) âñi âåêòîðè ñèñòåìè ëiíiéíî âèðàæåíi ÷åðåç âåêòîðè ai1 , ai2 , . . . , aik .

3. Ïîíÿòòÿ áàçèñó ïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 27. Áàçèñîì ïðîñòîðó Rn íàçèâà¹òüñÿ òàêà ñèñòåìà âåêòî-

ðiâ a1, a2, . . . , an, ùî

1) öÿ ïiäñèñòåìà ëiíiéíî íåçàëåæíà;

2) êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó Rn ëiíiéíî âèðàæåíèé ÷åðåç âåêòîðè

a1, a2, . . . , an.

Â ïðîñòîði Rn ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0),

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),

. . . . . .

en = (0, 0, 0, . . . , 1),

i ïîêàæåìî ùî öÿ ñèñòåìà óòâîðþ¹ áàçèñ ïðîñòîðó. Äëÿ öüîãî òðåáà

ïåðåâiðèòè äâi óìîâè

1) Ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü

Áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ γ1e1 + γ2e2 + . . . + γnen = θ. Âèïèøåìî

êîîðäíàòè âåêòîðiâ â ëiâié ÷àñòèíi (γ1, γ2, . . . , γn) => γ1 = 0, γ2 =

0, . . . , γn = 0. I çà îçíà÷åííÿì âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëåæíi.

2) Êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç e1, e2, . . . , en.

Áåðåìî äîâiëüíèé âåêòîð a = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Rn. Çðîçóìiëî ùî

a = α1e1 + α2e2 + . . .+ αnen, òîáòî óìîâà âèêîíó¹òüñÿ.
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Áàçèñ e1, e2, . . . , en íàçèâà¹òñÿ ñòàíäàðòíèì áàçèñîì ïðîñòîðó Rn. Òà-

êèì ÷èíîì ìè ïîêàçàëè, ùî â ïðîñòîði Rn iñíóþòü ëiíiéíî íåçàëåæíi

ñèñòåìè âåêòîðiâ, ùî ñêëàäàþòñÿ ç n âåêòîðiâ. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è

iñíóþòü â ïðîñòîði Rn ëiíiéíî íåçàëåæíi ñèñòåìè ç áiëüøèì ÷èñëîì âå-

êòîðiâ? Âiäïîâiäü äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Â ïðîñòîði Rn ∀ ñèñòåìà ç m âåêòîðiâ, ïðè m > n ëiíiéíî

çàëåæíà.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ñèñòåìó a1, a2, . . . , am,m > n. ßê âæå äîâåäåíî,

óñi âåêòîðè ïðîñòîðó Rn ëiíiéíî âèðàæåíi ÷åðåç ñèñòåìó âåêòîðiâ

e1, e2, . . . , en, à òîìó ÷åðåç öþ ñèñòåìó âåêòîðiâ ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ

âñi âåêòîðè ñèñòåìè a1, a2, . . . , am, i îñêiëüêè m > n, çà ëåìîþ ïðî äâi

ñèñòåìè âåêòîðiâ âåêòîðè a1, a2, . . . , am ëiíiéíî çàëåæíi.

4. Ïîíÿòòÿ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ

Íåõàé a1, a2, . . . , an � äîâiëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ, âiçüìåìî âñi ëiíiéíî

íåçàëåæíi ïiäñèñòåìè öi¹¨ ñèñòåìè i ñåðåä íèõ îáåðåìî òó, ùî ñêëàäà¹-

òüñÿ ç íàéáiëüøîãî ÷èñëà âåêòîðiâ. Êiëüêiñòü âåêòîðiâ â öié ïiäñèñòåìi

áóäåìî íàçèâàòè ðàíãîì ñàìî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ.

Îçíà÷åííÿ 28. Ðàíãîì ñèñòåìè âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíà êiëü-

êiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ â öié ñèñòåìi.

Çðîçóìiëî, ÿêùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíà, òî ¨¨ ðàíã ñïiâ-

ïàäà¹ ç êiëüêiñòþ âåêòîðiâ â ñèñòåìi, ÿêùî ñèñòåìà ëiíiéíî çàëåæíà, òî

¨¨ ðàíã ñòðîãî ìåíøå ÷èñëà âåêòîðiâ. ßêùî ñèñòåìà ç m âåêòîðiâ ìà¹

ðàíã r(r < m), òî â ñèñòåìi iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ïiäñèñòåìà ç r âåêòî-

ðiâ, à âñi ïiäñèñòåìè ç r+1-ãî âåêòîðà ëiíiéíî çàëåæíi. Äëÿ îá÷èñëåííÿ

ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ âèêîðèñòîâóþòü íàñòóïíi òåîðåìè.

Òåîðåìà 8 (ïåðøà ïðî ðàíã). Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am =

r òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â öié ñèñòåìi iñíó¹ ëiíiíéíî íåçàëåæíà
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ïiäñèñòåìà ç r âåêòîðiâ, ÷åðåç ÿêó ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ âñi âåêòîðè

ñèñòåìè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am = r. Öå îçíà÷à¹,

ùî â ñèñòåìi iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ïiäñèñòåìà ç r âåêòîðiâ

ai1 , ai2 , . . . , air , à âñi ïiäñèñòåìè ç r + 1 âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíi.

Íåõàé aj � äåÿêèé âåêòîð ñèñòåìè. Òîäi ñèñòåìà âåêòîðiâ

ai1 , ai2 , . . . , air , aj ëiíiéíî çàëåæíà, òîáòî, çà îçíà÷åííÿì, öå íåòðèâiàëü-

íà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ

β1ai1 + β2ai2 + . . .+ βrair + βr+1aj = 0.

Ïðèïóñòèìî, â öié êîìáiíàöi¨ βr+1 = 0, òîäi öå ôàêòè÷íî ëiíiéíà êîì-

áiíàöiÿ âåêòîðiâ ai1 , ai2 , . . . , air , i îñêiëüêè öi âåêòîðè ëiíiéíî íåçàëåæíi,

òî β1 = β2 = . . . = βr = 0 i âñÿ êîìáiíàöiÿ òðèâiàëüíà, ùî ñóïåðå÷èòü ¨¨

âèáîðó, òàêèì ÷èíîì

βr+1 ̸= 0, aj = (− β1

βr+1
)ai1 + (− β2

βr+1
)ai2 + . . .+ (− βr

βr+1
)air

i âåêòîð aj ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó

ai1 , ai2 , . . . , air .

Ïðèïóñòèìî, â ñèñòåìi âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëå-

æíà ïiäñèñòåìà ç r âåêòîðiâ, ÷åðåç ÿêó ëiíiéíî âèðàæåíi âñi âåêòîðè

ñèñòåìè. Ïîêàæåìî, ùî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ = r.

Îñêiëüêè â ñèñòåìi âæå iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ïiäñèñòåìà âåêòîðiâ,

òî ðàíã ñèñòåìè íå ìåíøå r. Ïîêàæåìî, ùî âií = r, äëÿ öüîãî äîñòàòíüî

ïîêàçàòè ùî äîâiëüíà ñèñòåìà ç áiëüøå íiæ r âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà.

Âiçüìåìî òàêó ïiäñèñòåìó aj1 , aj2 , . . . , ajk , k > r. Îñêiëüêè çà óìîâîþ âñi

âåêòîðè ñèñòåìè a1, a2, . . . , am ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïiäñèñòåìó

ai1 , ai2 , . . . , air , òî ÷åðåç öþ ïiäñèñòåìó ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ i âåêòî-

ðè aj1 , aj2 , . . . , ajk . Îñêiëüêè k > r, çà ëåìîþ ïðî äâi ñèñòåìè âåêòîðè

aj1 , aj2 , . . . , ajk ëiíiéíî çàëåæíi.
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Çàóâàæåííÿ 5. Âåêòîðè ai1 , ai2 , . . . , air ïîáóäîâàíi ïðè äîâåäåííi öi¹¨

òåîðåìè, óòâîðþþòü áàçèñ ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am, òàêèì ÷èíîì

÷èñëî âåêòîðiâ â áàçèñi ñèñòåìè = ðàíãó öi¹¨ ñèñòåìè.

Òåîðåìà 9 (äðóãà ïðî ðàíã). ßêùî äî ñèñòåìè âåêòîðiâ äîäàòè âå-

êòîð, ùî ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç öþ ñèñòåìó, òî ðàíã ñèñòåìè íå

çìiíèòüñÿ.

ßêùî âiä ñèñòåìè âåêòîðiâ âiäêèíóòè âåêòîð, ùî ëiíiéíî âèðàæà-

¹òüñÿ ÷åðåç iíøi âåêòîðè ñèñòåìè, òî ðàíã ñèñòåìè íå çìiíèòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïåðøå òâåðäæåííÿ.

Íåõàé a1, a2, . . . , am � ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêó äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî

ââàæàòè ïåðøîþ (I). Âåêòîð am+1− ëiíiéíî âèðàæåíèé ÷åðåç öþ ñèñòå-

ìó. Ðàíã ïåðøî¨ ñèñòåìè= r. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà a1, a2, . . . , am, am+1,

ÿêó áóäåìî íàçèâàòè äðóãîþ (II), òàêîæ ìà¹ ðàíã r.

Çà òåîðåìîþ 8 â I ñèñòåìi iñíó¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ïiäñèñòåìà ç âåêòî-

ðiâ ai1 , ai2 , . . . , air , ÷åðåç ÿêó ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ âñi âåêòîðè ñèñòåìè I.

Ïiäñèñòåìà ai1 , ai2 , . . . , air ¹ ïiäñèñòåìîþ i â II ñèñòåìi.

Âåêòîðè a1, a2, . . . , am ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç öþ ïiäñèñòåìó, à

am+1 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , am, à òîìó éîãî ìîæíà òàêîæ

âèðàçèòè ÷åðåç ïiäñèñòåìó ai1 , ai2 , . . . , air . Çà òåîðåìîþ 8 ðàíã II ñèñòåìè

= r.

Äîâåäåìî äðóãå òâåðäæåííÿ.

Íåõàé â ñèñòåìi âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am (1) ∃ âåêòîð ak, ÿêèé ëiíiéíî

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi âåêòîðè ñèñòåìè. Âiäêèíåìî öåé âåêòîð i îòðè-

ìà¹ìî iíøó ñèñòåìó a1, a2, . . . , ak−1, ak+1, . . . , am (2). Ïðèïóñòèìî, ðàíã

(2) ñèñòåìè = r, âåêòîð ak ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè (2) ñè-

ñòåìè. Äîïèøåìî çíîâó öåé âåêòîð äî (2) ñèñòåìè. Çà äîâåäåíèì, ðàíã

ñèñòåìè íå çìiíèòüñÿ, àëå ïðè öüîìó ìè îòðèìàëè ñèñòåìó (1), òîáòî

ðàíã ñèñòåìè (1) = r.

Îçíà÷åííÿ 29. Åëåìåíòàðìèíè ïåðåòâîðåííÿìè âåêòîðiâ íàçèâàþòüñÿ

ïåðåòâîðåííÿ äâîõ òèïiâ:
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1) äîìíîæåííÿ âåêòîðà íà íåíóëüîâå ÷èñëî;

2) äîäàâàííÿ äî âåêòîðó iíøîãî âåêòîðó ñèñòåìè.

Òåîðåìà 10 (òðåòÿ ïðî ðàíã). Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íå çìiíþ-

þòü ðàíãó ñèñòåìè.

Äîâåäåííÿ. (Äëÿ ïåðøîãî òèïó ïåðåòâîðåíü)

Ðîçãëÿíåìî òðè ñèñòåìè âåêòîðiâ:

(1) a1, . . . , ai, . . . am;

(2) a1, . . . , βai, . . . am;

(3) a1, . . . , ai, . . . , am, βai, β ̸= 0.

Òðåáà ïîêàçàòè, ùî ðàíãè (1) òà (2) ñèñòåì ðiâíi. (3) ñèñòåìó ìè îäåð-

æàëè ç (1) äîäàâøè äî íå¨ βai = 0a1 + . . . + βai + . . . + 0am => βai

ëiíiéíî âèðàæåíèé ÷åðåç (1) ñèñòåìó. Çà òåîðåìîþ 9 ðàíãè (1) òà (3)

ñèñòåì ðiâíi. (2) ñèñòåìó ìè îäåðæàëè ç (3)-¨ âiäêèäàííÿì âåêòîðà ai,

îñêiëüêè ai =
1

β
(βai), òî ai ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi âåêòîðè (3)

ñèñòåìè, à òîìó çà òåîðåìîþ 9, ðàíãè (3) i (2) ñèñòåì ðiâíi, òàêèì ÷èíîì

÷èíîì ðiâíi i ðàíãè (1) òà (2) ñèñòåì.

(Äëÿ äðóãîãî òèïó ïåðåòâîðåíü)

Çíîâó ðîçãëÿíåìî òðè ñèñòåìè âåêòîðiâ:

(1) a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , am;

(2) a1, . . . , ai, . . . , aj + ai, . . . , am;

(3) a1, . . . , ai, . . . , aj , . . . , am, aj + ai.

Òðåáà ïîêàçàòè, ùî ðàíãè (1) òà (2) ñèñòåì ðiâíi. (3) ñèñòåìó ìè îòðè-

ìàëè ç (1) äîäàâøè âåêòîð aj+ai, öåé âåêòîð ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

âåêòîðè (1) ñèñòåìè, à òîìó ðàíãè (1) òà (3) ñèñòåì ðiâíi. (2) ñèñòåìó

ìè îäåðæàëè âiäêèíóâøè ç (3) âåêòîð aj , àëå aj = (aj + ai) − ai, òîá-

òî âåêòîð aj ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç iíøi âåêòîðè (3) ñèñòåìè, à
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òîìó, çà òåîðåìîþ 9 ðàíãè ñèñòåì (2) òà (3) ðiâíi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ðàíãè ñèñòåì (1) òà (2) ðiâíi.

5. Ðàíã ìàòðèöi

Íåõàé äàíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m× n ç äiéñíèìè åëåìåíòàìè

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmn

 ,

ðÿäêè öi¹¨ ìàòðèöi óòâîðþþòü n-âèìiðíi âåêòîðè ç äiéñíèìè êîîðäèíà-

òàìè. ×èñëî òàêèõ âåêòîðiâ m, i ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç a1, a2 . . . am.

Îçíà÷åííÿ 30. Ãîðèçîíòàëüíèì ðàíãîì ìàòðèöi A, àáî ðàíãîì ïî ðÿä-

êàì, íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , am, òîáòî ãîðèçîí-

òàëüíèé ðàíã � öå ðàíã ñèñòåìè ðÿäêiâ rã(A).

Ñòîâï÷èêè ìàòðèöi A óòâîðþþòü m-âèìiðíi âåêòîðè ç äiéñíèìè êî-

îðäèíàòàìè, ¨õ ÷èñëî = n i ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç b1, b2, . . . , bn.

Îçíà÷åííÿ 31. Âåðòèêàëüíèì ðàíãîì ìàòðèöi A, àáî ðàíãîì ïî ñòîâ-

ï÷èêàì, íàçèâà¹òüñÿ ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ b1, b2, . . . , bm, òîáòî âåðòè-

êàëüíèé ðàíã − öå ðàíã ñèñòåìè ñòîâï÷èêiâ râ(A).

Äëÿ äàíî¨ ìàòðèöi ãîðèçîíòàëüíèé i âåðòèêàëüíèé ðàíãè ñïiâïàäà-

þòü(öå òðåáà äîâåñòè)

Iñíó¹ ùå îäíå ïîíÿòòÿ ðàíãó � ðàíã ìàòðèöi ïî ìiíîðó.

Îçíà÷åííÿ 32. Ìiíîðîì ïîðÿäêó r ìàòðèöi A íàçèâàþòü âèçíà÷íèê,

ïîáóäîâàíèé íà ïåðåòèíi áóäü-ÿêèõ r ðÿäêiâ i r ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi

A, r ⩽ m, r ⩽ n.

Îçíà÷åííÿ 33. Íåõàé △r äåÿêèé ìiíîð ïîðÿäêó r ìàòðèöi A(m ×
n), r < m, r < n. Îòî÷óþ÷èì äëÿ ìiíîðà △r íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé

ìiíîð ïîðÿäêó r+ 1, ìàòðèöÿ ÿêîãî ìiñòèòü â ñîái ìàòðèöþ ìiíîðà △r.
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Iíàêøå, ùîá îäåðæàòè äåÿêèé îòî÷óþ÷èé ìiíîð äëÿ ìiíîðà △r òðåáà

äîïèñàòè äî íüîãî ùå îäèí ðÿäîê i ùå îäèí ñòîâï÷èê.

Ïðèêëàä 2. △r =

∣∣∣∣∣5 6

9 10

∣∣∣∣∣, △r+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

5 6 7

9 10 11

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Íåõàé ìàòðèöÿ A íåíóëüîâà, òîáòî ìiñòèòü ïðèíàéìíi îäèí íåíóëüî-

âèé åëåìåíò

Îçíà÷åííÿ 34. Ìiíîð △r ìàòðèöi A íàçèâà¹òüñÿ áàçèñíèì, ÿêùî âií

̸= 0, à âñi éîãî îòî÷óþ÷i ìiíîðè = 0, àáî îòî÷óþ÷èõ ìiíîðiâ íå iñíó¹.

Iíàêøå êàæó÷è, áàçèñíèé ìiíîð � öå ìiíîð íàéâèùîãî ïîðÿäêó ìàòðèöi,

ÿêèé ̸= 0

Îçíà÷åííÿ 35. Ðàíãîì ìàòðèöi A ïî ìiíîðó íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäîê ¨¨

áàçèñíîãî ìiíîðó, ÿêùî ìàòðèöÿ ̸= 0, i 0, ÿêùî ìàòðèöÿ íóëüîâà. Ïî-

çíà÷à¹òüñÿ âií rì(A).

Òåîðåìà 11 (ïðî áàçèñíèé ìiíîð). Íåõàé △ áàçèñíèé ìiíîð ìàòðèöi

A, òîäi ðÿäêè ìàòðèöi, íà ÿêèõ áóäó¹òüñÿ öåé ìiíîð, ëiíiéíî íåçàëå-

æíi, à âñi iíøi ðÿäêè ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íèõ.

Äîâåäåííÿ. Áàçèñíèõ ìiíîðiâ ìàòðèöi ìîæå áóòè áàãàòî. Âèáèðà¹ìî îäèí

ç íèõ. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî âií ðàíãó r i ñòî¨òü â ëiâîìó

âåðõíüîìó êóòi ìàòðèöi.

A =



α11 α12 . . . α1r α1r+1 . . . α1n

α21 α22 . . . α2r α2r+1 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αr1 αr2 . . . αrr αrr+1 . . . αrn

αr+11 αr+12 . . . αr+1r αr+1r+1 . . . αr+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmr αmr+1 . . . αmn


,
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△r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 . . . α1r

α21 α22 . . . α2r

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αr1 αr2 . . . αrr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äëÿ äîâåäåííÿ áóäåìî ïåðåòâîðþâàòè ìàòðèöþ ìåòîäîì òðèàíãóëÿ-

öi¨.

Îñêiëüêè △ ≠ 0, òî ñåðåä åëåìåíòiâ 1-ãî ñòîâï÷èêà âèçíà÷íèêà △
¹ ïðèíàéìíi îäèí, ÿêèé ̸= 0, òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî α11 ̸= 0, iíà-

êøå ìîæíà âèáðàòè òàêèé ðÿäîê ìàòðèöi A, â ÿêîìó ñòî¨òü íåíóëüîâèé

åëåìåíò ïåðøîãî ñòîâï÷èêà âèçíà÷íèêà △ i öåé ðÿäîê ïåðåñòàâèòè íà

ïåðøå ìiñöå, ïðè öüîìó óìîâà òåîðåìè çáåðiãà¹òüñÿ.

ßêùî α11 ̸= 0, âèêîíó¹ìî òàêi ïåðåòâîðåííÿ: âiä äðóãîãî ðÿäêà ìà-

òðèöi âiäíiìà¹ìî ïåðøèé ðÿäîê, äîìíîæåíèé íà
α21

α11
, àíàëîãi÷íî III −

I ∗ α31

α11
. . . âiä m−òîãî ðÿäêó âiäíiìà¹ìî I ∗ αm1

α11
.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ

A1 =



α11 α12 . . . α1r α1r+1 . . . α1n

0 α′
22 . . . α′

2r α′
2r+1 . . . α′

2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 α′
r2 . . . α′

rr α′
rr+1 . . . α′

rn

0 α′
r+12 . . . α′

r+1r αr+1r+1′ . . . α′
r+1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 α′
m2 . . . α′

mr α′
mr+1 . . . α′

mn


.

Â ðåçóëüòàòi öèõ ïåðåòâîðåíü óìîâè òåîðåìè çáåðiãàþòüñÿ, îñêiëüêè çà

âëàñòèâiñòþ âèçíà÷íèêè áàçèñíèõ ìiíîðiâ i âñi éîãî îòî÷óþ÷i íå çìiíþ-

þòüñÿ.

△r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 . . . α1r

0 α′
22 . . . α′

2r

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 α′
r2 . . . α′

rr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

Îñêiëüêè △ ̸= 0, òî ñåðåä åëåìåíòiâ α′
22, . . . , α

′
r2 ¹ ïðèíàéìíi îäèí

íåíóëüîâèé, à òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî α
′

22 ̸= 0 àáî ìîæíà ïåðåñòàâèòè
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ðÿäêè. À òîìó, àíàëîãi÷íî ÿê ç ìàòðèöåþ A, ìîæíà îäåðæàòè íóëi ïiä

åëåìåíòîì α
′

22, ïðîäîðâæóþ÷è öåé ïðîöåñ ÷åðåç r êðîêiâ ïðèõîäèìî äî

ìàòðèöi:

C =



C11 C12 . . . C1r C1,r+1 . . . C1n

0 C22 . . . C2r C2,r+1 . . . C2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . Crr Cr,r+1 . . . Crn

0 0 . . . 0 Cr+1,r+1 . . . Cr+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 Cm,r+1 . . . Cm,n


.

Óìîâà òåîðåìè çáåðiãà¹òüñÿ, ïåðåòâîðåííÿ íå çìiíþþòü áàçèñíèé ìiíîð

òà éîãî îòî÷óþ÷i.

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C11 C12 . . . C1r

0 C22 . . . C2r

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . Crr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= C11C22 . . . Crr ̸= 0.

Ïîêàæåìî, ùî âñi ðÿäêè ìàòðèöi C, ïî÷èíàþ÷è ç r+1, íóëüîâi. Áåðåìî

∀Cij i ⩾ r + 1, j ⩾ r + 1 :

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C11 C12 . . . C1r C1j

0 C22 . . . C2r C2j

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . Crr Crj

0 0 . . . 0 Cij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= C11C22 . . . CrrCij .

Ç iíøîãî áîêó∆1 ¹ îòî÷óþ÷èì ìiíîðîì äëÿ áàçèñíîãî ìiíîðó∆, òîìó çà

îçíà÷åííÿì∆1 = 0, òîáòî C11C22 . . . CrrCij = 0, àëå∆ = C11C22 . . . Crr ̸=
0, òîìó Cij = 0.

Ïðè âèêîíàííi ïåðåòâîðåíü ìàòðèöi ìè ôàêòè÷íî âiä êîæíîãî ç ðÿäêiâ

ìàòðèöi A, ïî÷èíàþ÷è ç r+1, âiäíÿëè ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ïåðøèõ r ðÿä-

êiâ i îäåðæàëè íóëüîâi ðÿäêè. Öå îçíà÷à¹, ùî êîæåí ç ðÿäêiâ ìàòðèöi

A, ïî÷èíàþ÷è ç r+1, ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïåðøi r ðÿäêiâ, òîáòî
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÷åðåç ðÿäêè, íà ÿêèõ áóäó¹òüñÿ áàçèñíèé ìiíîð.

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ïåðøi r ðÿäêiâ ëiíiéíî íåçàëåæíi. Ïðèïóñòèìî

ñóïðîòèâíå: âîíè ëiíiéíî çàëåæíi, à òîäi ïðèíàéìíi îäèí ç íèõ ëiíiéíî

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi, à öå îçíà÷à¹, ùî îäèí ç ðÿäêiâ áàçèñíîãî ìi-

íîðà ∆ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi çà âëàñòèâiñòþ 8 âèçíà÷íèêiâ

∆ = 0, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ìiíîð áàçèñíèé.

Çàóâàæåííÿ 6. Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè i äîâåñòè

äëÿ ñòîâï÷èêiâ. Íåõàé ∆ � áàçèñíèé ìiíîð A. Òîäi ñòîâï÷èêè ìàòðèöi

A, íà ÿêèõ áóäó¹òüñÿ ìiíîð ∆, ëiíiéíî íåçàëåæíi, à âñi iíøi ñòîâï÷èêè

÷åðåç íèõ ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ.

Òåîðåìà 12 (ïðî ðàíã ìàòðèöi). Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi A ¨¨ ãîðèçîí-

òàëüíèé òà âåðòèêàëüíèé ðàíãè, à òàêîæ ðàíã ïî ìiíîðó ðiâíi.

Äîâåäåííÿ. Òðåáà äîâåñòè, ùî rã(A) = râ(A) = rì(A). ßêùî A íóëüîâà,

òî öå î÷åâèäíî.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A ìà¹ íåíóëüîâi åëåìåíòè i íåõàé rµ(A) =

r, ∆r � áàçèñíèé ìiíîð. Çà òåîðåìîþ 11 ïðî áàçèñíèé ìiíîð r ðÿäêiâ

ìàòðèöi, íà ÿêèõ áóäó¹òüñÿ ∆r, ëiíiéíî íåçàëåæíi, à âñi iíøi ðÿäêè ëi-

íiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íèõ. Òîäi çà òåîðåìîþ 8 (ïåðøîþ ïðî ðàíã),

ðàíã ñèñòåìè ðÿäêiâ ìàòðèöi A äîðiâíþ r, òîáòî rã(A) = r = rì(A).

Òðàíñïîíó¹ìî ìàòðèöþ A, ïðè öüîìó âñi ìiíîðè ìàòðèöi òðàíñïîíó-

þòüñÿ, òîáòî íå çìiíþþòüñÿ rì(A) = rì(A
T ). Àëå ïðè òðàíñïîíóâàííi

ñòîâï÷èêè ñòàþòü ðÿäêàìè ìàòðèöi AT , òîìó râ(A) = rã(A
T ). Çà äîâåäå-

íèì âèùå rì(A
T ) = rã(A

T ), à òîìó rã(A) = rì(A) = rì(A
T ) = rã(A

T ) =

râ(A).

Çàóâàæåííÿ 7. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi âñi òðè ðàíãè ñïiâïà-

äàþòü, òî ìîæíà ãîâîðèòè ïðîñòî ïðî ðàíã ìàòðèöi A = r(A).

Íàñëiäîê 5. Âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ 0 òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè éîãî ðÿäêè ëiíiéíî çàëåæíi.
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Äîâåäåííÿ. (⇒) Íåõàé ∆ = 0, A � ìàòðèöÿ öüîãî âèçíà÷íèêà. Òîäi áà-

çèñíèé ìiíîð ìàòðèöi A ̸= ∆. Â ìàòðèöi A ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà

ðÿäêiâ, íà ÿêèõ áóäó¹òüñÿ áàçèñíèé ìiíîð i ÷åðåç ÿêi ëiíiéíî âèðàæà-

þòüñÿ âñi iíøi ðÿäêè. Îñêiëüêè áàçèñíèé ìiíîð íå ñïiâïàäà¹ ç ∆, òî

ïðèíàéìíi îäèí ç ðÿäêiâ ìàòðèöi A íå âõîäèòü â áàçèñíèé ìiíîð,à òî-

ìó âií ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi ðÿäêè ìàòðèöi A, òîáòî ðÿäêè

âèçíà÷íèêà ∆ ëiíiéíî çàëåæíi.

(⇐) Ïðèïóñòèìî ðÿäêè âèçíà÷íèêà ëiíiéíî çàëåæíi. Òîäi ïðèíàéìíi

îäèí ç íèõ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi i çà âëàñòèâiñòþ 8 âèçíà÷íè-

êiâ ∆ = 0.

Çàóâàæåííÿ 8. Îñêiëüêè ïðè òðàíñïîíóâàííi âèçíà÷íèê íå çìiíþ¹òüñÿ,

òî ç äîâåäåíîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ äëÿ ñòîâï÷èêiâ âèçíà-

÷íèêà:

Âèçíà÷íèê n-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî ñòîâ-

ï÷èêè ëiíiéíî çàëåæíi.

6. Îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàòðèöi

Iñíó¹ 2 îñíîâíèõ ìåòîäè îá÷èñëåííÿ ðàíãó ìàòðèöi:

I ìåòîä îòî÷óþ÷èõ ìiíîðiâ;

II ìåòîä åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

I Â öüîìó ìåòîäi ìè ôàêòè÷íî øóêà¹ìî îäèí ç áàçèñíèõ ìiíîðiâ ìà-

òðèöi. Ïðèïóñòèìî äàíà ìàòðèöÿ A, ÿêùî âîíà íóëüîâà, òî r(A) = 0,

iíàêøå áåðåìî îäèí ç íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ i ââàæà¹ìî éîãî íåíóëüî-

âèì ìiíîðîì 1-ãî ïîðÿäêó ∆1. Çíàõîäèìî äëÿ íüîãî âñi éîãî îòî÷óþ÷i

ìiíîðè. ßêùî âñi âîíè äîðiâíþþòü 0, òî çà îçíà÷åííÿì r(A) = 1. Iíà-

êøå ôiêñó¹ìî 1 ç ìiíîðiâ 2-ãî ïîðÿäêó ∆2 ̸= 0 i áóäó¹ìî âñi îòî÷óþ÷i

äëÿ íüîãî ìiíîðè. ßêùî âñi âîíè äîðiâíþþòü 0, òî r(A) = 2. Iíàêøå,

âèáåðåìî îäèí ç ìiíîðiâ 3-ãî ïîðÿäêó ∆3 ̸= 0 i ò.ä.

×åðåç ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ ïðîöåñ çóïèíÿ¹òüñÿ, êîëè ìè çíàõîäèìî
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òàêèé ìiíîð ∆r ̸= 0 ïîðÿäêó r, ùî âñi îòî÷óþ÷i äî íüîãî äîðiâíþþòü 0,

àáî îòî÷óþ÷èõ íå iñíó¹. Òîäi çà îçíà÷åííÿ r(A) = r.

II Äî åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìàòðèöi íàëåæàòü

1) ïåðåñòàíîâêà ðÿäêiâ;

2) äîìíîæåííÿ ðÿäêà íà íåíóëüîâå ÷èñëî;

3) äîäàâàííÿ ðÿäêà äî iíøîãî ðÿäêà, òàêîæ äî ðÿäêà ìîæíà äîäàâàòè

ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ iíøèõ ðÿäêiâ.

Çà òåîðåìîþ ïðî ðàíã, òàêi ïåðåòâîðåííÿ íå çiìííþòü ðàíãó ñèñòåìè

ðÿäêiâ, òîáòî ðàíãó ìàòðèöi. Îñêiëüêè ðàíãè ïî ðÿäêàì i ïî ñòîâï÷èêàì

ðiâíi, òî àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà âèêîíóâàòè i çi ñòîâï÷èêàìè

ìàòðèöi. Çíàõîäæåííÿ ðàíãó ìåòîäîì åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ïðî-

âîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê ïåðåòâîðþâàëàñÿ ìàòðèöÿ â òåîðåìi ïðî

áàçèñíèé ìiíîð.

Ìåòîä åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü áiëüø ïðàêòè÷íèé ìåòîä çíàõî-

äæåííÿ ðàíãó.
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Ðîçäië 3

Òåîðiÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

1. Òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi

Íåõàé äàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = β2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = βm.

Öié ñèñòåìi âiäïîâiäà¹ äâi ìàòðèöi

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmn

 � îñíîâíà,

Ā =


α11 α12 . . . α1n β1

α21 α22 . . . α2n β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmn βm

 � ðîçøèðåíà.

Ðàíã îñíîâíî¨ ìàòðèöi áóäåìî íàçèâàòè ðàíãîì ñèñòåìè. Ñèñòåìà íà-

çèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ ðîçâ'ÿçêè i íåñóìiñíîþ, ÿêùî âîyà

ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹. Êðèòåðié ñóìiñíîñòi ñèñòåìè äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 13 (Êðîíåêåðà-Êàïåëëi). Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã îñíîâíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ðàíãó ðîçøè-

ðåíî¨.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó â áiëüø çðó÷íié ôîðìi

x1


α11

α21

. . .

αm1

+ x2


α12

α22

. . .

αm2

+ . . .+ xn


α1n

α2n

. . .

αmn

 =


β1

β2

. . .

βm

 ;

a1 =


α11

α21

. . .

αm1

 , a2 =


α12

α22

. . .

αm2

 , . . . , an =


α1n

α2n

. . .

αmn

 , b =


β1

β2

. . .

βm

 ;

x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan = b.

(⇒) Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà ñóìiñíà. Òîäi âîíà ìà¹ ðîâ'ÿçîê x1 =

λ1, x2 = λ2, . . . , xn = λn i âèêîíó¹òüñÿ λ1a1 + λ2a2 + . . . + λnan = b,

òîáòî b ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , an. Ñòîâï÷èêàìè ìàòðè-

öi A ¹ âåêòîðè a1, a2, . . . , an, òîáòî ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ðàíãó ñè-

ñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an. Ìàòðèöþ Ā ìè îäåðæó¹ìî ç ìàòðèöi A

äîïèñóâàííÿì ñòîâï÷èêiâ âiëüíèõ ÷ëåíiâ, òîáòî äî ñèñòåìè âåêòîðiâ-

ñòîâï÷èêiâ a1, a2, . . . , an äîïèñó¹òüñÿ b, àëå âií ëiíiéíî âèðà¹à¹òüñÿ ÷åðåç

a1, a2, . . . , an. Çà òåîðåìîþ 9 (äðóãîþ ïðî ðàíã), äîïèñóâàííÿ âåêòîðà b

íå çìiíþ¹ ðàíãó ñèñòåìè âåêòîðiâ, à òîìó íå çìiíþòüñÿ i ðàíã ìàòðèöi,

òîáòî r(A) = r(Ā).

(⇐) Ïðèïóñòèìî, ùî r(A) = r(Ā). Äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà ñóìiñíà. Íå-

õàé ðàíã öèõ ìàòðèöü äîðiâíþ¹ r, òîáòî â ñèñòåìi âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an

¹ ëiíiéíî íåçàëåæíà ïiäñèñòåìà ç r âåêòîðiâ, ÷åðåç ÿêó ëiíiéíî âèðà-

æàþòüñÿ âñi âåêòîðè ñèñòåìè. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî öþ

ïiäñèñòåìó óòâîðþþòü âåêòîðè a1, a2, . . . , ar. Àëå r(Ā) = r òàêîæ, i

âåêòîðè a1, a2, . . . , ar ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ïiäñèñòåìîþ ñèñòåìè âå-

êòîðiâ a1, a2, . . . , an, b. Ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an, b äîðiâíþ¹

r, à òîìó áóäü-ÿêà ïiäñèñòåìà ç r + 1 âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà. Áå-

ðåìî òàêó ïiäñèñòåìó a1, a2, . . . , ar, b. Iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîì-

áiíàöiÿ λ1a1 + λ2a2 + . . . + λrar + λr+1b = θ. ßêùî â öié êîìáiíàöi¨
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λr+1 = 0, òî ìè îäåðæó¹ìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñè-

ñòåìè âåêòîðiâ a1, a2, . . . , ar, çâiäêè λ1 = 0, λ2 = 0, . . . , λr = 0 i ëiíiíéíà

êîìáiíàöiÿ òðèâiàëüíà, ùî ñóïåðå÷èòü ¨¨ âèáîðó. Òîìó λr+1 ̸= 0 i b =(
− λ1

λr+1

)
a1+

(
− λ2

λr+1

)
a2+. . .+

(
− λr

λr+1

)
ar = γ1a1+γ2a2+. . .+γrar ⇒

b = γ1a1 + γ2a2 + . . .+ γrar +0ar+1 + . . .+0an, òîìó ÷èñëà x1 = γ1, x2 =

γ2, . . . , xr = γr, xr+1 = 0, . . . , xn = 0 óòâîðþþòü îäèí ç ðîâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Òîáòî, ñèñòåìà ñóìiñíà.

2. Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Äàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = β2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = βm.

A i Ā � âiäïîâiäíî îñíîâíà i ðîçøèðåíà ìàòðèöi ñèñòåìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà ñóìiñíà, r(A) = r(Ā), òîäi â ìàòðèöi A iñíó¹

áàçèñíèé ìiíîð ∆r ̸= 0 ïîðÿäêó r. Öåé ìiíîð áóäå áàçèñíèì i â ìàòðèöi

Ā. Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî áàçèñíèé ìiíîð, ðÿäêè ìàòðèöi Ā, íà ÿêèõ

áóäó¹òüñÿ ∆r, ëiíiéíî íåçàëåæíi, à âñi iíøi ðÿäêè ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ

÷åðåç íèõ. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi ìiíîð ∆r áóäó¹òüñÿ íà ïåðøèõ

r ðÿäêàõ ìàòðèöi Ā, à ðåøòà ðÿäêiâ ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íèõ.

Êîæåí ðÿäîê ìàòðèöi Ā âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ ñèñòåìè. Òàêèì ÷èíîì âñi

ðiâíÿííÿ ñèñòåìè, ïî÷èíàþ÷è ç r+1, ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ïåðøi

r ðiâíÿíü. Òîáòî, âîíè ¹ ¨õ íàñëiäêàìè i ¨õ ìîæíà âiäêèíóòè. Òàêèì

÷èíîì, ñèñòåìà ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = β2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αr1x1 + αr2x2 + . . .+ αrnxn = βr.
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Êîæíîìó ñòîâï÷èêó îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè A âiäïîâiäà¹ çìiííà. Âñi

çìiííi ðîçäiëåíi íà 2 ÷àñòèíè: âñi çìiííi, ùî âiäïîâiäàþòü ñòîâï÷èêàì,

íà ÿêèõ áóäó¹òüñÿ áàçèñíèé ìiíîð, áóäåìî íàçèâàòè áàçèñíèìè, à ðåøòó

çìiííèõ � âiëüíèìè, i ïåðåïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü, çëiâà çàëèøèâøè

òiëüêè áàçèñíi çìiííi. Â íàøîìó âèïàäêó áàçèñíèé ìiíîð áóäå íà ïåðøèõ

r ñòîâï÷èêàõ, à òîìó áàçèñíi çìiííi x1, x2, . . . , xr, ðåøòà � âiëüíi.

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1rxr = β1 − α1,r+1xr+1 − . . .− α1nxn;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2rxr = β2 − α2,r+1xr+1 − . . .− α2nxn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αr1x1 + αr2x2 + . . .+ αrrxr = βr − αr,r+1xr+1 − . . .− αrnxn.

Áóäåìî íàäàâàòè âiëüíèì çìiííèì äîâiëüíi çíà÷åííÿ i çíàõîäèòè áàçè-

ñíi çìiííi ç öi¹¨ ñèñòåìè, íàïðèêëàä, çà ïðàâèëîì Êðàìåðà, îñêiëüêè

ãîëîâíèé âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè ¹ áàçèñíèì ìiíîðîì ìàòðèöi, òîáòî íå

äîðiâíþ¹ 0. Òàêèì ÷èíîì ìîæíà îäåðæàòè âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè.

Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷åíîþ, ÿêùî âî-

íà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, i íåâèçíà÷åíîþ, ÿêùî áàãàòî ðîçâ'ÿçêiâ.

Òâåðäæåííÿ 1. Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íåâèçíà÷åíà òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ðàíã ìåíøå ÷èñëà íåâiäîìèõ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äàíà ñèñòåìà ñóìiñíèõ ðiâíÿíü ðàíãó r ç n

íåâiäîìèìè. Îñêiëüêè ðàíã ñèñòåìè � öå ðàíã îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè,

òî âií íå ìîæå áóòè áiëüøèì çà ÷èñëî çìiííèõ, òîìó r ⩽ n. Ïðèïóñòèìî

r = n, òîäi âñi çìiííi ñèñòåìè áàçèñíi, âiëüíèõ íåìà¹, i çà òåîðåìîþ

Êðàìåðà, ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî ñèñòåìà âèçíà÷åíà, ùî

ñóïåðå÷èòü óìîâi, à òîìó r < n. Ïðèïóñòèìî íàâïàêè, ùî äëÿ ñóìiñíî¨

ñèñòåìè âèêîíó¹òüñÿ r < n. Òîäi íå âñi çìiííi áàçèñíi, ¹ ïðèíàéìíi îäíà

âiëüíà çìiííà. Âiëüíèì çìiííèì ìîæíà íàäàâàòè áóäü-ÿêi çíà÷åííÿ i

òàêèì ÷èíîì îäåðæàòè áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ 2. Ñóìiñíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
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òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ ÷èñëó çìiííèõ.

Ç öèõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹, ùî äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iñíóþòü

òðè ìîæëèâîñòi:

ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹ � íåñóìiñíà;

ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê � âèçíà÷åíà;

ñèñòåìà ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ � íåâèçíà÷åíà.

3. Åêâiâàëåíòíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 36. Äâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç îäíàêîâèì ÷èñëîì çìií-

íèõ íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ìíîæèíè ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ñïiâïàäà-

þòü; äâi íåñóìiñíi ñèñòåìè ââàæàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè; çîêðåìà íåñóìi-

ñíîþ ¹ ∀ ñèñòåìà â ÿêié ¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó 0x1+0x2+. . .+0xn = b, b ̸= 0.

Îçíà÷åííÿ 37. Åêâiâàëåíòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü íàçèâàþòüñÿ òàêi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi ïåðåòâîðþþòü ñèñòåìó ó åêâi-

âàëåíòíó.

Äî åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàëåæàòü:

1) ïåðåñòàíîâêà ðiâíÿíü;

2) ïåðåñòàíîâêà çìiííèõ â ðiâíÿííÿõ;

3) âèêðåñëåííÿ ç ñèñòåìè íóëüîâîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî ðiâíÿííÿ, ó ÿêîãî

âñi êîôiöi¹íòè ïðè çìiííèõ i âiëüíèé ÷ëåí äîðiâíþþòü íóëþ;

4) äîìíîæåííÿ ðiâíÿííÿ íà íåíóëüîâå ÷èñëî;

5) äîäàâàííÿ äî ðiâíÿííÿ iíøîãî ðiâíÿííÿ, äîìíîæåíîãî íà ÷èñëî.

Íåõàé äàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü:

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = β2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = βm.

Ñèñòåìi âiäïîâiäàþòü äâi ìàòðèöi:
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A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmn

 ,

Ā =


α11 α12 . . . α1n β1

α21 α22 . . . α2n β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmn βm


Êîæíié ñèñòåìi ìîæíà âèïèñàòè ðîçøèðåíó ìàòðèöþ i íàâïàêè, ç

ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ìîæíà óòâîðèòè ñèñòåìó ðiâíÿíü. Ïåðåòâîðåííÿ ñè-

ñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü åêâiâàëåíòíå ïåðåòâîðåííþ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi

ñèñòåìè. Ïåðåñòàíîâêà ðiâíÿíü îçíà÷à¹ ïåðåñòàíîâêó ðÿäêiâ ðîçøèðå-

íî¨ ìàòðèöi. Ïåðåñòàíîâêà çìiííèõ ðiâíÿíü îçíà÷à¹ ïåðåñòàíîâêó ñòîâ-

ï÷èêiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi. Âèêðåñëåííÿ íóëüîâîãî ðÿäêà åêâiâàëåíòíå

âèêðåñëåííþ íóëüîâîãî ðÿäêà ç ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi. Äîìíîæåííÿ ðiâ-

íÿííÿ íà ÷èñëî åêâiâàëåíòíå äîìíîæåííþ ðÿäêà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi

íà öå ÷èñëî. Äîäàâàííÿ äî ðiâíÿííÿ iíøîãî ðiâíÿííÿ, äîìíîæåíîãî íà

÷èñëî, åêâiâàëåíòíå äîäàâàííþ äî ðÿäêà ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi iíøîãî

ðÿäêà, äîìíîæåíîãî íà ÷èñëî.

4. Ìåòîä Ãàóñà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü (ìåòîä âèêëþ÷åííÿ çìiííèõ)

Âèâîäèìî ìåòîä êîðèñòóþ÷èñü ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ.

Ïðèïóñòèìî äàíà ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ:

A =


α11 α12 . . . α1n β1

α21 α22 . . . α2n β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmn βm

 .

A1

A2

. . .

Am

Ìîæíà ââàæàòè, ùî â ïåðøîìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi ¹ íåíóëüîâèé åëå-
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ìåíò, iíàêøå çìiííî¨ x1 íåìà¹ â ñèñòåìi, ùî íåìîæëèâî. Òîäi ìîæíà

ââàæàòè, ùî α11 ̸= 0, iíàêøå ïåðåñòàâèòè ðÿäêè ìàòðèöi. Òîäi ìîæíà

âèêëþ÷èòè çìiííó x1 ç óñiõ ðiâíÿíü, êðiì ïåðøîãî, äëÿ öüîãî âiä äðóãî-

ãî ðiâíÿííÿ ìàòðèöi âiäíiìà¹ìî ïåðøèé, äîìíîæåíèé íà
α21

α11
, îäåðæèìî

ðÿäîê B2 = A2 −
α21

α11
A1, àíàëîãi÷íî âiä 3-ãî ðÿäêà âiäíiìà¹ìî ïåðøèé,

äîìíîæåíèé íà
α31

α11
, îäåðæèìî ðÿäîê B3 = A3 − α31

α11
A1 i ò.ä., âiä m-

ãî ðÿäêà âiäíiìà¹ìî 1-é ðÿäîê, äîìíîæåíèé íà
αm1

α11
, îäåðæèìî ðÿäîê

Bm = Am − αm1

α11
A1.

Â ïðîöåñi öüîãî âèêëþ÷åííÿ çìiííèõ ìîæå áóòè, ùî ç óñiõ ðiâíÿíü, ïî÷è-

íàþ÷è ç äðóãîãî, êðiì çìiííî¨ x1 âèêëþ÷à¹òüñÿ ùå êiëüêà çìiííèõ, òîìó

ïðèïóñòèìî ùî â ðÿäêàõ B2, . . . , Bm 1-é íåíóëüîâèé åëåìåíò çíàõîäè-

òüñÿ íà j-îìó ìiñöi j ⩾ 2, òàêèì ÷èíîì îäåðæèìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ:

B =


α11 α12 . . . α1j . . . α1n β1

0 0 . . . α2j . . . α2n β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . αmj . . . αmn βm

 .

B1

B2

. . .

Bm

Äàëi ìîæíà ââàæàòè, α2j ̸= 0, iíàêøå ïåðåñòàâèòè ðÿäêè, âèêëþ÷èòè

çìiííó xj ç óñiõ ðÿäêiâ ïî÷èíàþ÷è ç 3-ãî i òàê äàëi, ÿêùî â ïðîöåñi

âèêëþ÷åííÿ ç'ÿâëÿþòüñÿ íóëüîâi ðÿäêè, âèêðåñëþ¹ìî ¨õ, ïðîöåñ çàâåð-

øó¹òüñÿ ó âèïàäêàõ:

îäåðæèìî ðÿäîê, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ âèãëÿäó

0x1 + 0x2 + . . .+ 0xn = b, b ̸= 0, â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà íåñóìiñíà;

âèêëþ÷åííÿ çìiííèõ äàëi ñòà¹ íåìîæëèâèì, ïðè öüîìó ìîæå áóòè äâà

âèïàäêè:

à) ÷èñëî íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi = ÷èñëó çìiííèõ, òîáòî ìàòðèöÿ

ìà¹ âèãëÿä
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
γ11 γ12 . . . γ1n δ1

0 γ22 . . . γ2n δ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . γnn δm

, äå γ11 ̸= 0, γ22 ̸= 0, .., γnn ̸= 0.

Â öüîìó âèïàäêó ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè ̸= 0 i çà òåîðåìîþ

Êðàìåðà âîíà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, â öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî

ñèñòåìà çâåäåíà äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó. Ðîçâ'ÿçêè çíàõîäÿòüñÿ çà

ôîðìóëîþþ Êðàìåðà, äëÿ öüîãî òàêîæ iñíó¹ ïðîöåñ, ÿêèé íàçèâà-

¹òüñÿ îáåðíåíèì õîäîì ìåòîäà Ãàóñà.

Ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ γnnxn = δn çíàõîäèìî xn =
δn
γnn

, öå çíà-

÷åííÿ xn ïiäñòàâëÿ¹ìî ó ïîïåðåäí¹ ðiâíÿííÿ i çíàõîäèìî xn−1 i

ò.ä.

á) ×èñëî íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi ìåíøå ÷èñëà çìiííèõ, òîáòî îäåð-

æèìî ìàòðèöþ òàêîãî âèãëÿäó:
γ11 γ12 . . . γ1j . . . γ1k . . . γ1n δ1

0 0 . . . γ2j . . . γ2k . . . γ2n δ2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . γrk . . . γrn δr

 .

Â öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ìàòðèöÿ çâåäåíà äî ñõiä÷àñòîãî âè-

ãëÿäó i ñèñòåìà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ.

Äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè, âñi çìiííi ïîäiëè-

ìî íà äâi ÷àñòèíè: áàçèñíi i âiëüíi. Áàçèñíèìè çìiííèìè áóäåìî

ââàæàòè çìiííi, ùî âiäïîâiäàþòü ïåðøèì íåíóëüîâèì åëåìåíòàì

ðÿäêiâ ìàòðèöi. Â íàøîìó âèïàäêó x1 . . . xj . . . xk. Ðåøòó çìiííèõ

ââàæà¹ìî âiëüíèìè. Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó òàê, ùî â ëiâié ÷àñòè-

íi çàëèøàþòüñÿ òiëüêè áàçèñíi çìiííi, âiëüíi çìiííi ïåðåïèøåìî

âïðàâî. À äàëi â ïðîöåñi àíàëîãi÷íî îáåðíåíîìó õîäó ìåòîäà Ãàóñà

îäåðæèìî âèðàçè áàçèñíèõ çìiííèõ ÷åðåç âiëüíi. Öi âèðàçè íàçèâà-

þòü çàãàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

îïèñó¹ âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè. ßêùî çàìiñòü âiëüíèõ çìiííèõ ïiä-
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ñòàâëÿòè áóäü-ÿêi ÷èñëà i îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëàìè çàãàëüíîãî

ðîçâ'ÿçó áàçèñíi çìiííi, ìè îäåðæèìî âñi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè.

5. Ïîíÿííÿ ïiäïðîñòîðó

Îçíà÷åííÿ 38. Ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó Rn íàçèâàþòü íåïîðîæíÿ ìíî-

æèíà Ì, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1. ∀a, b ∈ M, (a+ b) ∈ M ;

2. ∀a ∈ M, ∀α ∈ R,αa ∈ M .

Ïðèêëàä 3 (ïðèêëàäè ïiäïðîñòîðó). Ïðè áóäü-ÿêîìó n, â ïðîñòîði Rn

iñíó¹ äâà ïiäïðîñòîðè: M1 = {θ},M2 = Rn � öi ïiäïðîñòîðè íàçèâàþ-

òüñÿ òðèâiàëüíèìè.

I) n = 1, R1 = R �ïðÿìà.

Ïîêàæåìî, ùî â ïðîñòîði R1 iñíóþòü ëèøå òðèâiàëüíi ïiäïðîñòîðè.

ßêùî ïiäïðîñòið R1 ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç íóëü-ââåêòîðà, òîM = M1 =

{θ}, ïðèïóñòèìî â ïiäïðîñòîði M a � íåíóëüîâèé âåêòîð (a ̸= θ),

òîäi çà äðóãîþ óìîâîþ ïiäïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ {αa|α ∈ R} ⊆ M ,

àëå íåíóëüîâèé âåêòîð a ¹ áàçèñîì ïðÿìî¨, òîáòî âñi âåêòîðè ç R1

êðàòíi âåêòîðó a, à òîìó R1 = {αa|α ∈ R},R1 ⊆ M,M = R1 = M2.

II) n = 2,R2 � ïëîùèíà, ç äðóãî¨ óìîâè ïiäïðîñòîðó âèïëèâà¹, ùî íóëü-

âåêòîð ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêîìó ïiäïðîñòîði. Íåõàé l � ïðÿìà íà ïëî-

ùèíi, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Òîäi l �ïiäïðîñòið.

Òàêèì ÷èíîì, â ïðîñòîði R2 ìè çíàõîäèìî ìíîæèíó íå òðèâiàëüíèõ

ïiäïðîñòîðiâ. Ìîæëèâi òàêi âèïàäêè:

1) Â ïiäïðîñòîði Ì iñíóþòü äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè a1 i a2, òî-

äi áóäü-ÿêà ¨õ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ òàêîæ íàëåæèòüM . Âåêòîðè a1 i

a2 íàçèâàþòü áàçèñîì ïëîùèíè, òîáòî áóäü-ÿêèé âåêòîð ïëîùèíè

¹ ¨õ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ. Òîìó â öüîìó âèïàäêó R2 = M = M2.
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2) Â ïiäïðîñòîðiM ¹ íåíóëüîâèé âåêòîð a, à âñi iíøi âåêòîðè ïðîïîð-

öiéíi âåêòîðó a. Òîäi M � öå ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê

êîîðäèíàò.

3) M íå ìiñòèòü íåíóëüîâèõ âåêòîðiâ, òîäi M = {θ} = M1.

III) n=3. Ïiäïðîñòîðè R3 � öå òðèâiàëüíi ïiäïîñòîðè, âñi ïðÿìi, ùî ïðî-

õîäÿòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, i âñi ïëîùèíè, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç

ïî÷àòîê êîîðäèíàò.

Îçíà÷åííÿ 39. Ñèñòåìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an ∈ M íàçèâ¹òüñÿ áàçè-

ñîì ïiäïðîñòîðó M , ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) Âåêòîðè a1, a2, . . . an � ëiíiéíî íåçàëåæíi;

2) Áóäü-ÿêèé âåêòîð ç M ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç a1, a2, . . . , an.

Äîâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi áàçèñiâ ïiäïðîñòîðó.

1) Áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé ïiäïðîñòið â ïðîñòîði Rn ìà¹ áàçèñ.

Äîâåäåííÿ. ßêùîM = {θ}, òî öåé ïiäïðîñòið áàçèñó íåìà¹, îñêiëüêè
â íüîìó íåìà¹ ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ. ÍåõàéM ìiñòèòü

íåíóëüîâi âåêòîðè. Áåðåìî îäèí ç òàêèõ âåêòîðiâ a1 ̸= θ. Îäèí íå-

íóëüîâèé âåêòîð ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ ñèñòåìîþ âåêòîðiâ, ÿêùî âñi

iíøi âåêòîðè ç M êðàòíi a1, òî a1 óòâîðþ¹ áàçèñ M . Iíàêøå áåðåìî

âåêòîð a2 íåêðàòíèé a1. Âåêòîðè a1, a2 � ëiíiéíî íåçàëåæíi, ÿêùî

âñi iíøi âåêòîðè ç M ¹ ¨õ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ, òî a1, a2 � áàçèñ â

M , iíàêøå âèáèðà¹ìî âåêòîð a3, ÿêèé ëiíiéíî íå âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

a1, a2 i òàê äàëi.

Îñêiëüêè â ïðîñòîði Rn ìîæå áóòè íå áiëüøå íiæ n ëiíiéíî íåçà-

ëåæíèõ âåêòîðiâ, òî ÷åðåç k-êðîêiâ, äå k ⩽ n, ìè çíàéäåìî áàçèñ

ïiäïðîñòîðó M .

2) Âñi áàçèñè äàíîãî ïiäïðîñòîðó Rn ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâîãî ÷èñëà

âåêòîðiâ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé a1, a2, . . . , am i b1, b2, . . . , bk � äâà áàçèñè ïiäïðî-

ñòîðóM1(m ̸= k), ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòim > k, òîäi çà óìîâà-

ìè áàçèñó âñi âåêòîðè â ïiäïðîñòîðiM , à òîìó i a1, a2, . . . , am, ëiíiéíî

âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âåêòîðè b1, b2, . . . , bk.

Çà ëåìîþ ïðî äâi ñèñòåìè, îñêiëüêè m > k, òî âåêòîðè a1, a2, . . . , am

ëiíiéíî çàëåæíi.

Îçíà÷åííÿ 40. Ðîçìiðíiñòþ ïiäïðîñòîðó íàçèâàþòü ÷èñëî âåêòîðiâ éî-

ãî áàçèñiâ i ïîçíà÷àþòüñÿ dimM . Çàâæäè ìà¹ìî dim{θ} = 0.

6. Îäíîðiäíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 41. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ, ÿêùî

âiëüíi ÷ëåíè âñiõ ¨õ ðiâíÿíü äîðiâíþþòü íóëþ:

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = 0;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = 0.

Çðîçóìiëî, ùî îäíîðiäíà ñèñòåìà çàâæäè ñóìiñíà, îñêiëüêè çàâæäè

¹ íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíèì. ßêùî îäíîðiäíà

ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òî öåé ðîçâ'ÿçîê òðèâiàëüíèé.

Ç òåîði¨ ïðî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âèïëèâà¹, ùî îäíîðiäíà ñèñòåìà

ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëèøå òîäi, êîëò ¨¨ ðàíã ìåíøå ÷èñëà íåâi-

äîìèõ.

Îäíîðiäíà ñèñòåìà ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ëèøå òîäi, êîëè ¨¨

ðàíã äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåâiäîìèõ.

Êîæíèé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ââàæàòè âåêòîðîì â ïðîñòîði Rn.

Ëåìà 3. Ìíîæèíó âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ¹ ïiäïðîñòîðîì

â ïðîñòîði Rn.
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Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM �ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = 0;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = 0.

Çðîçóìiëî, ùî M �íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, îñêiëüêè âåêòîð θ ∈ M . Ïåðå-

âiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ïiäïðîñòîðó:

1) Íåõàé a i b � äâà ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü, a = (γ1, γ2, . . . , γn), b =

(λ1, λ2, . . . , λn). Äîâåäåìî, ùî âåêòîð a+b = (γ1+λ1, γ2+λ2, . . . , γn+

λn) òàêîæ ¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè. Äëÿ öüîãî ïiäñòàâèìî

éîãî êîîðäèíàòè â i-òå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè.

αi1(γ1 +λ1)+αi2(γ2 +λ2)+ . . .+αin(γn +λn) = (αi1γ1 +αi2γ2 + . . .+

αinγn) + (αi1λ1 + αi2λ2 + . . .+ αinλn) = 0 + 0 = 0.

Òàêèì ÷èíîì, a+ b íàëåæèòü M .

2) Ïðèïóñòèìî, a = (γ1, γ2, . . . , γn) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè, λ � äåÿêå ÷è-

ñëî. Äîâåäåìî, ùî λa = (λγ1, λγ2, . . . , λγn) òàêîæ ðîçâ'ÿçîê. Ïiäñòàâ-

ëÿ¹ìî â i-òå ðiâíÿííÿ αi1λγ1+αi2λγ2+. . .+αinλγn = λ(αi1γ1+αi2γ2+

. . .+ αinγn) = λ0 = 0, òîáòî λa ∈ M .

Çàóâàæåííÿ 9. Âiðíå i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ. Êîäåí ïiäïðîñòið â ïðî-

ñòîði Rn ìîæíà çàäàòè ÿê ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêî¨ îäíîðiäíî¨ ñèñòå-

ìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Íàïðèêëàä, n = 2 òîáòî R2 � ïëîùèíà. ßê âæå áóëî ïîêàçàíî, íà

ïëîùèíi ïiäïðîñòîðàìè ¹ {θ}, R2 àáî ïðÿìà l, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî-

÷àòîê êîîðäèíàò.

α11x+ α12y = 0;

α21x+ α22y = 0;
∆ =

∣∣∣∣∣α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣ ̸= 0.
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Çà òåîðåìîþ Êðàìåðà òàêà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i öåé ðîçâ'ÿçîê

íóëüîâèé, òîáòî öÿ ñèñòåìà çàäà¹ ïiäïðîñòið {θ}.

Áåðåìî ðiâíÿííÿ 0x + 0y = 0, âñi âåêòîðè ïëîùèíè çàäîâîëüíÿþòü

öüîìó ðiâíÿííþ, òîáòî öå ðiâíÿííÿ çàäà¹ âåñü ïðîñòið R2.

Íåõàé l � ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. n⃗ = {a, b}�
íîðìàëüíèé âåêòîð. Ïðÿìà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

a(x− 0) + b(y − 0) = 0,

ax+ by = 0.

7. Ïîíÿòòÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ

ßê âæå ïîêàçàíî, ìíîæèíà M âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè îäíîðiäíèõ

ðiâíÿíü ¹ ïiäïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 42. Ôóíäàìåíòàëüíîþ àáî áàçèñíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ

îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ áàçèñ ¨¨ ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ,

òîáòî iíøèìè ñëîâàìè, ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ � öå áàçèñ

ïiäïðîñòîðó M âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè.

Òåîðåìà 14 (ïðî ôóíäàìåíòàëüíi ñèñòåìè ðîçâ'ÿçêiâ). Íåõàé äàíà îäíî-

ðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿü ðàíãó r ç n çìiííèìè. Òîäi ¨¨ ôóíäà-

ìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç n− r ðîçâ'ÿçêiâ, iíøèìè

ñëîâàìè, ðîçìiðíiñòü ïiäïðîñòîðóM ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiâíî¨ ñèñòåìè äî-

ðiâíþ¹ n− r.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ñèñòåìà îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = 0;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn =; 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = 0;

(7.1)
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ìà¹ ðàíã r i r < n. Âèïèøåìî îñíîâíó ìàòðèöþ

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmn

 .

Çà îçíà÷åííÿì ðàíãó ñèñòåìè, ðàíã ìàòðèöi = r. Öå îçíà÷à¹, ùî â

öié ìàòðèöi ¹ ìiíîð ∆r ̸= 0 ïîðÿäêór. À âñi ìiíîðè ïîðÿäêó r + 1 = 0.

Ìîæíà ââàæàòè, ùî öåé ìiíîð ñòîð¨òü â ëiâîìó âåðõíüîìó êóòi ìàòðèöi.

Iíàêøå ìîæíà ïåðåñòàâèòè ðiâíÿííÿ â ñèñòåìi i ïåðåíóìåðóâàòè çìiííi.

Òîäi çà òåîðåìîþ ïðî áàçèñíèé ìiíîð r ïåðøèõ ðÿäêiâ ìàòðèöi ëiíiéíî

íåçàëåæíi, à âñi iíøi ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç íèõ. Öå îçíà÷à¹ ùî

â ñèñòåìi ðiâíÿíü (7.1) âñi ðiâíÿííÿ ïî÷èíàþò÷è ç r + 1 ëiíiéíî âèðà-

æàþòüñÿ ÷åðåç ïåðøi r ðiâíÿíü, òîáòî âîíè ¹ ¨õ íàñëiäêàìè i ¨õ ìîæíà

âèëó÷èòè. Òîäi ñèñòåìà ïåðåïèñó¹òüñÿ òàê:

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1rxr + α1 r+1xr+1 + . . .+ α1nxn = 0;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2rxr + α2 r+1xr+1 + . . .+ α2nxn = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αr1x1 + αr2x2 + . . .+ αrrxr + αr r+1xr+1 + . . .+ αrnxn = 0.

Àáî ñèñòåìó ïåðåïèøåìî òàê:

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1rxr = −α1 r+1xr+1 − . . .− α1nxn;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2rxr = −α2 r+1xr+1 − . . .− α2nxn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αr1x1 + αr2x2 + . . .+ αrrxr = −αr r+1xr+1 − . . .− αrnxn.

(7.2)

Â ñèñòåìi (7.2) çìiííi x1, x2, . . . , xr � áàçèñíi, à xr+1, . . . , xn � âiëüíi.

ßêùî çàìiñòü âiëüíèõ çìiííèõ ïiäñòàâèòè äåÿêèé íàáið ÷èñåë, îäåðæè-

ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî áàçèñíèõ çìiííèõ, ÿêà ìà¹ ¹äè-

íèé ðîçâ'ÿçîê, îñêiëüêè ¨¨ âèçíà÷íèê ∆r ̸= 0. Ïiäñòàâèìî ñïî÷àòêó òàêi

çíà÷åííÿ xr+1 = 1,xr+2 = 0,. . . , xn = 0. Çíàõîäèìî áàçèñíi çìiííi, îäåð-

æèìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7.1) a1 = (γ11, γ12, . . . , γ1r, 1, 0, .., 0).

Ïiäñòàâèìî òàêå çíà÷åííÿ xr+1 = 0,xr+2 = 1,. . . , xn = 0. Ðîçâ'ÿçó¹ìî ñè-
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ñòåìó (7.2) i çíàõîäèìî iíøèé ðîçâ'ÿçîê a2 = (γ21, γ22, . . . , γ2r, 0, 1, 0, .., 0).

Òàêiõ êðîêiâ ìè çìîæåìî çðîáèòè n− r i îñòàííié ðîçâ'ÿçîê áóäå òàêèé:

an−r = (γn−r 1, γn−r 2, . . . , γn−r r, 0, .., 0, 1).

Ïîêàæåìî, ùî âåêòîðè a1, a2, .., an óòâîðþþòü áàçèñ ïiäïðîñòîðó

ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (7.1). Äëÿ öüîãî òðåáà ïåðåâiðèòè äâi óìî-

âè áàçèñó:

1) ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü: áåðåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ λ1a1 + λ2a2 + . . .+

λn−ran−r = 0 âèïèøåìî êîîðäèíàòè âåêòîðà â ëiâié ÷àñòèíi

(∗, ∗, ∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
r

, λ1, . . . , λn−r) = θ ⇒ λ1 = 0, . . . , λn−r = 0.

2) ∀ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè(7.1) ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè

a1, a2, .., an−r.

Äëÿ äîâåäåííÿ êîðèñòó¹ìîñü òàêèì ôàêòîì: ÿêùî 2 ðîçâ'ÿçêè ñèñòå-

ìè(7.1) ìàþòü îäíàêîâi êîîðäèíàòè ïî÷èíàþ÷è ç r + 1, òî öi ðîçâ'ÿçêè

ñïiâïàäàþòü. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïðè çàäàíèõ çíà÷åííÿõ xr+1, .., xn

ñèñòåìà (7.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, òîáòî ïåðøi r êîîðäèíàò âèçíà-

÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî. Âiçüìåìî äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7.1) a =

(∗, ∗, ∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
r

, λ1, . . . , λn−r) âåêòîð b = λ1a1+λ2a2+ . . .+λn−ran−r òàêîæ

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (7.1). Ó ðîçâ'ÿçêiêiâ a i b êîîðäèíàòè, ïî÷èíàþ÷è ç

r+1, ñïiâïàäàþòü, òîìó a = b, òîáòî a = λ1a1+λ2a2+. . .+λn−ran−r.

8. Òåîðåìà ïðî ðîçâ'ÿçêè íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Íåõàé äàíî ñèñòåìó íåîäíîðiíèõ ðiâíÿíü

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = β2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = βn.

(8.1)
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Ââàæà¹ìî, ùî âîíà ñóìiñíà, öié ñèñòåìi âiäïîâiäà¹ îäíîðiäíà ñèñòåìà

ðiâíÿíü
α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = 0;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = 0.

(8.2)

Ñèñòåìà (8.2) íàçèâà¹òüñÿ çâåäåíîþ ñèñòåìîþ äëÿ ñèñòåìè (8.1). Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç L i M âiäïîâiíî ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì (8.1) i (8.2).

Òåîðåìà 15. Íåõàé L,M � ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì (8.1) i (8.2),

a � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (8.1), òîäi L = a +M = {a + x|x ∈
M}.

Äîâåäåííÿ. Äîâåâäåìî ñïî÷àòêó, ùî L ìiñòèòüñÿ â a+M(L ⊆ a+M).

Ïðèïóñòèìî âåêòîðè a = (γ1, γ2, . . . , γn), b = (λ1, λ2, . . . , λn) �äîâiëüíi

ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (8.1) i ïîêàæåìî, ùî âåêòîð c = b− a ∈ M.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî êîîðäèíàòè âåêòîðà c â i-òå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8.2)

c = (λ1−γ1, λ2−γ2, . . . , λn−γn), αi1(λ1−γ1)+αi2(λ2−γ2)+. . .+αin(λn−
γn) = αi1λ1+αi2λ2+. . .+αinλn−(αi1γ1+αi2γ2+. . .+αinγn) = βi−βi = 0,

òîáòî c ∈ M, b = a+ c ∈ a+M.

Ïðîòèëåæíå âêëþ÷åííÿ a + M ⊆ L âèèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî

ñóìà ∀ ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (8.1) i ∀ ðîçâ'ÿçêó îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè (8.2) ¹ ðîçâ'ÿçêîì íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (8.2). Îòæå L = a +

M .

Íàñëiäîê 6. ßêùî a � ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíî¨ ñèñòåìè (8.1), à âåêòî-

ðè a1, . . . , an−r ∈ ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè (8.2), òî ∀ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (8.1) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

a+ λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λn−ran−r, äå λ1, λ2, . . . , λn−r � äåÿêi ÷èñëà.
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Ðîçäië 4

Ìàòðèöi

1. Ïåðåòâîðåííÿ çìiííèõ i äîáóòîê ìàòðèöü

Íåõàé äàþòüñÿ äâi ãðóïè çìiííèõ x1, . . . xn i y1, . . . yn, ïðè÷îìó çìiííi

äðóãî¨ ãðóïè ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç çìiííi ïåðøî¨ ãðóïè:

y1 = α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn;

y2 = α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = αn1x1 + αn2x2 + . . .+ αnnxn.

Âèïèøåìî ìàòðèöþ:

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn


Ìàòðèöÿ À öiëêîì âèçíà÷à¹ çàëåæíiñòü çìiííèõ äðóãî¨ ãðóïè âiä çìií-

íèõ ïåðøî¨ ãðóïè.

Íåõàé äàíî ùå îäíà ãðóïà çìiííèõ z1, z2, . . . , zn ïðè ÷îìó âîíè ëiíié-

íî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç çìiííi y1, y2, . . . , yn

z1 = β11y1 + β12y2 + . . .+ β1nyn;

z2 = β21y1 + β22y2 + . . .+ β2nyn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zn = βn1y1 + βn2y2 + . . .+ βnnyn.

Âèïèøåìî ìàòðèöþ:

B =


β11 β12 . . . β1n

β21 β22 . . . β2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

βn1 βn2 . . . βnn

 .
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Ìàòðèöÿ Â öiëêîì âèçíà÷à¹ çàëåæíiñòü òðåòüî¨ ãðóïè çìiííèõ âiä äðó-

ãî¨ ãðóïè çìiííèõ. Òîäi çìiííi z1, . . . zn ìîæíà ëiíiéíî âèðàçèòè ÷åðåç

x1, . . . xn.

Ïðèïóñòèìî ìàòðèöÿ C âèçíà÷à¹ öþ çàëåæíiñòü.

C =


γ11 γ12 . . . γ1n

γ21 γ22 . . . γ2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γn1 γn2 . . . γnn

 .

ßê çíàéòè åëåìåíòè ìàòðèöi C?

Áåðåìî zi = βi1y1 + βi2y2 + . . . + βinyn = βi1(α11 + α12 + . . . + α1n) +

βi2(α21 + α22 + . . . + α2n) + . . . + βin(αn1 + αn2 + . . . + αnn) = (βi1α11 +

βi2α22+ . . .+βinαn1)x1+(βi1α12+βi2α22+ . . .+βinαn2)x2+ . . .+(βi1α1n+

βi2α2n + . . .+ βinαnn)xn = |ç iíøîãî áîêó| = γi1x1 + γi2x2 + . . .+ γinxn

òîäi γij = βi1α1j + βi2α2j + . . .+ βinαnj .

Îçíà÷åííÿ 43. Äîáóòêîì ìàòðèöü A i B íàçèâàþòü ìàòðèöþ C, åëå-

ìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëîì:γij = βi1α1j+βi2α2j+ . . .+βinαnj

òîáòî, òàêèì ÷èíîì ìè áåðåìî ñòîâï÷èêè ìàòðèöi B i ðÿäêè ìàòðèöi A.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè äîáóòîê 2-õ ïðÿìîêóòíèõ ìàòðèöü.

Îçíà÷åííÿ 44. Äîáóòêîì ìàòðèöi A ç åëåìåíòàìè αij ïîðÿäêóm×s òà

ìàòðèöi B = (βij) ïîðÿäêó s×n íàçèâàþòü ìàòðèöþ B = (γij) ïîðÿäêó

m × n,åëåìåíòè ÿêî¨ âèçíà÷àþòüñÿ çà ïðàâèëîì:γij = αi1β1j + αi2β2j +

. . .+ αisβsj .

Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ïåðåìíîæèòè ïðÿìîêóòíi ìàòðèöi, ÿêùî ÷è-

ñëî ñòîâï÷èêiâ ïåðøî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðÿäêiâ äðóãî¨ ìàòðèöi.

×èñëî ðÿäêiâ ìàòðèöi äîáóòêó äîðiâíþ¹ ÷èñëó ðÿäêiâ ïåðøîãî ñïiâìíî-

æíèêà, à ÷èñëî ñòîâï÷èêiâ äîáóòêó äîðiâíþ¹ ÷èñëó ñòîâï÷èêiâ äðóãîãî

ñïiâìíîæíèêà. Êâàäðàòíi ìàòðèöi ìîæíà ïåðåìíîæèòè òiëüêè ÿêùî âî-

íè îäíàêîâîãî ïîðÿäêó.
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2. Âëàñòèâîñòi îïåðàöié ìíîæåííÿ ìàòðèöü

Âïðàâà 1. Ïåðåâiðèòè ¨õ ñàìîñòiéíî.

1) (AB)C = A(BC) � àñîöiàòèâíiñòü;

2) (A+B)C = AC +BC;

3) A(B + C) = AB +AC;

4) ÿêùî λ � äåÿêå ÷èñëî, òî η(AB)=(ηA)B=A(ηB);

5) (AB)T = BTAT ;

6) Â çàãàëüíîìó âèïàäêóAB ̸= BA.

Ìàòðèöi A i B, äëÿ ÿêèõ AB = BA, íàçèâàþòü ïåðåñòàâíèìè.

Ïðèêëàä 4 (ìíîæåííÿ ìàòðèöü). Áåðåìî 2 òàêi ìàòðèöi

A =


1 2 −1

0 2 3

1 2 0

 , B =


2 −1 1

1 0 2

3 −1 1

 .

AB =

(
1·2+2·1+(−1)·3 1·(−1)+2·0+(−1)·(−1) 1·1+2·2+(−1)·1
0·2+2·1+3·3 0·(−1)+2·0+3·(−1) 0·1+2·2+3·1
1·2+2·1+0·3 1·(−1)+2·0+0·(−1) 1·1+2·2+0·1

)
,

AB =

 1 0 4

11 −3 7

4 −1 5

 ;

BA =

2 · 1 + 1 4− 2 + 2 −2 + 3

1 + 2 2 + 4 −1

3 + 1 6− 2 + 2 −3− 3

 =

3 4 −5

3 6 −1

4 6 −6

 .

AB ̸= BA.

Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèêè öèõ ìàòðèöü

|A| = −6 + 8 = 2; |B| = 0− 2 · 1 = −2;

|AB| = −8 + 4 · 1 = −4;
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|BA| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4 −5

0 2 4

1 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −30 + 26 = −4;

|AB| = |BA| = |A| · |B|.

3. Òåîðåìà ïðî äîáóòîê âèçíà÷íèêiâ

Òåîðåìà 16. Âèçíà÷íèê äîáóòêó äâîõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü äîðiâíþ¹

äîáóòêó âèçíà÷íèêiâ öèõ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó ñïî÷àòêó äëÿ âèçíà÷íèêiâ 2-ãî ïîðÿäêó.

A =

(
α11 α12

α21 α22

)
, B =

(
β11 β12

β21 β22

)
, C = AB, |C| = |A||B|−?

|C| =

∣∣∣∣∣α11β11 + α12β21 α11β12 + α12β22

α21β11 + α22β21 α21β12 + α22β22

∣∣∣∣∣ .
Çðîçóìiëî, ùî êîæåí ñòîâï÷èê öüîãî âèçíà÷íèêà ¹ ñóìîþ äâîõ ñòîâï÷è-

êiâ, à òîìó öåé âèçíà÷íèê ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó äâîõ âèçíà÷íèêiâ çà

ïåðøèì ñòîâï÷èêîì, à ïîòiì êîæåí ç îäåðæàíèõ âèçíà÷íèêiâ ðîçêëàñòè

â ñóìó äâîõ âèçíà÷íèêiâ çà äðóãèì ñòîâï÷èêîì. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

÷îòèðè âèçíà÷íèêè.

|C| =

∣∣∣∣∣α11β11 α11β12

α21β11 α21β12

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣α11β11 α12β22

α21β11 α22β22

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣α12β21 α11β12

α22β21 α21β12

∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣α12β21 α12β22

α22β21 α22β22

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣ Ïåðøèé òà îñòàííié = 0, îñêiëüêè ìiñòÿòü ïðîïîðöiéíi ðÿäêè,

à ç äðóãîãî òà òðåüîãî ìîæíà âèíåñòè ìíîæíèêè

∣∣∣∣∣ =
= β11β22

∣∣∣∣∣α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣+ β21β12

∣∣∣∣∣α12 α11

α22 α21

∣∣∣∣∣ = β11β22

∣∣∣∣∣α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣−
−

∣∣∣∣∣α11 α12

α21 α22

∣∣∣∣∣β21β12 = |A|(β11β22 − β21β12) = |A||B|.
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Äàëi ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê. Ïðèïóñòèìî, ùî äàíî 2 êâàäðàòíi

ìàòðèöi ïîðÿäêó n.

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

B =


β11 β12 . . . β1n

β21 β22 . . . β2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

βn1 βn2 . . . βnn

 ,

C = AB, |C| = |A||B|−?

|C| =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11β11 + α12β21 + . . .+ α1nβn1 α11β12 + α12β22 + . . .+ α1nβn2 . . .

α21β11 + α22β21 + . . .+ α2nβn1 α21β12 + α22β22 + . . .+ α2nβn2 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1β11 + αn2β21 + . . .+ αnnβn1 αn1β12 + αn2β22 + . . .+ αnnβn2 . . .

. . . α11β1n + α12β2n + . . .+ α1nβnn

. . . α21β1n + α22β2n + . . .+ α2nβnn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . αn1β1n + αn2β2n + . . .+ αnnβnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî êîæåí ñòîâï÷èê öüîãî ââèçíà÷íèêà ¹ ñóìîþ n ñòîâ-

ï÷èêiâ, ÿêi óìîâíî ìîæíà ïîäiëèòè íà ñòîâï÷èêè 1-ãî òèïó, 2-ãî òèïó,

. . . , n-ãî òèïó. Ñòîâï÷èêè îäíîãî òèïó ïðîïîðöiéíi, i òîìó ñòîâï÷èêè

i-ãî òèïó ïðîïîðöiéiíi i-ìó ñòîâï÷èêó âèçíà÷íèêà |A|. Òîìó âèçíà÷íèê

|C| ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó n âèçíà÷íèêiâ çà ïåðøèì ñòîâï÷èêîì; ïîòiì

îòðèìàíi âèçíà÷íèêè ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó n âèçíà÷íèêiâ çà äðóãèì

ñòîâï÷èêîì i ò.ä. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ÷åðåç n êðîêiâ îäåðæèìî nn

âèçíà÷íèêiâ. Ðîçãëÿíåìî îäèí ç îäåðæàíèõ âèççíà÷íèêiâ ∆. ßêùî âií

ìiñòèòü ïðèíàéìíi äâà ñòîâï÷èêè îäíîãî òèïó, òî âií äîðiâíþ¹ 0, òîìó,

ùîá çíàéòè âèçíà÷íèê |C|, äîñòàòíüî çíàéòè ñóìó âñiõ ââèçíà÷íèêiâ,
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êîæåí ç ÿêèõ ìiñòèòü ëèøå ïî îäíîìó ñòîâï÷èêó êîæíîãî òèïó. Ñòîâ-

ï÷èêè ðiçíèõ òèïiâ ìîæóòü ñòîÿòè íà ðiçíèõ ìiñöÿõ, à òîìó êiëüêiñòü

òàêèõ âèçíà÷íèêiâ äîðiâíþ¹ ÷èñëó âñiõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë, âiäïîâiäà-

þ÷èõ íîìåðàì òèïiâ, òîáòî äîðiâíþ¹ n! Òîäi:

|C| =
∑

(i1,i2,...,in)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1i1βi11 α1i2βi22 . . . α1inβinn

α2i1βi11 α2i2βi22 . . . α2inβinn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αni1βi11 αni2βi22 . . . αninβinn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∑

(i1,i2,...,in)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1i1 α1i2 . . . α1in

α2i1 α2i2 . . . α2in

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αni1 αni2 . . . αnin

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
βi11βi22 . . . βinn.

Ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ìîæëèâèì ïåðåñòàíîâêàì (i1, i2, . . . , in) íîìåðiâ

ñòîâï÷èêiâ, òîáòî ïî âñiì ïåðåñòàíîâêàì ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Ðîçãëÿíåìî

âèçíà÷íèê

∆(i1, i2, . . . , in) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1i1 α1i2 . . . α1in

α2i1 α2i2 . . . α2in

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αni1 αni2 . . . αn1in

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Êîæåí ñòîâï÷èê öüîãî âèçíà÷íèêà ¹ ñòîâï÷èêîì |A|, ïðè÷îìó òóò ïðè-

ñóòíi âñi ñòîâ÷èêè, àëå âîíè çàïèñàíi â ïîðÿäêó i1, i2, . . . , in, à òîìó

∆(i1, i2, . . . , in) ìîæå âiäðiçíÿòèñü âiä âèçíà÷íèêà |A| ëèøå çíàêîì. Áó-
äåìî ïåðåñòàâëÿòè ñòîâï÷èêè âèçíà÷íèêà ∆(i1, i2, . . . , in) òàê, ùîá îäåð-

æàòè |A|. Êîæíà ïåðåñòàíîâêà ñòîâï÷èêiâ çìiíþ¹ çíàê âèçíà÷íèêà. Ïðè-
ïóñòèìî, ìè çðîáèëè ν(i1, i2, . . . , in) ïåðåñòàíîâîê i îäåðæàëè |A|, öå
îçíà÷à¹, ùî çíàê çìiíþ¹üñÿ ν(i1, i2, . . . , in) ðàçiâ, à òîìó öåé âèçíà-

÷íèê ∆(i1, i2, . . . , in) = (−1)ν(i1,i2,...,in)|A|. Ç iíøîãî áîêó ñòîâï÷èêàì

âèçíà÷íèêà ∆(i1, i2, . . . , in) âiäïîâiäà¹ ïåðåñòàíîâêà (i1, i2, . . . , in) ÷èñåë

1, 2, . . . , n. ßêùî ìè ïåðåñòàâëÿ¹ìî ñòîâï÷èêè, òî â ïåðåñòàíîâöi ÷èñåë
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ðîáèòüñÿ òðàíñïîçèöiÿ, ùî çìiíþ¹ ïàðíiñòü ïåðåñòàíîâêè. Ìè îäåðæà-

ëè âèçíà÷íèê |A|, â ïåðåñòàíîâöi ÷èñåë ìè çðîáèëè ν(i1, i2, . . . , in) ïå-

ðåñòàíîâîê i îäåðæàëè ïàðíó ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë 1, n, à òîìó çà äîïî-

ìîãîþ ν(i1, i2, . . . , in) òðàíñïîçèöié, ìè ìîæåìî ïåðåéòè âiä ïåðåñòàíîâ-

êè (1, 2, . . . , n) äî ïåðåñòàíîâêè (i1, i2, . . . , in), à òîìó ïàðíiñòü ïåðåñòà-

íîâêè (i1, i2, . . . , in) âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðíiñòþ ÷èñëà ν(i1, i2, . . . , in). ßêùî

s(i1, i2, . . . , in) � ÷èñëî iíâåðñi¨ â ïåðåñòàíîâöi (i1, i2, . . . , in), òî ÷èñëà

s(i1, i2, . . . , in) i ν(i1, i2, . . . , in) îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi. À òîìó

(−1)ν(i1,i2,...,in) = (−1)s(i1,i2,...,in) i òîäi

∆(i1, i2, . . . , in) = (−1)s(i1,i2,...,in)|A|.

Ïîâåðòà¹ìîñü äî âèçíà÷íèêà |C|.

|C| =
∑

(i1,i2,...,in)

βi11βi22 . . . βinn(−1)s(i1,i2,...,in)|A| =

= |A|

 ∑
(i1,i2,...,in)

(−1)s(i1,i2,...,in)βi11βi22 . . . βinn

 .

Çà äðóãèì îçíà÷åííÿì âèçíà÷íèêà∑
(i1,i2,...,in)

(−1)s(i1,i2,...,in)βi11βi22 . . . βinn = |B|, à òîìó

|C| = |A||B|.

4. Ïîíÿòòÿ îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi

Íåõàé Gn � ìíîæèíà âñiõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n.

Îçíà÷åííÿ 45. Ìàòðèöÿ E ¹ Gn íàçèâà¹òüñÿ îäèíè÷íîþ, ÿêùî ∀A ¹

Gn âèêîíó¹òüñÿ AE = EA = A.

×è iñíóþòü îäèíè÷íi ìàòðèöi i ñêiëüêè ¨õ ìîæå áóòè?
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Âiçüìåìî òàêó ìàòðèöþ:

E =



1 0 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1


.

Ïîêàæåìî, ùî öÿ ìàòðèöÿ îäèíè÷íà. Áåðåìî iíøó äîâiëüíó ìàòðèöþ:

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 ,

AE =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn



1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

 =

=


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî EA = A.

Ïðèïóñòèìî, ùî ∃ 2 îäèíè÷íi ìàòðèöi, ∀A ¹ Gn, AE = EA = A ∧
AE′ = E′A = A. Òîäi E = E′E = E′ ⇒ E = E′.

5. Ïîíÿòòÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 46. Íåõàé A äåÿêà êâàäðàòíà ìàòðèöà, ÿêùî äëÿ ìàòðèöi

B âèêîíó¹òüñÿ AB = BA = E, òî B íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ îáåðíåííîþ

äî A.

1) ×è äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi iñíó¹ îáåðíåíà?

2) Ñêiëüêè ìîæå áóòè îáåðíåíèõ ìàòðèöü?
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3) ßêùî îáåðíåíà ìàòðèöÿ iñíó¹, òî ÿê ¨¨ çíàéòè?

Ëåìà 4. ßêùî äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A iñíó¹ îáåðíåíà, òî âîíà ¹äè-

íà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, äëÿ ìàòðèöi A ∃ äâi îáåðíåíi B i C.

AB = BA = E, AC = CA = E

BAC =


(BA)C = EC = C

B(AC) = BE = B

⇒ B = C.

Îçíà÷åííÿ 47. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A íàçèâà¹òüñÿ âèðîäæåíîþ, ÿêùî

¨¨ âåêòîð äîðiâíþ¹ 0, i íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî âåêòîð íå äîðiâíþ¹ 0.

ßêùî äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A ∃ îáåðíåíà ìàòðèöÿ B, òî áóäåìî ¨¨

ïîçíà÷àòè B = A−1.

Òåîðåìà 17 (ïðî îáåðíåíó ìàòðèöþ (êðèòåðié iñíóâàííÿ îáåðíåíî¨ ìà-

òðèöi)). Äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A ∃ îáåðíåíà ìàòðèöÿ ⇔ ìàòðèöÿ

A ¹ íåâèðîäæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. (⇒) Íåõàé äëÿ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A ∃ A−1, òîäi AA−1 = E.

Çà òåîðåìîþ ïðî äîáóòîê âèçíà÷íèêiâ |A||A−1| = |E| = 1, çâiäñè |A| ≠ 0

i ìàòðèöÿ A íåâèðîäæåíà. Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî |A−1| = 1

|A|
.

(⇐) Ïðèïóñòèìî, ùî äàíà íåâèðîäæåíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A:

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 , |A| ≠ 0.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ íå¨ iñíó¹ A−1.

Íåõàé (x1, x2, . . . , xn) i (y1, y2, . . . , yn) � äâi ãðóïè çìiííèõ, ïðè÷îìó

çìiííi 1-ãðóïè ëiíiéíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç çìiííi 2-ãðóïè çà äîïîìîãîþ
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ìàòðèöi À. 
y1 = α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn,

y2 = α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn = αn1x1 + αn2x2 + . . .+ αnnxn.

Â öèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöiÿõ êîåôiöi¹íòè âiäîìi, ÿêùî ââàæàòè çíà÷åííÿ

çìiííèõ y1, y2, . . . , yn òàêîæ âiäîìèìè, òî öi ðiâíîñòi ¹ ñèñòåìà ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ x1, x2, . . . , xn. Ñèñòåìà êâàäðàòíà. �¨ ãîëîâ-

íèé âèçíà÷íèê ∆ = |A| ̸= 0. Òîáòî çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ìà¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
. Âèçíà÷íèê ∆i ìè

îäåðæó¹ìî ç âèçíà÷íèêà ∆ = |A| çàìiíîþ i-ãî ñòîâï÷èêà íà ñòîâï÷èê

âiëüíèõ ÷ëåíiâ

∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 . . . y1 . . . α1n

α21 α22 . . . y2 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . y1 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Aij àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ åëåìåíòà αij â âèçíà÷íèêó

|A|.

Ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèêè ∆i çà i-èì ñòîâï÷èêîì

x1 =
∆1

∆
=

1

∆
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1 α12 . . . α1n

y2 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn αn2 . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

∆
(y1A11 + y2A21 + . . .+ ynAn1) ;

x2 =
∆2

∆
=

1

∆
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 y1 . . . α1n

α21 y1 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 yn . . . αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

∆
(y1A12 + y2A22 + . . .+ ynAn2) ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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xn =
∆n

∆
=

1

∆
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α11 α12 . . . y1

α21 α22 . . . y2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

∆
(y1A1n + y2A2n + . . .+ ynAnn) .

Òàêèì ÷èíîì çìiííi x1, x2, . . . , xn ëiíiéíèé âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç çìiííi

y1, y2, . . . , yn:

x1 =
y1A11

|A|
+

y2A21

|A|
+ . . .+

ynAn1

|A|
,

x2 =
y1A12

|A|
+

y2A22

|A|
+ . . .+

ynAn2

|A|
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn =
y1A1n

|A|
+

y2A2n

|A|
+ . . .+

ynAnn

|A|
, ∆ = |A|.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B ìàòðèöþ,çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ çìiííi x1, x2, . . . , xn

âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç y1, y2, . . . yn,

B =



A11

|A|
A21

|A|
. . .

An1

|A|
A12

|A|
A22

|A|
. . .

An2

|A|
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n

|A|
A2n

|A|
. . .

Ann

|A|


.

Òàêèì ÷èíîì çìiííi y1, y2, . . . , yn âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç x1, x2, . . . , xn çà äî-

ïîìîãîþ ìàòðèöi À, à x1, x2, . . . , xn âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç y1, y2, . . . , yn çà

äîïîìîãîþ ìàòðèöi B. (x1, x2, . . . xn)
A→ (y1, y2, . . . yn)

B→ (x1, x2, . . . xn).

Çìiííi x1, x2, . . . xn ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç çìiííi x1, x2, . . . xn çà äî-

ïîìîãîþ ìàòðèöi E.
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x1 = 1x1 + 0x2 + . . .+ 0xn;

x2 = 0x1 + 1x2 + . . .+ 0xn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = 0x1 + 0x2 + . . .+ 1xn.

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ âèêîðèñòîâóâàòèñü ðiâíiñòü BA = E. Ïåðåâiðèìî

¨¨:

BA =



A11

|A|
A21

|A|
. . .

An1

|A|
A12

|A|
A22

|A|
. . .

An2

|A|
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n

|A|
A2n

|A|
. . .

Ann

|A|




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 =

=


1 0 . . . 1

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

 .

Äiéñíî, ïîçíà÷èìî ÷åðåç cij åëåìåíòè ìàòðèöiBA. ßêùî i = j, òîäi cij =
A1i

|A|
α1i +

A2i

|A|
α2i + . . .+

Ani

|A|
αni =

1

|A|
(α1iA1i + α2iA2i + . . .+ αniAni) =

|A|
|A|

= 1. ßêùî i ̸= j, òîäi cij =
A1i

|A|
α1j +

A2i

|A|
α2j + . . . +

Ani

|A|
αnj =

1

|A|
(α1jA1i + α2jA2i + . . .+ αnjAni) =

0

|A|
= 0. Òàêèì ÷èíîì B = A−1.

6. Äåÿêi âëàñòèâîñòi îáåðíåíèõ ìàòðèöü

Ïðèïóñòèìî A i B êâàäðàòíi ìàòðèöi, äëÿ ÿêèõ ∃ îáåðíåíà.

1. (A−1)−1 = A;

2. α ̸= 0, (αA)−1 = α−1A−1;

3. (AB)−1 = B−1A−1.
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Âïðàâà 2. Ïåðåâiðèòè ñìàòîñòiéíî.

7. Ìåòîäè çíàõîäæåííÿ îáåðíåíèõ ìàòðèöü

Iñíó¹ 2 îñíîâíi ìåòîäè: òåîðåòè÷íié i ïðàêòè÷íèé.

7.1. Òåîðåòè÷íèé ìåòîä

Íåõàé A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

1. Çíàõîäèìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi À i ÿêùî âií ̸= 0 ⇒

2. Êîæåí åëåìåíò ìàòðèöi À çàìiíþ¹ìî éîãî àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåí-

íÿì


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

An1 An2 . . . Ann

 .

3. Òðàíñïîíó¹ìî îäåðæàíó ìàòðèöþ i êîæåí åëåìåíò äiëèìî íà âèçíà-

÷íèê ìàòðèöi À.

Ïðèêëàä 5. A =


1 0 1

−1 2 1

2 1 0

 ;

1) |A| =

∣∣∣∣∣2 1

1 0

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣−1 2

2 1

∣∣∣∣∣ = −1− 5 = −6 ̸= 0;

2)


−1 2 −5

1 −2 −1

−2 −2 2

 ;
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3)


1/6 −1/6 1/3

−1/3 1/3 1/3

5/6 1/6 −1/3

 = A−1.

7.2. Ïðàêòè÷íèé ìåòîä

Íåõàé äàíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ïîðÿäêó n. Äîïèñó¹ìî äî íå¨ ñïðà-

âà ìàòðèöþ òàêîãî æ ïîðÿäêó. Îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ (A|E) ïîðÿäêó

n×2n. Â öié ìàòðèöi ðîáèìî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ òàê, ùîáè

â ëiâié ÷àñòèíi, òîáòî íà ìiñöi ìàòðèöi A îäåðæàòè îäèíè÷íó ìàòðèöþ

E, òîäi â ïðàâié ÷àñòèíi ç'ÿâèòüñÿ ìàòðèöÿ A−1.

(A|E) ∼ (E|A−1).

Ïðèêëàä 6. A =


1 0 1

−1 2 1

2 1 0

 ;

(A|E) =


1 0 1 1 0 0

−1 2 1 0 1 0

2 1 0 0 0 1

 ∼


1 0 1 1 0 0

0 2 2 1 1 0

0 1 −2 −2 0 1

 ∼

∼


1 0 1 1 0 1

0 1 −2 −2 0 1

0 2 2 1 1 0

 ∼


1 0 1 1 0 0

0 1 −2 −2 0 1

0 0 6 5 1 −2

 ∼

∼


1 0 1 1 0 0

0 1 −2 −2 0 1

0 0 1 5/6 1/6 −1/3

 ∼

∼


1 0 0 1/6 −1/6 1/3

0 1 −2 −1/3 1/3 1/3

0 0 1 5/6 1/6 −1/3

 , A−1 =


1/6 −1/6 1/3

−1/3 1/3 1/3

5/6 1/6 −1/3

 .

8. Ëåìà ïðî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ

Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ ïðàêòè÷íîãî ìåòîäó îá÷èñëåííÿ îáåðíåíî¨ ìà-

òðèöi äîâåäåìî ëåìó ïðî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
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Äî åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ìàòðèöi âiäíîñÿòüñÿ:

1. ïåðåñòàíîâêè ðÿäêiâ;

2. äîìíîæåííÿ ðÿäêà íà íåíóëüîâå ÷èñëî;

3. äîäàâàííÿ äî ðÿäêà iíøîãî ðÿäêà äîìíîæåíèé íà ÷èñëî.

Àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ âèêîíóþòüñÿ i äëÿ ñòîâï÷èêiâ.

Ëåìà 5 (ïðî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ìàòðèöi). Íåõàé äàíî ìàòðè-

öþ A ïîðÿäêó m × n Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöþ

åêâiâàëåíòíi äîìíîæåííþ ìàòðèöi çëiâà íà ìàòðèöþ, ùî îäåðæàíà

ç îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó m òàêèì ñàìèì ïåðåòâîðåííÿì ðÿäêiâ.

Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi A åêâiâàëåíòi äîìíî-

æåííþ ìàòðèöi ñïðàâà íà ìàòðèöþ, ùî îäåðæàíà ç îäèíè÷íî¨ ìà-

òðèöi ïîðÿäêó n, òàêèì ñàìèì ïåðåòâîðåííÿì ñòîâï÷èêiâ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öþ ëåìó äëÿ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ (äëÿ ñòîâï÷èêiâ

ïåðåâiðèòè ñàìîñòiéíî).

A =



α11 α12 . . . α1i . . . α1j . . . α1n

α21 α22 . . . α2i . . . α2j . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αi1 αi2 . . . αii . . . αij . . . αin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αj1 αj2 . . . αji . . . αjj . . . αjn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αni . . . αnj . . . αnn


.
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1) Ïåðåñòàâëÿ¹ìî ìiñöÿìè i-é i j-é ðÿäêè.

B =



α11 α12 . . . α1i . . . α1j . . . α1n

α21 α22 . . . α2i . . . α2j . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αj1 αj2 . . . αji . . . αjj . . . αjn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αi1 αi2 . . . αii . . . αij . . . αin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αni . . . αnj . . . αnn


.

Ç iíøîãî áîêó áåðåìî îäèíè÷íó ìàòðèöþ E ïîðÿäêó m.

E =


1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1

 ,

i â íié ïåðåñòàâëÿ¹ìî i-é i j-é ðÿäêè, îäåðæó¹ìî

F =



1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0 1 . . . 0 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


.
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FA =



1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0 1 . . . 0 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


·

·



α11 α12 . . . α1i . . . α1j . . . α1n

α21 α22 . . . α2i . . . α2j . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αi1 αi2 . . . αii . . . αij . . . αin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αj1 αj2 . . . αji . . . αjj . . . αjn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αni . . . αnj . . . αnn


=

=



α11 α12 . . . α1i . . . α1j . . . α1n

α21 α22 . . . α2i . . . α2j . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αj1 αj2 . . . αji . . . αjj . . . αjn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αi1 αi2 . . . αii . . . αij . . . αin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αni . . . αnj . . . αnn


= B.

2) Íåõàé i-é ðÿäîê ìàòðèöi A äîìíîæåíèé íà ÷èñëî λ ̸= 0/ Îòðèìàëè
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ìàòðèöþ

B =



α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λαi1 λαi2 . . . λαin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn


.

Ç iíøîãî áîêó â ìàòðèöi E äîìíîæèìî i-é ðÿäîê íà λ ̸= 0. Òîäi îòðè-

ìà¹ìî

F =



1 0 . . . 0 . . . 0

0 1 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 1


.

FA =



1 0 . . . 0 . . . 0

0 1 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 1





α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αi1 αi2 . . . αin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn


=

=



α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λαi1 λαi2 . . . λαin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn


= B.

3) Â ìàòðèöi A äî i-ãî ðÿäêà äîäàìî j-é ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà λ ̸= 0(B).

Â ìàòðèöi E äî i-ãî ðÿäêà äîäàìî j-é ðÿäîê ïîìíîæåíèé íà λ ̸= 0 (F ).
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B =



α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αi1 + λαj1 αi2 + λαj2 . . . αin + λαjn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn


,

F =



1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0 1 . . . 0 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 . . . λ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


,

FA =



1 0 . . . 0 . . . 0 . . . 0

0 1 . . . 0 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 . . . λ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 0 . . . 1


·

·



α11 α12 . . . α1i . . . α1j . . . α1n

α21 α22 . . . α2i . . . α2j . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αi1 αi2 . . . αii . . . αij . . . αin

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αj1 αj2 . . . αji . . . αjj . . . αjn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 . . . αmi . . . αmj . . . αmn


= B.
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9. Îáãðóíòóâàííÿ ïðàêòè÷íîãî ìåòîäó

çíàõîäæåííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

Ïðèïóñòèìî (A|E) → (E|A−1) çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííü ðÿäêiâ

τ1, τ2, . . . , τk. Çà ëåìîþ ïðî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ êîæíå òàêå ïå-

ðåòâîðåííÿ åêâiâàëåíòíå äîìíîæåííþ ìàòðèöi çëiâà âiäïîâiäíî íà ìà-

òðèöi T1, T2, . . . , Tk , òàêèì ÷èíîì (TkTk−1 . . . T2T1)A = E ⇒ A−1 =

TkTk−1 . . . T2T1. À òîäi ïðè öèõ ïåðåòâîðåííÿõ, êîëè ìàòðèöi

T1, T2, . . . , Tk äîìíîæàþòüñÿ íà ìàòðèöþ E, îäåðæó¹ìî

(TkTk−1 . . . T2T1)E = TkTk−1 . . . T2T1 = A−1.

10. Äîñòàòíÿ óìîâà iñíóâàííÿ îáåðíåíî¨

ìàòðèöi(îçíàêà Àäàìàðà)

Òåîðåìà 18. Íåõàé A = (αij) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n äëÿ

âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ

|αii| >
n∑

k=1,k ̸=i

|αik|.

Òîäi äëÿ À iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ.

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

 .

Çà òåîðåìîþ ïðî îáåðíåíó ìàòðèöþ äîñòàòíüî ïîêàçàòè ùî |A| ̸= 0.

Ïðèïóñòèìî |A| = 0. Òîäi ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâ-
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íÿíü 
α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = 0,

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1x1 + αn2x2 + . . .+ αnnxn = 0.

Ñèñòåìà êâàäðàòíà i ¨¨ âèçíà÷íèê = 0, òîáòî ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé

ðîçâ'ÿçîê β1, β2, . . . , βn. Ñåðåä ÷èñåë |β1|, |β2|, . . . , |βn| âèáèðà¹ìî ìàêñè-
ìàëüíå. Íåõàé öå |βi|, |βi| > 0. Ïiäñòàâëÿ¹ìî ðîçâ'ÿçîê β1, β2, . . . , βn

â i-òå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè αi1β1 + αi2β2 + . . . + αinβn = 0, àáî αiiβi =

−αi1β1−αi2β2− . . .−αinβn ⇒ |αiiβi| = | −αi1β1−αi2β2− . . .−αinβn| ⩽
|αi1β1|+|αi2β2|+. . .+|αinβn|. Òàêèì ÷èíîì |αi1||βi| ⩽ |αi1||β1|+|αi2||β2|+
. . . + |αi i−1||βi−1| + |αi i+1||βi+1| + . . . + |αin||βn| ⩽ |αi1||βi| + |αi2||βi| +
. . . + |αi i−1||βi| + |αi i+1||βi| + . . . + |αin||βi|. Îòæå, |αii| ⩽ |αi1| + |αi2| +
. . . + |αii−1| + |αii+1| + . . . + |αin|, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. Òàêèì ÷èíîì

|A| ≠ 0 i äëÿ öi¹¨ ìàòðèöi iñíó¹ A−1.

11. Äåÿêi çàñòîñóâàííÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi

1) Ðîçâ'çóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. Íåõàé äà-

íî ðiâíÿííÿ AX = B , äå A,B,X �êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n, A,B �

âiäîìi ìàòðèöi, X �íåâiäîìà ìàòðèöÿ. Ïðèïóñêà¹ìî òàêîæ, ùî ∆(A) ̸=
0. Äîìíîæèìî çëiâà íà ìàòðèöþ A−1. Îäåðæèìî A−1AX = A−1B, òîá-

òî X = A−1B.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî äàíå ðiâíÿííÿ XA = B, äîìíîæèìî éîãî ñïðàâà

íà ìàòðèöþ A−1, îäåðæèìî XAA−1 = BA−1, òîáòî X = BA−1.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ AX = B, |A| ̸= 0 ìîæíà çàïðîïîíóâàòè

òàêèé ñïîñiá: çàïèñàòè ìàòðèöþ ïîðÿäêón× 2n: (A|B). Åëåìåíòàðíèìè

ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ çâîäèìî ëiâó ÷àñòèíó öi¹¨ ìàòðèöi äî ìàòðèöi E,

òîäi â ïðàâié ÷àñòèíi ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ìàòðèöÿ X. Äiéñíî, íàïðèêëàä ìàòðè-

öÿ A çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ τ1, τ2, . . . , τk çâîäè-

òüñÿ äî ìàòðèöi E. Çà ëåìîþ ïðî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ τi åêâiâàëåí-

òíå äîìíîæåííþ ìàòðèöi çëiâà íà ìàòðèöþ Ti, ÿêà îäåðæàíà ç îäèíè-
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÷íî¨ ìàòðèöi ïåðåòâîðåííÿì ðÿäêiâ τi, òàêèì ÷èíîì, (TkTk−1 . . . T2T1)A =

E ⇒ TkTk−1 . . . T2T1 = A−1.Òîäi, ÿêùî ïåðåòâîðåííÿ τ1, τ2, . . . , τk âèêî-

íóþòüñÿ äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ìàòðèöi, òîáòî äëÿ ìàòðèöi B, îäåðæèìî

ìàòðèöþ (TkTk−1 . . . T2T1)B = F−1B = X.

Äëÿ ðiâíÿííÿ XA = B ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïîäiáíèé ìåòîä, ÿêùî

ïåðåéòè äî òðàíñïîíîâàíèõ ìàòðèöü ATXT = BT , à ðåçóëüòàò çíîâó

òðàíñïîíóâàòè.

2) Íåõàé äàíà êâàäðàòíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü


α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = β1,

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = β2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αn1x1 + αn2x2 + . . .+ αnnxn = βn.

A =


α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n

. . . . . . . . . . . .

αn1 αn2 . . . αnn

, |A| ≠ 0.

Çà òåîðåìîþ Êðàìåðà öÿ ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåïèøåìî

ñèñòåìó â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi, äëÿ öüîãî ââåäåìî âåêòîðè-ñòîâï÷èêè

x =


x1

x2

. . .

xn

 , b =


β1

β2

. . .

βn

 .

Öi âåêòîðè-ñòîâï÷èêè ¹ ìàòðèöÿìè ç n ðÿäêàìè i 1 ñòîâï÷èêîì, òîáòî

ïîðÿäêó n × 1, òîìó ñèñòåìà ðiâíÿíü çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi Ax = b.

Äîìíîæèìî öå ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ çëiâà íà A−1: A−1Ax = A−1b, àáî x =

A−1b. Òàêèì ÷èíîì, ùîá îäåðæàòè ðîçâ'ÿçîê, òðåáà âåêòîð-ñòîâï÷èê

âiëüíèõ ÷ëåíiâ äîìíîæèòè çëiâà íà ìàòðèöþ A−1.
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12. Óíiìîäóëÿðíi ìàòðèöi

Îçíà÷åííÿ 48. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ À íàçèâà¹òüñÿ óíiìîäóëÿðíîþ,

ÿêùî ¨¨ âèçíà÷íèê ∆(A) = detA = ±1, àáî |detA| = 1.

Ïðèêëàä 7. Îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ¹ óíiìîäóëÿðíîþ.

Îçíà÷åííÿ 49. Ìàòðèöþ A áóäåìî íàçèâàòè öiëî÷èñåëüíîþ, ÿêùî âñi

¨¨ åëåìåíòè öiëi ÷èñëà.

Ëåìà 6. Íåõàé A � êâàäðàòíà íåâèðîäæåíà öiëî÷èñåëüíà ìàòðèöÿ.

Ìàòðèöÿ A−1 öiëî÷èñåëüíà ⇔ ìàòðèöÿ À óíiìîäóëÿðíà.

Äîâåäåííÿ. (⇐) ÏðèïóñòèìîA� óíiìîäóëÿðíà, òîáòî |A| = ±1. Îñêiëü-

êè A � öiëî÷èñåëüíà, òî àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ âñiõ ¨¨ åëåìåíòiâ öiëi.

Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è òåîðåòè÷íèé ìåòîä ïîøóêó îáåðíåíî¨ ìàòðèöi, îäåð-

æó¹ìî, ùî A−1 � öiëî÷èñåëüíà.

(⇒) Ïðèïóñòèìî A−1 � öiëî÷èñåëüíà. Îñêiëüêè A � íåâèðîäæåíà,

òî detA � öiëå ÷èñëî i ̸= 0. Ïðèïóñòèìî A íå ¹ óíiìîäóëÿðíîþ, òîäi

detA ̸= ±1, à òîìó |detA| > 1 . Àëå âèçíà÷íèê detA−1 =
1

detA
, òîáòî

|detA−1| < 1, îñêiëüêè detA−1 ̸= 0, òî öåé âèçíà÷íèê íå ¹ öiëèì ÷èñëîì,

à öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A íå ¹ öiëî÷èñåëüíîþ. Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü.
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Ðîçäië 5

Ëiíiéíi äiîôàíòîâi ðiâíÿííÿ

1. Îêðåìi ëiíiéíi äiàôàíòîâi ðiâíÿííÿ

Îçíà÷åííÿ 50. Ëiíiéíèì äiîôàíòîâèì ðiâíÿííÿì íàçèâàþòü ðiâíÿííÿ

âèãëÿäó a1x1+a2x2+ . . .+anxn = b, äå a1, a2, . . . , an, b ∈ Z i ñåðåä ÷èñåë

a1, a2, . . . , an ¹ íåíóëüîâi.

Îçíà÷åííÿ 51. Ïiä ðîçâ'ÿçêîì òàêîãî ðiâíÿííÿ ðîçóìiþòü âåêòîð x∗ =

(x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) êîîðäèíàòè ÿêîãî öiëi ÷èñëà, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿí-

íÿ.

Çÿñó¹ìî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâÿçêó ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ.

Âiçüìåìî ñïî÷àòêó n = 1, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ a1x1 = b. ßêùî a1 ̸= 0

òî x1 =
b

a1
i ðîçâÿçîê iñíó¹ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè b äiëèòüñÿ íà a1

íàöiëî. Äàëi, ÿêùî öiëå ÷èñëî a äiëèòüñÿ íà ÷èñëî d áóäåìî ïîçíà÷àòè

òàê: d|a. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öiëèõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an áóäåìî

ïîçíà÷àòè òàê: ÍÑÄ(a1, a2, . . . , an).

Òåîðåìà 19 (ïðî ëiíiéíå äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ, êðèòåðié iñíóâàííÿ

ðîçâ'ÿçêó). Ëiíiéíå äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b

ìà¹ ðîçâ'ÿçêè ⇔ êîëè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÍÑÄ(a1, a2, . . . , an)

¹ äiëüíèêîì ÷èñëà b.

Äîâåäåííÿ. (⇐) Ïðèïóñòèìî ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

x∗ = (x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n), òîáòî x

∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n ∈ Z i a1x

∗
1+a2x

∗
2+. . .+anx

∗
n = b.

Ïîçíà÷èìî ÍÑÄ(a1, a2, . . . , an) = d, òîäi äëÿ ∀ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn ∈
Z ⇒ d|a1x1; d|a2x2; . . . ; d|anxn, à òîìó d|a1x1 + a2x2 + . . . + anxn, òîìó

d|a1x∗
1 + a2x

∗
2 + . . .+ anx

∗
n, òîáòî d|b.

(⇒) Íåõàé d =ÍÑÄ(a1, a2, . . . , an) i d|b. Âèçíà÷èìî ìíîæèíó S öiëèõ

÷èñåë òàê S = {a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn|x1, x2, . . . , xn ∈ Z}. Ìíîæèíà S

ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
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1) ÿêùî x, y ∈ S òî x±y ∈ S. Äiéñíî, ÿêùî x = a1x1+a2x2+ . . .+anxn,

x1, x2, . . . , xn ∈ Z, à y = a1y2 + a2y2 + . . .+ anyn, y1, y2, . . . , yn ∈ Z, òî
x± y = a1(x1 ± y1) + a2(x2 ± y2) + . . .+ an(xn ± yn) ∈ S.

2) ÿêùî x ∈ S, k ∈ Z, òî kx ∈ S.

3) ñàìi ÷èñëà a1, a2, . . . , an ∈ S. Äiéñíî, íàïð. a1 = 1·a1+0·a2+. . .+0·an.

4) ∀x ∈ S : d|x.

Îñêiëüêè ñåðåä ÷èñåë a1, a2, . . . , an ¹ íåíóëüîâi, ç âëàñòèâîñòi 2) âèïëè-

âà¹, ùî â ìíîæèíi S ¹ äîäàòíi ÷èñëà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç c íàéìåíøå

äîäàòí¹ ÷èñëî ç S i ïîêàæåìî, ùî c = d. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó ïîêàæåìî,

ùî ∀x ∈ S =⇒ c|x. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå ∃x ∈ S òàêå, ùî x íå

äiëèòüñÿ íà c. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 2), ìîæíà ââàæàòè, ùî x > 0,

iíàêøå x äîìíîæèìî íà(−1). Ïîäiëèìî x íà c ç çàëèøêîì: x = cl + q,

l ∈ Z, q ∈ Z, 0 ⩽ q < c. Òîäi x ∈ S, çà âëàñòèâiñòþ 2) cl ∈ S. Òîäi çà

âëàñòèâiñòþ 1) x − cl = q ∈ S. ßêùî q ̸= 0, òî 0 < q < c i q ∈ S, ùî

ñóïåðå÷èòü âèáîðó ÷èñëà c. Òàêèì ÷èíîì q = 0, x = cl i c|x. Çâiäñè, çà
âëàñòèâiñòþ 3), c|a1, c|a2, . . . , c|an, àëå d = ÍÑÄ(a1, a2, . . . , an), òîìó c|d.
Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè c ∈ S, çà âëàñòèâiñòü 4) d|c, òàêèì ÷èíîì c = d.

Òîáòî ìè îäåðæàëè, ùî d ∈ S, à òîìó ∃ öiëi ÷èñëà x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n ∈ Z òàêi,

ùî d = a1x
∗
1+a2x

∗
2+ . . .+anx

∗
n. Îñêiëüêè çà óìîâîþ d|b, òî ∃m ∈ Z òàêå,

ùî b = md, à òîìó a1(mx∗
1) + a2(mx∗

2) + . . . + an(mx∗
n) = md = b, òîáòî

mx∗
1,mx∗

2, . . . ,mx∗
n � ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ.

2. Ñèñòåìè ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 52. Ñèñòåìà ðiâíÿíü

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1;

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.
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íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü, ÿêùî âñi aij ∈ Z,
bi ∈ Z, i = 1,m, j = 1, n

Îçíà÷åííÿ 53. Ïiä ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü

áóäåìî íàçèâàòè âåêòîð x∗ = (x∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
n), âñi êîîðäèíàòè ÿêîãî öiëi

÷èñëà, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ.

Ç'ÿñó¹ìî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ

ðiâíÿíü. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ ¹ òåîðåìà Êðîíåêåðà-Êàïåëëi, òîáòî ÿêùî

A� îñíîâíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè, Ā = (A|b)� ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè,

òî r(A) = r(Ā). Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü ìîæíà ââàæàòè,

ùî r(A) = r(Ā) = m, òîáòî öi ðiâíÿííÿ ëiíiéíî íåçàëåæíi, à ðiâíÿííÿ,

ùî ¹ íàñëiäêîì, âiäêèíóòè.

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó òàêó ëåìó

Ëåìà 7. Íåõàé A = (αij) � öiëî÷èñåëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m × n i

ðàíãó m. Òîäi ∃ òàêà öiëî÷èñåëüíà ìàòðèöÿ V , ùî ìàòèöÿ H = AV �

öiëî÷èñåëüíà i ìà¹ âèãëÿä

H =



ᾱ11 0 0 · · · 0 0 · · · 0

ᾱ21 ᾱ22 0 · · · 0 0 · · · 0

ᾱ31 ᾱ32 ᾱ33 · · · 0 0 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ᾱm1 ᾱm2 ᾱm3 · · · ᾱmm 0 · · · 0


,

ïðè÷îìó ᾱii ̸= 0, i = 1,m. Ìàòðèöÿ H íàçèâà¹òüñÿ åðìiòîâîþ ôîðìîþ

ìàòðèöi A.

Äëÿ äîâåäåííÿ îïèøåìî àëãîðèòì Åðìiòà çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî

åðìiòîâî¨ ôîðìè öiëî÷èñåëüíèìè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ñòîâ-

ï÷èêiâ, äî ÿêèõ íàëåæàòü:

1) ïåðåñòàíîâêà ñòîâï÷èêiâ;

2) äîäàâàííÿ äî ñòîâï÷èêà iíøîãî ñòîâï÷èêà;

3) ìíîæåííÿ ñòîâï÷èêà íà öiëå ÷èñëî.

90



Ïðèïóñòèìî, ìè çâåëè öiëî÷èñåëüíèìè åëåìåíàòðíèìè ïåðåòâîðåí-

íÿìè ìàòðèöþ A äî ìàòðèöiH. Çà ëåìîþ ïðî åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ

êîæíå åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ åêâiâàëåíòíî äîìíîæåí-

íþ ìàòðèöi ñïðàâà íà ìàòðèöþ, ÿêà îäåðæàíà ç îäèíè÷íî¨ òàêèì ñà-

ìèì åëåìåíòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì ñòîâï÷èêiâ. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî çðî-

áëåíi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ τ1, τ2, . . . , τk, êîæíîìó ïå-

ðåòâîðåííþ τi âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ Ti ⇒ H = AT1T2 . . . Tk. Ïîçíà÷èìî

V = T1T2 . . . Tk. Çðîçóìiëî, ùî ìàòðèöÿ V � öiëî÷èñåëüíà, îñêiëüêè

Ti � öiëî÷èñåëüíi, i îñêiëüêè |Ti| = ±1, i = 1, k, òî |V | = ±1.

Îïèøåìî àëãîðèòì Åðìiòà:

Íåõàé äàíà öiëî÷èñåëüíà ìàòðèöÿ

A =


α11 α12 · · · α1n

α21 α22 · · · α2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1 αm2 · · · αmn

 .

Ñåðåä åëåìåíòiâ 1-ãî ðÿäêà âèáèðà¹ìî òîé, ìîäóëü ÿêîãî ìiíiìàëüíèé

i ïåðåñòàíîâêîþ ñòîâï÷èêiâ ñòàâèìî éîãî íà ïåðøå ìiñöå, òîáòî ìî-

æíà ââàæàòè, øî |α11| ìiíiìàëüíèé ñåðåä âñiõ åëåìåíòiâ 1-ãî ðÿäêà.

Êîæåí åëåìåíò 1-ãî ðÿäêà αij , j = 2, n ìîæíà âèïèñàòè ó âèãëÿäi

αij = α11sj + α′
ij , äå sj ∈ Z, α′

ij ∈ Z, 0 ⩽ |α′
ij | < |α11|. Âiä j-ãî ñòîâ÷èêà

ìàòðèöi, äå j = 2, n, âiäíiìà¹ìî 1-èé ñòîâï÷èê, äîìíîæåíèé íà sj . Â

ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ, â ïåðøîìó ðÿäêó ÿêî¨ åëåìåíòè ç ìà-

êñèìàëüíèì ìîäóëåì ⩽ α11. Çíîâó ïðîâîäèìî öåé ïðîöåñ i ÷åðåç êiëüêà

êðîêiâ îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ
ᾱ11 0 0 · · · 0

ᾱ21 β22 β23 · · · β2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ᾱm1 βm2 βm3 · · · βmn

 .
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Äàëi ïðîâîäèìî àíàëîãi÷íèé ïðîöåñ äëÿ ìàòðèöi
β22 β23 · · · β2n

β32 β33 · · · β3n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

βm2 βm3 · · · βmn

 .

3. Òåîðåìà ïðî ñèñòåìó ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ

ðiâíÿíü

Òåîðåìà 20 (Øòåéíiöà). Íåõàé äàíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ

ðiâíÿíü

α11x1 + α12x2 + . . .+ α1nxn = β1;

α21x1 + α22x2 + . . .+ α2nxn = β2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

αm1x1 + αm2x2 + . . .+ αmnxn = βm.

ïðè÷îìó ðàíã ¨¨ îñíîâíî¨ ìàòðèöi A = (αij) r(A) = m. Ñèñòåìà ìà¹

ðîçâ'ÿçîê ⇔ êîëè ÍÑÄ âñiõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó m ìàòðèöi A äîðiâíþ¹

ÍÑÄ âñiõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó m ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi Ā = (A|b).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi Ax = b, äå

x =


x1

x2

· · ·
xn

 , b =


b1

b2

· · ·
bn

 .

Íåõàé H � åðìiòîâà ôîðìà ìàòðèöi A, òîáòî çà ëåìîþ H = AV ,

äå V � öiëî÷èñåëüíà óíiìîäóëÿðíà ìàòðèöÿ. Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà

ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü Ax = b ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ⇔ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìà ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü Hy = b, y =


y1

y2

· · ·
yn

. Íåõàé x∗ �

öiëî÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Ax = b. Òîäi A(V V −1)x∗ = b =⇒
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(AV )(V −1x∗) = b =⇒ H(V −1x∗) = b. Îñêiëüêè V � öiëî÷èñåëüíà i

óíiìîäóëÿðíà ìàòðèöÿ, òî ìàòðèöÿ V −1 öiëî÷èñåëüíà i y∗ = V −1x∗ �

öiëî÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Hy = b. Íàâïàêè, íåõàé y∗ � öiëî-

÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè Hy = b, òîäi AV y∗ = b, A(V y∗) = b, i

îñêiëüêè V � öiëî÷èñåëüíà ìàòðèöÿ, òî x∗ = V y∗ � öiëî÷èñåëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ñèòåìè Ax = b. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî öiëî÷èñåëüíi åëåìåí-

òàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi íå çìiíþþòü íàéáiëüøi ñïiëüíi

äiëüíèêè ¨¨ ìiíîðiâ äàíèõ ïîðÿäêiâ. À òîìó äîñòàòíüî äîâåñòè òåîðåìó

äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü Hy = b.

H =


ᾱ11 0 · · · 0 0 · · · 0

ᾱ21 ᾱ22 · · · 0 0 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ᾱm1 ᾱm2 · · · ᾱmm 0 · · · 0

 ,

āii ̸= 0, i = 1,m. Çàïèøåìî ñèñòåìó ó âèãëÿäi

ā11y1 = b1,

ā21y1 + ā22y2 = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ām1y1 + . . .+ āmmym = bm.

Ãîëîâíèé âèçíà÷íèê ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ā11 0 · · · 0

ā21 ā22 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ām1 ām2 · · · āmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ā11ā22 . . . āmm ̸= 0,

à òîìó çà òåîðåìîþ Êðàìåðà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y1 =
∆1

∆
,

y2 =
∆2

∆
, . . . , ym =

∆m

∆
,
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∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ā11 0 · · · b1 · · · 0

ā21 ā22 · · · b2 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ām1 ām2 · · · bm · · · āmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà ëiíiéíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ⇔
∆|∆1, ∆|∆2, . . . , ∆|∆m. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàóâàæèìî, ùî ∆ ¹

ÍÑÄ âñiõ ìiíîðiâ ïîðÿäêó m îñíîâíî¨ ìàòðèöi H ñèñòåìè ðiâíÿíü Hy =

b, îñêiëüêè âñi iíøi ìiíîðè ïîðÿäêó m äîðiâíþþòü 0. Â ðîçøèðåíié

ìàòðèöi H̄ = (H|b) âñi íåíóëüîâi ìiíîðè ïîðÿäêó m � öå ìiíîðè ∆,

∆1, . . . , ∆m, ðåøòà ìiíîðiâ ïîðÿäêó m äîðiâíþþòü 0.
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