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Ðîçäië 1

Êîìïëåêñíi ÷èñëà

1. Åâîëþöiÿ ïîíÿòòÿ ÷èñëà

Â îñíîâi âñiõ ÷èñëîâèõ ìíîæèí ëåæèòü íàòóðàëüíèé ðÿä 1, 2, 3, ...

ÿêèé ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç N. Åëåìåíòè íàòóðàëüíîãî ðÿäó âiäîáðàæàþòü
íàéïðîñòiøi êiëüêiñíi âiäíîøåííÿ.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ a+x = b, a, b ∈ N. Öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ
â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ïðè a ⩾ b, à òîìó, äëÿ îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî

ðiâíÿííÿ ïðè ∀a, b ∈ N, áóëè ââåäåíi 0 i âiä'¹ìíi ÷èñëà, ÿêi ðàçîì ç N
óòâîðèëè Z � öiëi ÷èñëà. Ïðè÷îìó â öié ìíîæèíi ðiâíÿííÿ a + x = b

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ïðè ∀a, b ∈ Z.
Ðîçãëÿíåìî iíøå ðiâíÿííÿ ax = b, a, b ∈ Z, a ̸= 0. Öå ðiâíÿííÿ íå ìà¹

ðîçâ'ÿçêiâ â Z, ÿêùî b íå äiëèòüñÿ íà a. Òîìó, ùîá îòðèìàòè ðîçâ'ÿçêè

ïðè ∀a, b ∈ Z, a ̸= 0, áóëè ââåäåíi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà Q.
Ðîçãëÿíåìî êâàäðàò, ñòîðîíà ÿêîãî = 1 i äiàãîíàëü =

√
2. Ïîêàæåìî,

ùî
√
2 íå ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì. Ïðèïóñòèìî, ñóïðîòèâíå

√
2 =

p

q
,

p, q ∈ Z, p, q âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîäi 2 =
p2

q2
, p2 = 2q2 =⇒ 2|p2 =⇒

2|p =⇒ p = 2c, c ∈ Z. 2q2 = 4c2, q2 = 2c2, 2|q2 =⇒ 2|q, òàêèì ÷èíîì

÷èñëà p i q ìàþòü ñïiëüíèé äiëüíèê 2, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi.

Äëÿ òîãî, øîá îòðèìóâàòè äîâæèíè âiäðiçêiâ â òàêèõ âèïàäêàõ áóëî

ââåäåíî ðîçøèðåííÿ Q � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R.
Êîæíå äiéñíå íåðàöiîíàëüíå ÷èñëî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi íåñêií-

÷åíîãî íåïåðiîäè÷íîãî äåñÿòêîâîãî äðîáó. Íàïðèêëàä, n < z < n + 1,

n ∈ Z. Íà ÷èñëîâié ïðÿìié âiäðiçîê [n, n + 1] äiëèìî íà 10 ðiâíèõ ÷à-

ñòèí i çà a1 áåðåìî ÷èñëî, ÿêå íà 1 ìåíøå çà íîìåð âiäðiçêà, íà ÿêîìó

çíàõîäèòüñÿ ÷èñëî z. Àíàëîãi÷íî öåé âiäðiçîê äiëèìî íà 10 ðiâíèõ ÷à-

ñòèí i çà a2 áåðåìî ÷èñëî, ÿêå íà 1 ìåíøå çà íîìåð âiäðiçêà, íà ÿêîìó

çíàõîäèòüñÿ ÷èñëî z i ò.ä. Îòðèìà¹ìî Z = n, a1a2a3...
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Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ x2 = c, c ∈ R. Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè â

R òiëüêè ÿêùî c ⩾ 0. Ùîá îäåðæàòè ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ ïðè ∀c
òðåáà ââåñòè ðîçøèðåííÿ R, à ñàìå êîìïëåêñíi ÷èñëà C. Ó öié ìíîæèíi

ðiâíÿííÿ x2 = c ìà¹ ðîçâ'ÿçêè ïðè ∀c ∈ C. ßêùî f(x) � äåÿêèé ìíîãî-

÷ëåí, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ¹ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, òî ðiâíÿííÿ f(x) = 0

çàâæäè ìà¹ êîðiíü ç ìíîæèíè C. Â öüîìó ïîëÿãà¹ îñíîâíà òåîðåìà àë-

ãåáðè.

2. Êîìïëåêñíi ÷èñëà

Áåðåìî ðiâíÿííÿ x2 = −1, öå ðiâíÿíííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â ìíîæèíi C,
öåé ðîçâ'ÿçîê ïîçíà÷èìî ÷åðåç i. Òîäi i2 = −1. Ìíîæèíà C ¹ ðîçøèðå-

ííÿì ìíîæèíè R, òîìó R ⊆ C, i ∈ C. Äëÿ åëåìåíòiâ ìíîæèíè C òðåáà

ââåñòè àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨. bi ∈ C, ∀b ∈ R, a+ bi ∈ C, ∀a, b ∈ R, òîáòî
âñi ÷èñëà a+ bi ñêëàäàþòü ìíîæèíó C.

Îçíà÷åííÿ 1. Êîìïëåêñíèì ÷èñëîì íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî âèãëÿäó z =

a+ bi, äå a, b ∈ R, à i � íîâèé ñèìâîë.

ßêùî z = a + bi, òî a íàçèâàþòü äiéñíîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà z, à b �

óÿâíîþ ÷àñòèíîþ. ßêùî b = 0, îòðèìà¹ìî z = a ∈ R, ÿêùî a = 0, òî

÷èñëî z = bi íàçèâà¹òüñÿ ÷èñòî óÿâíèì.

Äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà z1 = a1+ b1i i z2 = a2+ b2i ââàæàþòü ðiâíèìè,

ÿêùî ðiâíi ¨õíi äiéñíi i óÿâíi ÷àñòèíè a1 = a2, b1 = b2.

Íåõàé z = a+ bi, òîäi êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèì äëÿ íüîãî íàçèâà¹òüñÿ

÷èñëî z̄ = a− bi. Çðîçóìiëî, ùî ¯̄z = z, z + z̄ ∈ R, z − z̄ � ÷èñòî óÿâíå.

3. Äi¨ íàä êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè

Ââåäåìî àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi C:
1) äîäàâàííÿ: ïiä ñóìîþ äâîõ ÷èñåë z1 = a1+b1i i z2 = a2+b2i áóäåìî

ðîçóìiòè z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i;

2) âiäíiìàííÿ: ïiä ðiçíèöåþ äâîõ ÷èñåë z1 = a1 + b1i i z2 = a2 + b2i

ðîçóìi¹ìî ÷èñëî z1 − z2 = (a1 − a2) + (b1 − b2)i;
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3) ìíîæåííÿ: ïiä äîáóòêîì äâîõ ÷èñåëz1 = a1 + b1i i z2 = a2 + b2i

áóäåìî ðîçóìiòè z1z2 = (a1+b1i)(a2+b2i) = a1a2+a1b2i+a2b1i+b1b2i
2 =

(a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i;

4) äiëåííÿ: ïiä ÷àñòêîþ äâîõ ÷èñåëz1 = a1 + b1i i z2 = a2 + b2i, z2 ̸= 0

áóäåìî ðîçóìiòè
z1
z2

=
a1 + b1i

a2 + b2i
. Äîìíîæèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà

÷èñëî êîìïëåêñíî ñïðÿæåíå äî çíàìåííèêà
z1
z2

=
(a1 + b1i)(a2 − b2i)

(a2 + b2i)(a2 − b2i)
=

(a1a2 + b1b2) + (a1b2 − a2b1)i

a22 − (b2i)2

=
(a1a2 + b1b2) + (a1b2 − a2b1)i

a22 + b22
=

a1a2 + b1b2
a22 + b22

+
a1b2 − a2b1
a22 + b22

i.

4. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

ßê âiäîìî, äiéñíi ÷èñëà ìîæíà çîáðàçèòè òî÷êàìè íà ïðÿìié. Âi-

çüìåìî íà ïëîùèíi äåêàðòîâó ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò i êîæíî-

ìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó z = a + bi ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êó

A(a, b). Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî âçà¹ìíîîäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ

êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè i òî÷êàìè íà ïëîùèíi.

Ç iíøîãî áîêó, ç êîæíîþ òî÷êîþ íà ïëîùèíi çâ'ÿçàíèé âåêòîð OA =

{a, b}. Òîìó, ç iíøîãî áîêó, âñòàíîâëåíî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiä-

íiñòü ìiæ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè i âåêòîðàìè íà ïëîùèíi. ßêùî z1 →
OA, à z2 → OB, òî z1 ± z2 → OA± OB, òîáòî äîäàâàííþ i âiäíiìàííþ

êîìïëåñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäà¹ äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ âåêòîðiâ.

5. Òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Êîæíîìó x ∈ C âiäïîâiäà¹ âåêòîð íà ïëîùèíi, à êîæåí íåíóëüîâèé

âåêòîð çàäà¹òüñÿ äîâæèíîþ i íàïðÿìêîì.

Íàïðÿìîê âåêòîðà OA ìîæíà çàäàòè, ÿêùî çàäàòè êóò, ÿêèé öåé

âåêòîð óòâîðþ¹ ç äîäàòíiì íàïðÿìîì îñi Ox. Ïðè öüîìó äîìîâèìîñü,

ùî âñi êóòè âiäðàõîâóþòüñÿ âiä îñi Ox ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

Íåõàé OA = {a, b} âiäïîâiäà¹ z = a + bi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r äîâæè-

íó OA, à ÷åðåç α êóò, ÿêèé öåé âåêòîð óòâîðþ¹ ç äîäàòíiì íàïðÿìîì

îñi Ox. r =
√
a2 + b2, a = r cosα, b = r sinα, z = r cosα + r sinα i =
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r(cosα+ i sinα) � öå òðèãîíîìåòðè÷íà ôîðìà z ∈ C. r íàçèâà¹òüñÿ ìî-

äóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà i ïîçíà÷à¹òüñÿ |z|, α íàçèâà¹òüñÿ àðãóìåíòîì

êîìïëåêñíîãî ÷èñëà i ïîçíà÷à¹òüñÿ arg(z). ßêùî z = 0, òî |z| = 0, arg(z)

ïðîñòî íå âèçíà÷à¹òüñÿ.

Íåõàé z = a+bi = r(cosα+i sinα). Òîäi z̄ = a−bi = r(cosα−i sinα) =

r(cos(−α) + i sin(−α)).

Äëÿ äàíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ìîäóëü âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî,

à arg ç òî÷íiñòþ äî ïåðiîäó 2π. Òàêèì ÷èíîì 2 êîìïëåêñíèõ ÷èñëà â

òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi ââàæàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî ¨õíi ìîäóëi ðiâíi,

à arg âiäðiçíÿþòüñÿ íà ÷èñëî êðàòíå 2π.

6. Ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë â

òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi

Íåõàé z1 = r1(cosα1 + i sinα1), z2 = r2(cosα2 + i sinα2). Òîäi

z1z2 = r1r2(cosα1 cosα2+ i cosα1 sinα2+ i sinα1 cosα2+ i2 sinα1 sinα2) =

r1r2((cosα1 cosα2 − sinα1 sinα2) + i(cosα1 sinα2 + sinα1 cosα2))

= r1r2(cos(α1 + α2) + i sin(α1 + α2)).

Òàêèì ÷èíîì, ùîá ïåðåìíîæèòè 2 ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi,

òðåáà ¨õíi ìîäóëi ïåðåìíîæèòè, à àðãóìåíòè äîäàòè.

Íàïðèêëàä, z = r(cosα + i sinα), z̄ = r(cos(−α) + i sin(−α)). zz̄ =

r2(cos(α− α) + i sin(α− α)) = r2

7. Äiëåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë â

òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi

Íåõàé äàíî z1 = r1(cosα1 + i sinα1), z2 = r2(cosα2 + i sinα2), z2 ̸=

0 =⇒ r2 ̸= 0. Òîäi
z1
z2

=
r1(cosα1 + i sinα1)

r2(cosα2 + i sinα2)
=⇒ çà ïðàâèëîì òðå-

áà äîìíîæèòè ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê íà ÷èñëî, êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíå

çíàìåííèêó =⇒
z1
z2

=
r1(cosα1 + i sinα1)r2(cos(−α2) + i sin(−α2))

r2(cosα2 + i sinα2)r2(cos(−α2) + i sin(−α2))
=
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r1r2(cos(α1 − α2) + i sin(α1 − α2))

r22(cos 0 + i sin 0)
=

r1
r2

(cos(α1 − α2) + i sin(α1 − α2)).

Òàêèì ÷èíîì, ùîá ïîäiëèòè äâà ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, ïî-

òðiáíî ¨õ ìîäóëi ïîäiëèòè i âiä àðãóìåíòó ÷èñåëüíèêà âiäíÿòè àðãóìåíò

çíàìåííèêà.

8. Ôîðìóëà Ìóàâðà

Íåõàé äàíî êîìïëåñíå ÷èñëî z = r(cosα+i sinα) i éîãî òðåáà ïiäíåñòè

â íàòóðàëüíèé ñòåïiíü n. Çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

îäåðæèìî zn = (r(cosα+ i sinα))n = rn(cosnα+ i sinnα), çîêðåìà ÿêùî

|z| = r = 1 òî zn = (cosα+ i sinα)n = cosnα+ i sinnα.

Äîâåäåìî, ùî ôîðìóëà âiðíà ïðè ïiäíåñåííi â áóäü-ÿêèé öiëèé ñòåïiíü

n.

Ïðèïóñòèìî, ùî n ∈ N i ïiäíåñåìî z = r(cosα+i sinα) â ñòåïiíü −n, (z ̸=
0), z−n =

1

zn
=

1

rn(cosnα+ i sinnα)
. Çàïèøåìî 1 â òðèãîíîìåòðè÷íié

ôîðìi 1 = cos 0 + i sin 0, òîäi

z−n =
cos 0 + i sin 0

rn(cosnα+ i sinnα)
=

1

rn
(cos(0− nα) + i sin(0− nα))

= r−n(cos(−nα) + i sin(−nα)).

Ïðèêëàä 1 (çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Ìóàâðà). Ïðèïóñòèìî, ñòî¨òü çà-

äà÷à âèðàçèòè cosnα, sinnα ÷åðåç cosα, sinα. Ðîçãëÿíåìî êîìïëåêñíå

÷èñëî z = (cosα + i sinα), òîäi çà ôîðìóëîþ zn = (cosnα + i sinnα), ç

iíøîãî áîêó, çà ôîðìóëîþ áiíîìà Íüþòîíà

zn = (cosα+ i sinα)n = cosn α+ C1
n cos

n−1 α(i sinα)+

+C2
n cos

n−2 α(i sinα)2 + C3
n cos

n−3 α(i sinα)3 + . . .+ (i sinα)n

= cosn α+ i(C1
n cos

n−1 α sinα)−

−C2
n cos

n−2 α sin2 α− i(C3
n cos

n−3 α sin3 α) + . . .+ (i)n sinn α

i ïðèðiâíþ¹ìî äiéñíi òà óÿâíi ÷àñòèíè:

cosnα = cosn α− C2
n cos

n−2 α sin2 α+ C4
n cos

n−4 α sin4 α− . . . ,

sinnα = C1
n cos

n−1 α sinα− C3
n cos

n−3 α sin3 α+ C5
n cos

n−5 α sin5 α− . . .
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9. Êîðåíi ç êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

Ïðèïóñòèìî çàôiêñîâàíå äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî c. Çíàéäåìî âñi êî-

ðåíi ñòåïåíÿ n ∈ N ç ÷èñëà c, ÿêùî âîíè iñíóþòü; çàïèøåìî c â òðèãîíî-

ìåòðè÷íié ôîðìi c = r(cosα+i sinα) i ïðèïóñòèìî ùî êîìïëåêñíå ÷èñëî

z ¹ êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç ÷èñëà c (òîáòî zn = c). Çàïèøåìî ÷èñëî z â

òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi z = ρ(cosβ+i sinβ), òîäi çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà

ρn(cosnβ + i sinnβ) = r(cosα+ i sinα), ïðèðiâíþ¹ìî ìîäóëi

ρn = r =⇒ ρ = n
√
r òîáòî ìîäóëü ÷èñëà z âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî.

Âèêîíó¹òüñÿ cosnβ = cosα, sinnβ = sinα, çâiäêè nβ = α+ 2πk, k ∈ Z, à
òîìó β =

α+ 2kπ

n
, k ∈ Z.

Áåðåìî k = 0, β =
α

n
, z0 = n

√
r(cos

α

n
+ i sin

α

n
);

k = 1, z1 = n
√
r(cos

α+ 2π

n
+ i sin

α+ 2π

n
);

k = 2, z2 = n
√
r(cos

α+ 4π

n
+ i sin

α+ 4π

n
); . . .

k = n− 1, zn−1 = n
√
r(cos

α+ 2(n− 1)π

n
+ i sin

α+ 2(n− 1)π

n
);

k = n, zn = n
√
r(cos

α+ 2nπ

n
+ i sin

α+ 2nπ

n
)

= n
√
r(cos(

α

n
+ 2π) + i sin(

α

n
+ 2π)) = n

√
r(cos

α

n
+ i sin

α

n
) = z0;

k = n+ 1, zn+1 = n
√
r(cos

α+ 2(n+ 1)π

n
+ i sin

α+ 2(n+ 1)π

n
)

= n
√
r(cos(

α+ 2π

n
+ 2n) + i sin(

α+ 2π

n
+ 2π))

= n
√
r(cos

α+ 2π

n
+ i sin

α+ 2π

n
) = z1.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ÷èñëî zk = n
√
r(cos

α+ 2πk

n
+i sin

α+ 2πk

n
)

ñïiâïàäà¹ ç îäíèì ç ÷èñåë z0, z1, . . . , zn−1. Ïîäiëèìî ÷èñëî k íà n ç çà-

ëèøêîì: k = ln+ q, äå l, q ∈ Z, 0 ⩽ q < n, òîäi

zk = n
√
r(cos

α+ 2(ln+ q)π

n
+ i sin

α+ 2(ln+ q)π

n
)

= n
√
r(cos(

α+ 2qπ

n
+ 2lπ) + i sin(

α+ 2qπ

n
+ 2lπ)) = n

√
r(cos(

α+ 2qπ

n
) +
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i sin(
α+ 2qπ

n
)) = zq , ïðè öüîìó 0 ⩽ q < n, òîáòî q ∈ {0, 1, . . . , n − 1}

îñêiëüêè q ∈ Z. Ïîêàæåìî ùî âñi zk ¹ êîðåíÿìè ñòåïåíÿ n ç ÷èñëà

c. Çà ôîðìóëîþ Ìóàâðà znk =

(
n
√
r(cos

α+ 2kπ

n
+ i sin

α+ 2kπ

n
)

)n

=

( n
√
r)n(cos(α + 2kπ) + i sin(α + 2kπ)) = r(cosα + i sinα) = c. Îñêiëüêè

ïðè ïåðåõîäi âiä êîðåíÿ zi äî êîðåíÿ zi+1 àðãóìåíò zi çðîñòà¹ íà
2π

n
, òî

z0, z1, . . . , zn−1 ðiçíi.

Òàêèì ÷èíîì äëÿ äàíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c = r(cosα+i sinα) ̸= 0

iñíó¹ â òî÷íîñòi n êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ ñòåïåíÿ n : z0, z1, ..., zn−1, ÿêi

âèçàí÷àþòüñÿ çà ïðàâèëîì zk = n
√
r(cos

α+ 2kπ

n
+ i sin

α+ 2kπ

n
), k =

0, 1, ..., n− 1. Òî÷êè, ùî âiäïîâiäàþòü êîìïëåêñíèì ÷èñëàì z0, . . . , zn−1,

çíàõîäÿòüñÿ íà êîëi ðàäióñà n
√
r i äiëÿòü êîëî íà n ðiâíèõ ÷àñòèí.

10. Êîðåíi ç îäèíèöi

Çàïèøåìî 1 â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi 1 = cos 0 + i sin 0. Ïðèïóñòè-

ìî, ùî ε0, ε1, εn−1 � êîìïëåêñíi êîðåíi ç 1. Çà ïðàâèëîì εk = cos
2πk

n
+

i sin
2πk

n
, k = 0, n− 1, òîìó çðîçóìiëî, ùî ε0 = 1. Ñôîðìóëþ¹ìî i äîâå-

äåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi êîðåíiâ ç 1.

1) Äîáóòîê äâîõ êîðåíiâ ç 1 ñòåïåíÿ n ¹ êîðåíåì ç 1 ñòåïåíÿ n.

Äiéñíî, ÿêùî εi, εj � äâà êîðåíÿ, òî (εiεj)
n = εni ε

n
j = 1 · 1 = 1.

2) ßêùî ε � äåÿêèé êîðiíü ç 1 ñòåïåíÿ n òî
1

ε
òàêîæ êîðiíü ç 1 ñòåïåíÿ

n.

Äiéñíî, (ε−1)n = (εn)−1 = 1−1 = 1.

3) ßêùî ε � êîðiíü ñòåïåíÿ n ç 1, òî εl äëÿ ∀l ∈ Z � òàêîæ êîðiíü

ñòåïåíÿ n ç 1.

Âèïëèâà¹ ç ïåðøèõ äâîõ âëàñòèâîñòåé.

4) ßêùî c ̸= 0 � äåÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî i z � äåÿêèé êîðiíü ñòåïåíÿ n

ç c, òî âñi êîðåíi ñòåïåíÿ n ç ÷èñëà c ìîæíà îäåðæàòè äîìíîæàþ÷è

z íà âñi êîðåíi ç 1 ñòåïåíÿ n.
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Äiéñíî, íåõàé ε � äåÿêèé êîìïëåêñíèé êîðiíü ñòåïåíÿ n ç 1, òîäi

(zε)n = znεn = c · 1 = c. Òàêèì ÷èíîì, zε ¹ êîðåíåì ñòåïåíÿ n ç

÷èñëà c. Òîìó ïîñëiäîâíî äîìíîæàþ÷è z íà ε0, ε1, εn−1 ìè îäåðæèìî

n ðiçíèõ êîðåíiâ ñòåï n ç c i íèìè âè÷åðïóþòüñÿ âñi êîðåíi ñòåïåíÿ

n ç c.

11. Ïðèìiòèâíi êîðåíi ç îäèíèöi

Íåõàé ε � äåÿêèé êîðiíü ñòåïåíÿ n ç 1. Òîäi öå ÷èñëî áóäå êîðåíåì

ñòåïåíÿ l ç 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî l, êðàòíîãî n. Áåðåìî âñi êîðåíi ç 1 ñòåïåíÿ

n ε0, ε1, ..., εn−1 : εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, òîäi ñåðåä öèõ êîðåíiâ ìîæóòü

áóòè òàêi, ùî áóäóòü êîðåíÿìè ç 1 ñòåïåíÿ n′, äå n′ � äiëüíèê ÷èñëà n.

Îçíà÷åííÿ 2. Êîðiíü ε ç 1 ñòåïåíÿ n íàçèâà¹òüñÿ ïðèìiòèâíèì, ÿêùî

âií íå ¹ êîðåíåì ç 1 äåÿêîãî ìåíøîãî ñòåïåíÿ.

Ïîêàæåìî iñíóâàííÿ ïðèìiòèâíèõ êîðåíiâ. Âiçüìåìî êîðiíü ε1; çà

ôîðìóëîþ Ìóàâðà εk = εk1 ,∀k ∈ Z; òàêèì ÷èíîì ε ¹ ïðèìiòèâíèì êîðå-

íåì, òîáòî ∀n ∈ N êîðiíü ç 1 ε1 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
¹ ïðèìiòèâíèì.

Çðîçóìiëî, ÿêùî ε � ïðèìiòèâíèé êîðiíü ñòåïåíÿ n ç 1 i εk = 1 òî

n|k. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Ïîäiëèìî k íà n ç çàëèøêîì:

k = ln+ q, l, q ∈ Z, 0 ⩽ q < n. Òîäi 1 = εk = εln+q = εln · εq = (εn)l · εq =

1 · εq = εq òîáòî εq = 1, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèìiòèâíîñòi êîðåíÿ ε.

Äîâåäåìî äåÿêi óìîâè, ÿêèì çàäîâîëíÿþòü ïðèìiòèâíi êîðåíi. Â çàãàëü-

íîìó âèïàäêó ïðèìiòèâíèì êîðåíåì ç 1 ìîæå áóòè òiëüêè ε1, òîìó íà-

ñòóïíi óìîâè äàþòü ìîæëèâiñòü âèçíà÷àòè ïðèìiòèâíi êîðåíi.

1) Êîðiíü n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 ε ¹ ïðèìiòèâíèì ⇐⇒ êîëè ÷èñëà εk, k =

0, n− 1 ðiçíi.

Äiéñíî, ÿêùî âñi ÷èñëà εk ðiçíi, òî çðîçóìiëî, ùî ε � ïðèìiòèâíèé

êîðiíü. Ïðèïóñòèìî, íàâïàêè εk � ïðèìiòèâíèé êîðiíü i äîâåäåìî,

ùî âñi εk ðiçíi.

Íåõàé ìà¹ìî k i l òàêi, ùî 0 ⩽ k < l ⩽ n − 1, εk = εl, òîäi εl−q = 1,
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ïðè÷îìó 0 ⩽ l − k ⩽ n − 1, òîáòî ε ¹ êîðåíåì ñòåïåíÿ l − k ç 1, ùî

ñóïåðå÷èòü éîãî ïðèìiòèâíîñòi.

Ç öi¹¨ âëàñòèâîñòi âèïëèâà¹: ÿêùî ε� ïðèìiòèâíèé êîðiíü ç 1 ñòåïåíÿ

n, òî âñi êîðåíi ç 1 ñòåïåíÿ n öå ÷èñëà ε0, ε1, ...εn−1.

2) Íåõàé ε � ïðèìiòèâíèé êîðiíü ç 1 ñòåïåíÿ n. ×èñëî εk ¹ ïðèìiòèâíèì

êîðåíåì ç 1 ñòåïåíÿ n ⇐⇒ êîëè ÷èñëà k i n ¹ âçà¹ìíîïðîñòèìè.

( =⇒ ) Íåõàé εk � ïðèìiòèâíèé êîðiíü i d = ÍÑÄ(k, n). Ïðèïóñòèìî,

d > 1, òîäi k = k′d, n = n′d, ïðè öüîìó k′ < k, n′ < n, k′, n′ ∈ Z.
Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî (εk)n

′
= εkn

′
= εk

′dn′
= (εn)k

′
= 1, òîáòî εk

¹ êîðåíåì ç 1 ñòåïåíÿ n′. Îñêiëüêè εk � ïðèìiòèâíèé êîðiíü, òî çà

äîâåäåíèì n|n′ ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi n′ < n.

( ⇐= ) Ïðèïóñòèìî, ùî d = ÍÑÄ(k, n) = 1; Ïðèïóñòèìî ε íå ¹ ïðè-

ìiòèâíèì êîðåíåì. Òîäi iñíó¹ ÷èñëî m ∈ Z òàêå, ùî 0 < m < n i

(εk)m = 1 òîáòî εkm = 1, àëå ε � ïðèìiòèâíèé êîðiíü, òîìó çà äîâå-

äåíèì n|km. Îñêiëüêè m < n òî ÷èñëà k i n íå ¹ âçà¹ìíîïðîñòèìè,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi d = ÍÑÄ(k, n) = 1.
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Ðîçäië 2

Ìíîãî÷ëåíè

1. ×èñëîâi ïîëÿ

Îçíà÷åííÿ 3. ×èñëîâèì ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà ìíîæèíè C
âñiõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ÿêà ìiñòèòü 0 i 1, çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöié

äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ i äiëåííÿ íà íåíóëüîâi ÷èñëà.

Íåõàé F � äåÿêå ÷èñëîâå ïîëå, îñêiëüêè 1 ∈ F i ìíîæèíà F çàìêíå-

íà âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ, òî âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà íàëåæàòü F

(N ⊆ F ). Îñêiëüêè 0 ∈ F i F çàìêíåíà âiäíîñíî âiäíiìàííÿ, òî ìíîæèíà

öiëèõ ÷èñåë Z ⊆ F . Îñêiëüêè F çàìêíåíà âiäíîñíî äiëåííÿ íà íåíóëüîâi

÷èñëà, òî ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë òàêîæ íàëåæèòü F (Q ⊆ F ). Àëå

ìíîæèíà Q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì ïîëÿ, òàêèì ÷èíîì Q � öå íàéìåíøå

÷èñëîâå ïîëå, ÿêå ìiñòèòüñÿ â áóäü-ÿêîìó ÷èñëîâîìó ïîëi. Òàêîæ çðî-

çóìiëî, ùî óìîâàì ïîëÿ çàäîâîëíÿþòü ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C
òà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë R. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî òðè ÷èñëîâèõ ïîëÿ

Q ⊆ R ⊆ C.
Ç'ÿñó¹ìî, ÷è iñíó¹ ÷èñëîâå ïîëå F òàêå, ùî R ⊆ F ⊆ C i F ̸= R,

F ̸= C. ßêùî F ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç äiéñíèõ ÷èñåë, òî F = R. Òîìó,
ïðèïóñòèìî ùî iñíó¹ a+bi ∈ F , äå a, b ∈ R, b ̸= 0. Îñêiëüêè a, b ∈ R ⊆ F ,

òî (a+ bi)− a = bi ∈ F,
bi

b
= i ∈ F , òîäi ∀l ∈ R : li ∈ F,∀k, l ∈ R : k+ li ∈

F ;F = C. Îòæå, ÿêùî F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi R ⊆ F ⊆ C =⇒ F = R àáî

F = C.
Ç'ÿñó¹ìî, ÷è iñíó¹ ÷èñëîâå ïîëå F : Q ⊆ F ⊆ R, F ̸= Q, F ̸= R.

Âiçüìåìî ìíîæèíó F = {a + b
√
2|a, b ∈ Q} ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà F ¹

ïîëåì. Óìîâè:

1. a1 + b1
√
2 ∈ F, a2 + b2

√
2 ∈ F =⇒ (a1 + b1

√
2) + (a2 + b2

√
2) =

(a1 + a2) + (b1 + b2)
√
2 ∈ F ;

2. a1 + b1
√
2 ∈ F, a2 + b2

√
2 ∈ F =⇒ (a1 + b1

√
2)− (a2 + b2

√
2) =
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(a1 − a2) + (b1 − b2)
√
2 ∈ F ;

3. a1 + b1
√
2 ∈ F, a2 + b2

√
2 ∈ F =⇒ (a1 + b1

√
2)(a2 + b2

√
2) =

(a1a2 + 2b1b2) + (a1b2 + a2b1)
√
2 ∈ F ;

4. a1 + b1
√
2 ∈ F, a2 + b2

√
2 ∈ F, a2 + b2

√
2 ̸= 0 =⇒

a1 + b1
√
2

a2 + b2
√
2
=

(a1 + b1
√
2)(a2 − b2

√
2)

(a2 + b2
√
2)(a2 − b2

√
2)

=

(a1a2 − 2b1b2)(a2b1 − a1b2)
√
2

a22 − 2b22
=

a1a2 − 2b1b2
a22 − 2b22

+
a2b1 − a1b2
a22 − 2b22

√
2.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî a22 − 2b22 ̸= 0, òîáòî (a2 − b2
√
2)(a2 +

b2
√
2) ̸= 0. Çà óìîâîþ a2 + b2

√
2 ̸= 0. ßêùî b2 = 0, òî a2 ̸= 0, a22 −

2b22 = a22 ̸= 0. ßêùî b2 ̸= 0, a2 − b2
√
2 = 0 =⇒

√
2 =

a2
b2
, òîáòî

√
2

ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, ùî íå âiðíî. Òàêèì ÷èíîì,
a1 + b1

√
2

a2 + b2
√
2
∈ F .

Îòæå F � ÷èñëîâå ïîëå, ïîçíà÷èìî éîãî F (
√
2).Q ⊆ F (

√
2) ⊆ R, F (

√
2) ̸=

Q, F (
√
2) ̸= R. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ñêëàñòè ïîëå F (

√
3) = {a+ b

√
3|a, b ∈

Q}, òîáòî iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ïîëiâ F : Q ⊆ F ⊆ R, F ̸= Q, F ̸=
R.

×è iñíó¹ ïîëå F : F ̸= C òà F íå ìiñòèòüñÿ â R? Êîìïëåêñíå ÷è-

ñëî íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íèì, ÿêùî âîíî ¹ êîðåíåì äåÿêîãî ìíîãî÷ëå-

íà f(x) = anxn + an−1xn−1 + ... + a1x + a0 ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè

an, an−1, ...a0 ∈ Z. Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë. Âñi öiëi
÷èñëà ¹ àëãåáðà¨÷íèìè: íàïðèêëàä m ∈ Z ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) =

x − m, âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ¹ àëãåáðà¨÷íèìè:
p

q
∈ Q, f(x) = qx − p,

√
2 òàêîæ ¹ àëãåáðà¨÷íèì: âîíî ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 − 2,

÷èñëî i àëãåáðà¨÷íå ÿê êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 + 1. Ìíîæèíà âñiõ

ìíîãî÷ëåíiâ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè ¹ çëi÷åííîþ. Äàëi ìè ïîáà÷èìî ùî

áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí íàâiòü ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ ñêií-

÷åííå ÷èñëî êîðåíiâ (÷èñëî íå ïåðåâèùó¹ ñòåïiíü). Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

ìíîæèíà âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë çëi÷åíà, îòæå íà ñïiâïàäà¹ ç C. Êîì-
ïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi íå ¹ àëãåáðà¨÷íèìè, íàçèâàþòüñÿ òðàíñöåíäåòíèìè.
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Ìíîæèíà F âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ÷èñåë ¹ ÷èñëîâèì ïîëåì. F íå ìiñòèòüñÿ

â R.

2. Ìíîãî÷ëåíè íàä ÷èñëîâèìè ïîëÿìè

Íåõàé F � ÷èñëîâå ïîëå, à x � äåÿêà çìiííà, ïîçíà÷èìî ÷åðåç F [x]

ìíîæèíó âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç êîåôiöi¹íòàìè ç ïîëÿ F âiä çìiííî¨ x. Ìíî-

æèíà F [x] íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì F . Ìíîæèíà F [x]

ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. f1, f2 ∈ F [x] =⇒ f1 + f2 ∈ F [x], f1 − f2 ∈ F [x].

2. f1, f2 ∈ F [x] =⇒ f1 · f2 ∈ F [x].

3. ßêùî ñòåïiíü g ∈ F [x] íå ïåðåâèùó¹ ñòåïåíÿ ìíîãî÷ëåíà f ∈ F [x],

òî ìíîãî÷ëåí f ìîæíà ïîäiëèòè íà g iç çàëèøêîì: f(x) = g(x) ·
q(x) + r(x), ñòåïiíü r(x) < ñòåïåíÿ g(x) i g, r ∈ F [x].

Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ F [x] çàìêíåíå âiäíîñíî äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíî-

æåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ i ïðè äiëåííi ìíîãî÷ëåíiâ ÷àñòêà òà çàëèøîê ∈ F [x].

Ìîæíà ðîçãëÿäàòè êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ R[x],Q[x],C[x].

3. Òåîðiÿ äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ

Ðîçãëÿíåìî êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ F [x] íàä ôiêñîâàíèì ÷èñëîâèì ïî-

ëåì F .

Êàçàòèìåìî, ùî ìíîãî÷ëåíè g(x) i q(x) ¹ äiëüíèêàìè f(x), ÿêùî iñíó¹

ìíîãî÷ëåí p(x) ∈ F (x) : f(x) = g(x) · q(x) + p(x), öåé ôàêò ïîçíà÷àòè-

ìåìî g(x)|f(x), q(x)|f(x).
Ìíîãî÷ëåí p(x) íàçèâà¹òüñÿ ñïiëüíèì äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíiâ f(x), g(x)

ÿêùî p(x)|f(x) i p(x)|g(x).

Îçíà÷åííÿ 4. Ìíîãî÷ëåí d(x) íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëü-

íèêîì ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x), ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ:
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1) d(x)|f(x) i d(x)|g(x);

2) ÿêùî p(x) òàêèé, ùî p(x)|f(x) ∧ p(x)|g(x) =⇒ p(x)|d(x)

Ïîçíà÷àòèìåìî öå d(x) = ÍÑÄ(f(x), g(x)); ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà f áó-

äåìî ïîçíà÷àòè ñò.f(x).

Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) i g(x) áóäåìî íàçèâàòè àñîöiéîâàíèìè, ÿêùî âî-

íè âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ÷èñëîâèì ìíîæíèêîì ÿêèé íå äîðiâíþ¹ 0, òîáòî

∃α ∈ F, α ̸= 0 : g(x) = α · f(x).
ßêùî g(x)|f(x), òî g(x)|αf(x),∀α ∈ F i íàâïàêè, ÿêùî g(x)|f(x), òî
∀α, α ̸= 0 : αg(x)|f(x).

Ëåìà 1. Íåõàé d(x) � ÍÑÄ f(x) i g(x).

Ìíîãî÷ëåí d1(x) = ÍÑÄ(f(x), g(x)) ⇐⇒ d(x) i d1(x) àñîöiéîâàíi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî d(x) i d1(x) àñîöiéîâàíi òà d(x) = ÍÑÄ(f(x), g(x)), òî

d1(x) = ÍÑÄ(f(x), g(x)).

Íåõàé, íàâïàêè, âèêîíó¹òüñÿ d(x) = ÍÑÄ(f(x), g(x)),

d1(x) = ÍÑÄ(f(x), g(x)). Çà îçíà÷åííÿì ÍÑÄ d(x)|d1(x) =⇒ d1(x) =

d(x)q(x), q(x) ∈ F [x]. Àíàëîãi÷íî d1(x)|d(x) i d(x) = d1(x)r(x), r(x) ∈
F [x]. Òîäi d1(x) = d(x)g(x) = d1(x)r(x)q(x). Îñêiëüêè ïðè ìíîæåííi

ñòåïåíi äîäàþòüñÿ, òî ñò. d1(x) = ñò.d1(x) + ñò.r(x) + ñò.q(x) => ñò.r(x)+

ñò. q(x) =0 =⇒ ñò.r(x) = 0, ñò.q(x) = 0, r(x) = a = const ̸= 0, q(x) =

b = const ̸= 0. Îòæå, ìíîãî÷ëåíè d òà d1 àñîöiéîâàíi.

Ç ëåìè âèïëèâà¹, ùî ÍÑÄ 2-õ äàíèõ ìíîãî÷ëåíiâ âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî-

÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà. Ùîá óíèêíóòè öi¹¨ íåîäíîçíà÷íîñòi

iíîäi ÍÑÄ ââàæà¹òüñÿ òîé, ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ÿêîãî äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Îçíà÷åííÿ 5. Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) òà g(x) íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî ïðî-

ñòèìè, ÿêùî ÍÑÄ(f(x), g(x)) = const ̸= 0. Âðàõîâóþ÷è ëåìó:

ÍÑÄ(f(x), g(x)) = 1.

Âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: ÷è äëÿ êîæíî¨ ïàðè ìíîãî÷ëåíiâ iñíó¹ ÍÑÄ. Äëÿ

âiäïîâiäi îïèøåìî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ÍÑÄ, ùî íàçèâà¹òüñÿ àëãî-

ðèòìîì Åâêëiäà.
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4. Àëãîðèòì Åâêëiäà

Íåõàé çàäàíî äâà íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíà f(x) i g(x), äëÿ âèçíà÷å-

íîñòi ïîêëàäåìî ñò. f(x) ⩾ ñò. g(x). Ïîäiëèìî f(x) íà g(x) iç çàëèøêîì:

f(x) = g(x) · q(x) + r1(x), äå ñò. r1 < ñò. g;

ÿêùî r1 = 0, ïðîöåñ çàêií÷ó¹òüñÿ; iíàêøå ïîäiëèìî g(x) íà r1(x):

g(x) = r1(x)g2(x) + r2(x), ñò. r2 < ñò. r1;

ÿêùî r2 = 0, ïðîöåñ çàêií÷ó¹òüñÿ, iíàêøå äiëèìî r1 íà r2:

r1(x) = r2(x)q3(x) + r3(x), ñò. r3 < ñò. r2 i ò. ä.

Îñêiëüêè íà êîæíîìó êðîöi ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà çìåíøó¹òüñÿ, òî ÷åðåç

ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ ïðîöåñ çàêií÷èòüñÿ. Íåõàé

rk−2(x) = rk−1(x)qk(x) + rk(x), ñò. rk < ñò. rk−1, rk ̸= 0;

rk−1(x) = rk(x)qk+1(x) + rk+1(x), ñò. rk+1 < ñò. rk, rk+1 ̸= 0;

rk(x) = rk+1(x)qk+2(x).

Ïîêàæåìî, ùî d(x) = ÍÑÄ(f(x), g(x)) = rk+1(x), äëÿ öüîãî òðåáà ïåðå-

âiðèòè äâi óìîâè ÍÑÄ.

1) Ïîêàæåìî, rk+1(x)|f(x), rk+1(x)|g(x). Ç îñòàòíüî¨ ðiâíîñòi rk+1(x)|
rk(x), òîäi ç ïåðåäîñòàííüî¨ rk+1(x)|rk−1(x). Äàëi ïiäíiìåìîñü çíèçó äî-

ãîðè i îäåðæèìî rk+1(x)|rk−2(x), ..., rk+1(x)|r1(x), rk+1(x)|g(x), òîìó rk+1(x)|
f(x).

2) Íåõàé p(x)|f(x) i p(x)|g(x). Iäåìî ïî ðiâíîñòÿì çâåðõó âíèç. Îñêiëü-

êè r1(x) = f(x)− g(x)q(x), òî p(x)|r1(x). Ç äðóãî¨ ðiâíîñòi p(x)|r2(x), ...,
p(x)|rk−1(x) =⇒ p(x)|rk(x) =⇒ p(x)|rk+1(x). Òàêèì ÷èíîì óìîâè

ÍÑÄ âèêîíóþòüñÿ, rk+1(x) =ÍÑÄ(f(x), g(x)).

5. Òåîðåìà ïðî ÍÑÄ

Òåîðåìà 1. Íåõàé d(x) ¹ ÍÑÄ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) i g(x), òîäi iñíóþòü

òàêi ìíîãî÷ëåíè f1(x) i g1(x), ùî d(x) = f1(x)f(x) + g1(x)g(x). Ïðè

öüîìó, ÿêùî ñò. f(x) > 0, ñò. g(x) > 0, òî ìíîæíèêè f1 i g1 ìîæíà

âèáðàòè òàê, ùî ñò. f1(x) < ñò. g(x), à ñò. g1(x) < ñò. f(x).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé d(x) =ÍÑÄ(f(x), g(x)), f(x), g(x) � íåíóëüîâi ìíîãî-
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÷ëåíè. Äîâåñòè öå ìîæíà äâîìà ñïîñîáàìè:

1 ñïîñiá. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S òàêó ìíîæèíó ìíîãî÷ëåíiâ:

S = {a(x)f(x) + b(x)g(x)|a(x), b(x) ∈ F [x]}, S ⊆ F [x]. Âèçíà÷èìî äåÿêi

âëàñòèâîñòi ìíîæèíè S:

1) ßêùî s1(x) i s2(x) ∈ S =⇒ s1(x) ± s2(x) ∈ S. Äiéñíî, s1(x) =

a1(x)f(x) + b1(x)g(x), s2(x) = a2(x)f(x) + b2(x)g(x) =⇒ s1(x)± s2(x) =

(a1(x)± a2(x))f(x) + (b1(x)± b2(x))g(x).

2) ßêùî s(x) ⊆ S, à p(x) ∀ ìíîãî÷ëåí (ùî íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ìíîãî-

÷ëåíîì ç S), òî p(x)s(x) ∈ S. Äiéñíî, s(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x), òîäi

p(x)s(x) = p(x)a(x)f(x) + p(x)b(x)g(x).

3) ßêùî äåÿêèé ìíîãî÷ëåí p(x)|f(x) i p(x)|g(x) òî ∀s(x) ∈ S :

p(x)|s(x).
4) f(x) ∈ S, g(x) ∈ S, îñêiëüêè f(x) = 1 · f(x) + 0 · g(x), g(x) =

0 · f(x) + 1 · g(x).
Â ìíîæèíi S âèáèðà¹ìî íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ

i ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç k(x). Çà âëàñòèâiñòþ 3): ÿêùî d(x) =ÍÑÄ(f(x),

g(x)) =⇒ d(x)|k(x). Ïîêàæåìî, ùî ∀ ìíîãî÷ëåí ç ìíîæèíè S äiëèòüñÿ

íà k(x). Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: äåÿêèé ìíîãî÷ëåí s(x) ∈ S íå äiëèòüñÿ

íà k(x). Òîäi ïîäiëèìî éîãî íà k(x) iç çàëèøêîì: s(x) = k(x)q(x)+ r(x),

ñò. r(x) < ñò. k(x), r(x) ̸= 0. Âðàõîâóþ÷è 1) i 2) îäåðæèìî (s(x) ∈
S, k(x) ∈ S) =⇒ k(x)q(x) ∈ S =⇒ r(x) = f(x) − k(x)q(x) ∈ S. Òàêèì

÷èíîì, â ìíîæèíi S ìè çíàéøëè íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí r(x), ñòåïiíü

ÿêîãî ¹ ìåíøèì, íiæ ñòåïiíü k(x), ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó öüîãî ìíîãî-

÷ëåíà. Îòæå, k(x)|s(x). Òîäi, âðàõîâóþ÷è 4), k(x)|f(x), k(x)|g(x). Òîìó
çà îçíà÷åííÿì ÍÑÄ =⇒ k(x)|d(x). Ðàíiøå ìè îäåðæàëè d(x)|k(x). Òà-
êèì ÷èíîì, ìíîãî÷ëåíè k(x) i g(x) âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ÷èñëîâèì ìíî-

æíèêîì, òîáòî âîíè àñîöiéîâàíi. Òîìó ∃α ∈ F, α ̸= 0 : d(x) = αk(x) i

çà 2) d(x) ∈ S. Çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè S ∃f1(x), g1(x) ∈ F [x] : d(x) =

f1(x)f(x) + g1(x)g(x).

2 ñïîñiá äîâåäåííÿ êîíñòðóêòèâíèé. Âií äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè

ìíîãî÷ëåíè f1(x) i g1(x).
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Íåõàé çíîâó d(x) = ÍÑÄ(f(x), g(x)), äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæà¹ìî

ñò. f(x) ⩾ ñò. g(x). Áóäåìî çíàõîäèòè ÍÑÄ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìà

Åâêëiäà.

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x), r1(x) ̸= 0;

g(x) = r1(x)q2(x) + r2(x), r2(x) ̸= 0;

r1(x) = r2(x)q3(x) + r3(x), r3(x) ̸= 0;

r2(x) = r3(x)q4(x) =⇒ d(x) = r3(x).

Òîäi ç ïåðåäîñòàííüî¨ ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî:

d(x) = r3(x) = r1(x)− r2(x)q3(x) = r1(x) + (−q3(x))r2(x);

r2(x) = g(x)−r1(x)q2(x) =⇒ d(x) = r1(x)+(−q3(x))(g(x)−r1(x)q2(x)) =

= (−q3(x))g(x) + (1 + q3(x)q2(x))r1(x);

r1(x) = f(x)− g(x)q1(x) =⇒

=⇒ d(x) = (−q3(x))g(x) + (1 + q3(x)q2(x))(f(x)− g(x)q1(x)) =

= (1 + q3(x)q2(x))f(x) + (−q3(x) + (1 + q3(x)q2(x))q1(x))g(x);

f1(x) = 1 + q3(x)q2(x);

g1(x) = −q3(x) + (1 + q3(x)q2(x))q1(x).

Îäåðæàëè øóêàíi ìíîãî÷ëåíè. Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè îñòàòíþ ÷àñòè-

íó òåîðåìè. Ïðèïóñòèìî ìè âæå çíàéøëè ìíîãî÷ëåíè f1(x) òà g1(x), òà-

êi ùî d(x) = f1(x)f(x)+g1(x)g(x) àëå, íàïðèêëàä ñò. f1(x) ⩾ ñò. g(x). Äi-

ëèìî f1(x) íà g(x) iç çàëèøêîì. Òîáòî îòðèìà¹ìî f1(x) = g(x)q(x)+r(x),

äå ñò. r(x) < ñò. g(x), òîäi d(x) = (g(x)q(x) + r(x))f(x) + g1(x)g(x) =

r(x)f(x) + (g1(x) + q(x)f(x))g(x). ñò. r(x) < ñò. g(x), òðåáà ïîêàçàòè, ùî

ñò. (g1(x) + q(x)f(x)) < ñò. f(x). Ïðèïóñòèìî, öå íåâiðíî: ñò. (g1(x) +

q(x)f(x)) ⩾ ñò. f(x), òîäi ñò. (g1(x) + q(x)f(x))g(x) ⩾ ñò. f(x)+ ñò. g(x).

Îñêiëüêè ñò. (r(x)f(x)) < ñò. f(x)+ ñò. g(x), òî ñò. d(x) ⩾ ñò. f(x)+

ñò. g(x), ùî íåìîæëèâî, à òîìó ñò. (g1(x) + q(x)f(x)) < ñò. f(x).

Íàñëiäîê 1. Íåõàé ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) âçà¹ìíî ïðîñòi, òîäi iñíó-

þòü ìíîãî÷ëåíè f1(x) i g1(x), òàêi ùî f1(x)f(x) + g1(x)g(x) = 1, ïðè-

÷îìó, ÿêùî ñò. f(x) > 0, ñò. g(x) > 0, òî ìíîãî÷ëåíè f1(x) i g1(x)
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ìîæíà âèáðàòè òàê, ùî ñò. f1(x) < ñò. g(x), ñò. g1(x) < ñò. f(x).

6. Òåîðåìà Áåçó

Ðîçãëÿíåìî êiëüöå F [x] âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ÷èñëîâèì ïîëåì F ,

f(x) ∈ F [x], f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, n ⩾ 1, α ∈ F .

Òåîðåìà 2. Çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ïðè x = α, α ∈ F äîðiâíþ¹

çàëèøêó âiä äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà äâî÷ëåí (x− α).

Äîâåäåííÿ. Ïîäiëèìî ìíîãî÷ëåí f(x) íà (x − α) ç çàëèøêîì f(x) =

(x− α)g(x) + r, r = const. Ïiäñòàâèìî x = α =⇒ f(α) = r.

Íàñëiäîê 2. ×èñëî α ∈ F ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈ F [x] ⇐⇒ f(x)

äiëèòüñÿ íà (x− α), òîäi f(x) = (x− α)g(x).

7. Ñõåìà Ãîðíåðà òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ

Íåõàé f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 ∈ F [x] i ïîäiëèìî

öåé ìíîãî÷ëåí ç çàëèøêîì íà α ∈ F . f(x) = (x − α)g(x) + r, r = f(α).

Çðîçóìiëî, ùî ñò. ìíîãî÷ëåíà g(x) = n − 1, òîáòî g(x) = bn−1x
n−1 +

bn−2x
n−2 + ... + b1x + b0, òîäi anx

n + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0 = (x −

α)(bn−1x
n−1 + bn−2x

n−2 + ... + b1x + b0) + r. Çâiäñè an = bn−1, an−1 =

bn−2 − αbn−1, an−2 = bn−3 − αbn−2, ..., a2 = b1 − αb2, a1 = b0 − αb1, a0 =

r−αb0 =⇒ bn−1 = an, bn−2 = an−1+αbn−1, bn−3 = an−2+αbn−2, ..., b1 =

a2+αb2, b0 = a1+αb1, r = a0+αb0. Òàêèì ÷èíîì êîåôiöi¹íò ÷àñòêè g(x)

i çàëèøîê r ìîæíà îäåðæàòè, êîðèñòóþ÷èñü ñõåìîþ Ãîðíåðà.

an an−1 an−2 ... a1 a0

α bn−1 = an bn−2 = bn−3 = ... b0 = a1+ r = a0+

= an−1+ = an−2+ +αb1 +αb0

+αbn−1 +αbn−2

Ïðèêëàä 2 (çàñòîñóâàííÿ ñõåìè Ãîðíåðà). Ðîçêëàñòè ìíîãî÷ëåí f(x) =

x5 − 6x4 − x3 + x2 + x + 1 ïî ñòåïåíÿõ (x − 1). Äiëèìî f(x) íà (x − 1)

ç çàëèøêîì f(x) = (x − 1)g(x) + c0, c0 = f(1). Äiëèìî g(x) íà (x − 1) ç
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çàëèøêîì g(x) = (x−1)h(x)+ c1, òîäi f(x) = c0+ c1(x−1)+(x−1)2h(x)

i ò. ä.

1 −6 −1 1 1 1

1 1 −5 −6 −5 −4 −3

1 1 −4 −10 −15 −19

1 1 −3 −13 −28

1 1 −2 −15

1 1 −1

1 1

d(x) = −3− 19(x− 1)− 28(x− 1)2 − 15(x− 1)3 − (x− 1)4 + (x− 1)5.

8. Íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè òà îñíîâíà òåîðåìà ïðî

ïîäiëüíiñòü ìíîãî÷ëåíà

ßê âiäîìî, ïðîñòèì ÷èñëîì íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî n òàêå, ùî n ̸= 1 i

éîãî äiëüíèêàìè ¹ ëèøå ñàìå ÷èñëî i 1. Àíàëîãîì ïðîñòèõ ÷èñåë â êiëüöi

ìíîãî÷ëåíiâ ¹ íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè.

Îçíà÷åííÿ 6. Ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x] íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ íàçèâà¹òüñÿ

íåçâiäíèì íàä ïîëåì F , ÿêùî ç òîãî, ùî f(x) = f1(x) · f2(x), äå f1(x) ∈
F [x], f2(x) ∈ F [x] âèïëèâà¹, ùî àáî ñò. f1(x) = 0, àáî ñò. f2(x) = 0, òîáòî,

ùî ïðèíàéìíi îäèí ç íèõ ¹ êîíñòàíòîþ.

ßêùî ìíîãî÷ëåí f(x) íå ¹ íåçâiäíèì, òî âií íàçèâà¹òüñÿ çâiäíèì.

Îñíîâíà òåîðåìà àðèôåêòèêè êàæå, ùî ∀n ∈ N,n ̸= 1 ìîæíà ðîç-

êëàñòè ó äîáóòîê ïðîñòèõ. Àíàëîãîì öi¹¨ òåîðåìè äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ ¹

îñíîâíà òåîðåìà ïðî ïîäiëüíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ.

Íåõàé p1(x), p2(x) íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè i p1(x)|p2(x), ïðè÷îìó

ñò. p1(x) > 0 i ñò. p2(x) > 0, p2(x) = p1(x)f(x), f(x) ∈ F [x], òîäi çà

îçíà÷åííÿì íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà ñò. f(x) = 0, òîáòî f(x) = α =

const, p2(x) = αp1(x), òîáòî ìíîãî÷ëåí p1(x) i p2(x) àñîöiéîâàíi.
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Ëåìà 2 (ïðî íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè). Íåõàé p(x) � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí

i p(x)|f(x)g(x), f(x), g(x) ∈ F [x]. Òîäi àáî p(x)|f(x) àáî p(x)|g(x).

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî g(x) íå äiëèòüñÿ íà p(x) i ïîêàæåìî, ùî

p(x)|f(x), à äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî p(x) i g(x) âçà¹ìíî ïðîñòi. Ïðèïó-

ñòèìî ñóïðîòèâíå: ∃k(x) ∈ F [x] : ñò. k(x) > 0, i k(x)|p(x), k(x)|g(x). Òîäi,
îñêiëüêè p(x) íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí, òî k(x) = αp(x), α ∈ F, α ̸= 0. Òîáòî

ìíîãî÷ëåíè p(x) i k(x) àñîöiéîâàíi. Îñêiëüêè k(x)|g(x), òî i äëÿ àñîöiéî-
âàíîãî p(x)|g(x), ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òàêèì ÷èíîì, p(x) i g(x)

âçà¹ìíî ïðîñòi ìíîãî÷ëåíè i çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè ïðî ÍÑÄ ∃p1(x) i
g1(x) òàêi, ùî 1 = p1(x)p(x)+g1(x)g(x). Äîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü íà f(x) :

f(x) = f(x)p1(x)p(x) + g1(x)f(x)g(x). Çðîçóìiëî, ùî p(x)|f(x)p1(x)p(x).
Çà óìîâîþ òåîðåìè: p(x)|g1(x)f(x)g(x). Çâiäñè p(x)|f(x).

Çàóâàæåííÿ 1. Iíäóêòèâíî ïî ÷èñëó ìíîãî÷ëåíiâ ìîæíà äîâåñòè òàêå

òâåðäæåííÿ: íåõàé p(x) � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí i p(x)|f1(x)f2(x)...fk(x),
äå f1(x), f2(x), ..., fk(x) ∈ F [x]. Òîäi ïðèíàéìíi äëÿ îäíîãî íîìåðà j:

p(x)|fj(x).

Çàóâàæåííÿ 2. Öÿ ëåìà âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè ÿêùî p(x) � íåçâiäíèé

ìíîãî÷ëåí. Äiéñíî, íåõàé p(x) � çâiäíèé, òîäi iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëå-

íè p1(x), p2(x), ùî p(x) = p1(x)p2(x), ñò. p1(x) > 0, ñò. p2(x) > 0. Òîìó

ñò. p(x) = ñò. p1(x)+ ñò. p2(x) =⇒ ñò. p(x) > ñò. p1(x), ñò. p(x) >

ñò. p2(x), à òîìó æîäåí ç ìíîæíèêiâ p1(x), p2(x) íå äiëèòüñÿ íà p(x).

Òåîðåìà 3 (Îñíîâíà òåîðåìà ïðî ïîäiëüíiñòü ìíîãî÷ëåíà). Áóäü-ÿêèé

ìíîãî÷ëåí f(x) ∈ F [x], òàêèé ùî ñò. f(x) ⩾ 1, ìîæíà ðîçêëàñòè

â äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì F . Ïðè÷îìó öåé ðîçêëàä

¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ i êîíñòàíò.

Äîâåäåííÿ. 1) äîâåäåìî ìîæëèâiñòü ðîçêëàäó.

ßêùî ìíîãî÷ëåí f(x) íåçâiäíèé, òî öå âèêîíó¹òüñÿ.

ßêùî f(x) çâiäíèé, òî ∃f1(x), f2(x) : ñò. f1(x) > 0, ñò. f2(x) > 0, i

f(x) = f1(x)f2(x). ßêùî ìíîãî÷ëåíè f1(x), f2(x) íåçâiäíi, òî âñå âèêîíó-
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¹òüñÿ, iíàêøå ¨õ òàêîæ ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòêè ìíîæíèêiâ íåíóëüî-

âîãî ñòåïåíÿ. Îñêiëüêè íà êîæíîìó êðîöi ñò. ìíîãî÷ëåíà çìåíøó¹òüñÿ,

òî ÷åðåç ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ ìè ïðèéäåìî äî øóêàíîãî ðîçêëàäó.

Iíàêøå öåé ôàêò ìîæíà äîâåñòè iíäóêöi¹þ.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíÿ 1 òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî öå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíåé ⩽ n− 1.

Áåðåìî äåéêèé ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíÿ n. ßêùî âií íåçâiäíèé, òî âñå

âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî âií çâiäíèé, òî éîãî ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê äâîõ

ìíîãî÷ëåíiâ ìåíøîãî ñòåïåíÿ, êîæåí ç ÿêèõ ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê

íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨.

2) äîâåäåìî, ùî öåé ðîçêëàä ¹äèíèé.

Ïðèïóñòèìî iñíó¹ äâà ðîçêëàäè: f(x) = p1(x)p2(x)...pk(x), f(x) =

q1(x)q2(x)...qs(x), ïðè ÷îìó ìíîãî÷ëåíè p1(x), ..., pk(x), q1(x), ..., qs(x) íå-

çâiäíi íàä ïîëåì F i ìàþòü íåíóëüîâèé ñòåïiíü. Òðåáà äîâåñòè, ùî k = s

i ðîçêëàäè âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ïîðÿäêîì.

Ïðèïóñòèìî, äëÿ âèçíà÷åíîñòi, k ⩽ s, òîäi p1(x)p2(x)...pk(x) = q1(x)·
q2(x)...qs(x). Çâiäñè p1(x)|q1(x)q2(x)...qs(x) i, îñêiëüêè p1(x) íåçâiäíèé

ìíîãî÷ëåí, òî ç ëåìè ïðî íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè âèïëèâà¹, ùî ïðèíàéìíi

îäèí ç ìíîãî÷ëåíiâ q1(x), q2(x), ..., qs(x) äiëèòüñÿ íà p1(x). Îñêiëüêè â äî-

áóòêó ìîæíà ïåðåñòàâëÿòè åëåìåíòè, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî p1(x)|q1(x),
àëå ìíîãî÷ëåíè p1(x) i q1(x) íåçâiäíi, òîìó âîíè àñîöiéîâàíi, òîáòî iñíó¹

α1 ∈ F, α1 ̸= 0 òàêèé, ùî q1(x) = α1p1(x) =⇒ p1(x)p2(x)...pk(x) =

α1p1(x)q2(x)...qs(x). Ñêîðî÷ó¹ìî öþ ðiâíiñòü íà p1(x) i îòðèìà¹ìî

p2(x)p3(x)...pk(x) = α1q2(x)q3(x)...qs(x). Àíàëîãi÷íî äîâîäèìî, ùî

p2(x)|q2(x) i ∃α2 ∈ F, α2 ̸= 0 : q2(x) = α2p2(x). Òîäi ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ:

p3(x)...pk(x) = α1α2q3(x)...qs(x). Ïiñëÿ k êðîêiâ òàêîãî ïðîöåñó îäåð-

æó¹ìî ðiâíiñòü 1 = α1α2...αkqk+1(x)...qs(x). Â ëiâié ÷àñòèíi ìíîãî÷ëåí

íóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òîìó ñò. (qk+1(x)...qs(x)) = 0. I ïðè s > k ïðèõîäèìî

äî ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì s = k i qi(x) = αipi(x), i = 1, ..., k, αi ∈
F, αi ̸= 0, ùî äîâîäèòü òåîðåìó.
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Íåõàé n � íåïðîñòå ÷èñëî (n ̸= 1). ßê âiäîìî, öå ÷èñëî ìîæíà ðîç-

êëàñòè â äîáóòîê ïðîñòèõ ÷èñåë n = p1p2...pk. Ïðîñòi ÷èñëà â öüîìó

äîáóòêó ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ, à òîìó ìîæíà çiáðàòè ðàçîì îäíà-

êîâi ïðîñòi ÷èñëà i îäåðæàòè ðîçêëàä n = qn1
1 qn2

2 ...qns
s , äå âñi ÷èñëà

q1, q2, ..., qs ïðîñòi i ðiçíi. Àíàëîãi÷íó îïåðàöiþ ìîæíà çðîáèòè i äëÿ

ìíîãî÷ëåíiâ. Íåõàé ìíîãî÷ëåí f(x) ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê íåçâiäíèõ

ìíîæíèêiâ f(x) = p1(x)p2(x)...pk(x). Çáèðà¹ìî ðàçîì âñi ìíîæíèêè,

ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ÷èñëîâèìè ìíîæíèêàìè i îäåðæèìî : f(x) =

qn1
1 (x)qn2

2 (x)...qns
s (x), äå âñi ìíîãî÷ëåíè q1(x), ..., qs(x) íåçâiäíi i ðiçíi.

Öåé ðîçêëàä íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðîçêëàäîì ìíîãî÷ëåíà f(x) â äî-

áóòîê íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ.

9. Ëåìà ïðî ïîõiäíó

Îçíà÷åííÿ 7. Ìíîãî÷ëåí g(x) âõîäèòü ìíîæíèêîì â ìíîãî÷ëåí f(x)

ç êðàòíiñòþ k, ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà gk(x) i íå äiëèòüñÿ íà gk+1(x).

Íåõàé f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 ¹ ìíîãî÷ëåíîì ç äî-

âiëüíèìè êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïðè÷îìó ñò. f(x) ≥ 1.

Îçíà÷åííÿ 8. Ïîõiäíîþ âiä ìíîãî÷ëåíà f(x) íàçèâàþòü ìíîãî÷ëåí

f ′(x) = annx
n−1 + an−1(n − 1)xn−2 + ... + a1. Ïîõiäíîþ âiä ìíîãî÷ëåíà

íóëüîâîãî ñòåïåíÿ ââàæà¹òüñÿ íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí.

Çðîçóìiëî, ùî öå îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ âiä ìíîãî÷ëåíà ñïiâïàäà¹ ç ôóí-

êöiîíàëüíèì. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ïîõiäíà çàäîâîëüíÿ¹ âëà-

ñòèâîñòÿì:

1) (f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x);

2) (αf(x))′ = αf ′(x), α ∈ F ;

3) (f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x);

4) (fk(x))′ = kfk−1(x)f ′(x).
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Ëåìà 3 (ïðî ïîõiäíó). ßêùî íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí p(x) âõîäèòü ìíî-

æíèêîì äî ìíîãî÷ëåíà f(x) ç êðàòíiñòþ k, òî p(x) âõîäèòü äî f ′(x)

ç êðàòíiñòþ k − 1.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ f(x) = pk(x)g(x), äå ìíîãî÷ëåí g(x) íå äiëè-

òüñÿ íà ìíîãî÷ëåí p(x), òîäi f ′(x) = kpk−1(x)p′(x)g(x) + pk(x)g′(x) =

pk−1(x)(kp′(x)g(x) + p(x)g′(x)). Çðîðçóìiëî, ùî pk−1(x)|f ′(x). Çàëèøà¹-

òüñÿ ïîêàçàòè, ùî f ′(x) íå äiëèòüñÿ íà pk(x). Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå:

pk(x)|f ′(x), òîäi p(x)|(kp′(x)g(x) + p(x)g′(x)), îñêiëüêè p(x)|p(x)g′(x), òî
p(x)|kp′(x)g(x), àëå p(x) � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí i g(x) íå äiëèòüñÿ íà

p(x) çà óìîâîþ ëåìè. Öå îçíà÷à¹, ùî p(x)|kp′(x) àëå ñòåïiíü p′(x) ìåí-

øèé ñòåïåíi p(x). Ïðèõîäèìî äî ïðîòèði÷÷ÿ.

Íàñëiäîê 3. ßêùî íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí p(x) âõîäèòü äî ìíîãî÷ëåíà

f(x) ç êðàòíiñòþ 1, òî f ′(x) íå äiëèòüñÿ íà p(x).

Íàñëiäîê 4. ßêùî αpn1
1 (x)pn2

2 (x)...pnk

k (x) � êàíîíi÷íèé ðîçêëàä ìíî-

ãî÷ëåíà f(x) â äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ, òî ÍÑÄ(f(x), f ′(x)) =

pn1−1
1 (x)pn2−1

2 (x)...pnk−1
k (x).

Íàñëiäîê 5. Âñi íåçâiäíi ìíîæíèêè âõîäÿòü äî êàíîíi÷íîãî ðîçêëàäó

ìíîãî÷ëåíà f(x) ç êðàòíiñòþ 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîãî÷ëåíè

f(x) i f ′(x) âçà¹ìíîïðîñòi.

10. Âiäîêðåìëåííÿ êðàòíèõ ìíîæíèêiâ

Íåõàé f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ... + a1x + a0 � äåÿêèé ìíîãî÷ëåí

íàä ïîëåì F , ïðè÷îìó ñòåïiíü f(x) ⩾ 1.

ßê âiäîìî, öåé ìíîãî÷ëåí ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíî-

æíèêiâ íàä ïîëåì F . Íåõàé f(x) = αpn1
1 (x)pn2

2 (x)...pnk

k (x) � êàíîíi÷íèé

ðîçêëàä öüîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîçíà÷èìî s = max(n1, .., nk) , òîáòî s � öå

ìàêñèìàëüíà êðàòíiñòü íåçâiäíîãî ìíîæíèêà. Äàëi ïîçíà÷èìî X1(x) �

äîáóòîê âñiõ íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ êðàòíîñòi 1. ßêùî òàêèõ íåìà¹, ïî-

êëàäåìîX1(x) = 1. Àíàëîãi÷íîX2(x)� äîáóòîê âñiõ íåçâiäíèõ ìíîæíè-

êiâ êðàòíîñòi 2, ïðè÷îìó êîæåí ìíîæíèê âõîäèòü â öåé äîáóòîê 1 ðàç.
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ßêùî òàêèõ ìíîæíèêiâ íåìà¹, ïîêëàäåìî X2(x) = 1, i òàê äàëi. Xs(x) �

äîáóòîê âñiõ íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ êðàòíîñòi s, âçÿòèõ ïî îäíîìó. Òîäi

çðîçóìiëî, ùî f(x) = αX1(x)X
2
2 (x)...X

s
s (x). Ìíîæíèêè Xi(x), i = 1, s

íàçèâàþòüñÿ êðàòíèìè ìíîæíèêàìè ìíîãî÷ëåíà f(x).

Íàïðèêëàä, f(x) = (x− 1)3(x− 2)(x2 + 3)5(x− 4)3(x+ 3). Òîäi X1(x) =

(x−2)(x+3),X2(x) = 1, X3(x) = (x−1)(x−4),X4(x) = 1,X5(x) = (x2+3).

Çàäà÷à âiäîêðåìëåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äëÿ äàíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x)

âèçíà÷èòè ìíîæíèêè X1(x), X2(x), ..., Xs(x), ïðè öüîìó ñïî÷òàêó ðîç-

êëàä ìíîãî÷ëåíà f(x) â äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ ìè íå çíà¹ìî.

Îñíîâîþ ìåòîäó ¹ ëåìà ïðî ïîõiäíó òà ¨¨ íàñëiäêè. Ç ëåìè, çîêðåìà, âè-

ïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ: ÿêùî f(x) = αX1(x)X
2
2 (x)...X

s
s (x), òî

ÍÑÄ(f(x), f ′(x)) = X2(x)X
2
3 (x)...X

s−1
s .

Àëãîðèòì âiäîêðåìëåííÿ êðàòíèõ ìíîæíèêiâ

Íåõàé f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0 ∈ F [x], ñò. f(x) ⩾ 1,

f(x) = αX1(x)X
2
2 (x)...X

s
s (x).

1) Çðîçóìiëî, ùî d1(x) = ÍÑÄ(f(x), f ′(x)) = α1X2(x)X
2
3 (x)...X

s−1
s (x),

àíàëîãi÷íî d2(x) = ÍÑÄ(d1(x), d
′
1(x)) = α2X3(x)X

2
4 (x)...X

s−2
s (x),

...

ds−1(x) = ÍÑÄ(ds−2(x), d
′
s−2(x)) = αs−1Xs(x),

ds = ÍÑÄ(ds−1(x), d
′
s−1(x)) = ds = const.

2) E1(x) =
f(x)

d1(x)
= γ1X1(x)X2(x)...Xs(x),

E2(x) =
d1(x)

d2(x)
= γ2X2(x)X3(x)...Xs(x),

E3(x) =
d2(x)

d3(x)
= γ3X3(x)X4(x)...Xs(x),

...

Es−1(x) =
ds−2(x)

ds−1(x)
= γs−1Xs−1(x)Xs(x),

Es(x) =
ds−1(x)

ds(x)
= γsXs(x).
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3) X1(x) = β1
E1(x)

E2(x)
, X2(x) = β2

E2(x)

E3(x)
, X3(x) = β3

E3(x)

E4(x)
, ..., Xs−1(x) =

βs−1
Es−1(x)

Es(x)
, Xs(x) = βsEs(x).

11. Êðàòíiñòü êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà

Íåõàé f(x) ∈ F [x], ÿêùî ÷èñëî α ∈ F ¹ êîðåíåì öüîãî ìíîãî÷ëåíà,

òî çà òåîðåìîþ Áåçó (x− α)|f(x).

Îçíà÷åííÿ 9. Êîðiíü α íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) íàçèâàþòü êî-

ðåíåì êðàòíîñòi k, ÿêùî f(x) äiëèòüñÿ íà (x − α)k i íå äiëèòüñÿ íà

(x − α)k+1. Êîðiíü êðàòíîñòi 1 íàçèâàþòü ïðîñòèì êîðåíåì, à êîðiíü,

êðàòíiñòü ÿêîãî áiëüøà 1, ÷àñòî íàçèâàþòü êðàòíèì êîðåíåì.

Ëåìà 4. ×èñëî êîðåíiâ äàíîãî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà ç óðàõóâàííÿì

¨õ êðàòíîñòi íå ïåðåâèùó¹ ñòåïåíi äàíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî α1, α2, ..., αk � êîðåíi ìíîãî÷ëåíà f(x) êðàòíî-

ñòi, âiäïîâiäíî, n1, n2, ..., nk. Ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåíè

(x − α1)
n1 , (x − α2)

n2 , ..., (x − αk)
nk , àëå âñi ìíîãî÷ëåíè (x − αi) íåçâi-

äíi, òîáòî âçà¹ìíîïðîñòi. Òîìó f(x) äiëèòüñÿ íà äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ

(x−α1)
n1(x−α2)

n2 ...(x−αk)
nk . Òîáòî f(x) = (x−α1)

n1(x−α2)
n2 ...(x−

αk)
nkg(x), à òîìó ñòåïiíü f(x) ⩾ n1 + n2 + ...+ nk.

12. Ðiâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ

Îçíà÷åííÿ 10. Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) i g(x) íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè â

àëãåáðà¨÷íîìó ðîçóìiííi, ÿêùî ðiâíi ¨õ ñòåïåíi i âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè.

Íåõàé f(x) � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F , òîäi ∀α ∈ F : f(α) ∈ F , òîáòî

ìíîãî÷ëåí ¹ âiäîáðàæåííÿì f : F → F .

Îçíà÷åííÿ 11. Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) i g(x) ââàæàþòü ðiâíèìè àíàëi-

òè÷íî, ÿêùî âîíè ðiâíi ÿê âiäîáðàæåííÿ, òîáòî ∀α ∈ F : f(α) = g(α).

Òåîðåìà 4. Äâà ìíîãî÷ëåíà f(x) i g(x) íà ïîëi F ðiâíi àëãåáðà¨÷íî

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ðiâíi àíàëiòè÷íî.
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Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ÿêùî ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) ðiâíi àëãåáðà¨÷íî

òî âîíè ðiâíi àíàëiòè÷íî.

Ïðèïóñòèìî f(x) i g(x) ðiâíi àíàëiòè÷íî. Ïîçíà÷èìî

n = max(ñò.f(x), ñò.g(x)). Îñêiëüêè ÷èñëîâå ïîëå F íåñêií÷åííå, âèáèðà-

¹ìî â íüîìó n + 1 ðiçíèõ åëåìíòiâ α1, α2, .., αn+1. Âèêîíó¹òüñÿ f(αi) =

g(αi) i = 1, n+ 1. Ïîçíà÷èìî t(x) = f(x) − g(x). Ñòåïiíü ìíîãî÷ëå-

íà t(x) íå ïåðåâèùó¹ n i ïðè öüîìó t(αi) = 0, i = 1, n+ 1. Òîáòî

α1, α2, .., αn+1 � êîðåíi ìíîãî÷ëåíà t(x). Àëå çà äîâåäåíèì, íåíóëüî-

âèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíi ⩽ n ìà¹ íå áiëüøå íiæ n êîðåíiâ, òîìó t(x) �

íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí i ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x) ðiâíi â àëãåáðà¨÷íîìó ðî-

çóìiííi.

13. Íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ

÷èñåë

Íåõàé ñïî÷àòêó F äîâiëüíå i f(x) ∈ F [x]. Ïðèïóñòèìî, ñò. f(x) = 1,

f(x) = ax+ b, a ̸= 0, çðîçóìiëî, ùî ìíîãî÷ëåí f(x) íåçâiäíèé íàä ïîëåì

F . Ìíîãî÷ëåí 1-ãî ñòåïåíÿ ùå íàçèâàþòü ëiíiéíèì ìíîãî÷ëåíîì.

Íåõàé ñò. f(x) > 1 i ìíîãî÷ëåí f(x) â ïîëi F ìà¹ êîðiíü α. Òîäi çà òåîðå-

ìîþ Áåçó, f(x) äiëèòüñÿ íà (x−α) i f(x) = (x−α)g(x), g(x) ∈ F [x], ñò.

g(x) ⩾ 1, òîáòî ìíîãî÷ëåí f(x) çâiäíèé â ïîëi F . Ïðèïóñòèìî. ñò. f(x) ⩾

2, àëå ìíîãî÷ëåí f(x) íå ìà¹ êîðåíiâ â ïîëi F . ×è áóäå f(x) íåçâiäíèì

íàä ïîëåì F? Âiçüìåìî íàïðèêëàä f(x) = (x2 + 1)2 = (x2 + 1)(x2 + 1).

Ìíîãî÷ëåí f(x) íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ, àëå ¹ çâiäíèì íàä ïîëåì R. Ç
iíøîãî áîêó, ìíîãî÷ëåí x2+1 íåçâiäíèé íàä ïîëåì R. Òàêèì ÷èíîì, ìî-

æíà çðîáèòè òàêi âèñíîâêè: ìíîãî÷ëåíè ïåðøîãî ñòåïåíÿ íåçâiäíi íàä

áóäü-ÿêèì ÷èñëîâèì ïîëåì. ßêùî ñòåïiíü f(x) ⩾ 1 i ìíîãî÷ëåí f(x)

ìà¹ â ïîëi F êîðiíü, òî f(x) çâiäíèé íàä ïîëåì F . ßêùî ñò. f(x) ⩾ 2 ,

àëå f(x) íå ìà¹ êîðåíiâ â ïîëi F , òî f(x) ìîæå áóòè ÿê çâiäíèì òàê i

íåçâiäíèì ìíîãî÷ëåíîì íàä ïîëåì F .

Òåîðåìà 5 (Ãàóññà, îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè). Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí
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íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ êîìïëåêñíèé

êîðiíü.

Íàñëiäîê 6. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê ëiíiéíèõ ìíîæíèêiâ,

òîáòî ìíîãî÷ëåíiâ ïåðøîãî ñòåïåíÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) ∈ C[x], ñò. f(x) ⩾ 1. Çà óìîâîþ òåîðåìè f(x) ìà¹

êîìïëåêñíèé êîðiíü α1, à òîìó çà òåîðåìîþ Áåçó f(x) = (x − α1)g(x).

ßêùî ñòåïiíü g(x) = 0, âñå äîâåäåíî, iíàêøå ïðîâåäåìî àíàëîãi÷íi ìið-

êóâàííÿ äëÿ g(x) i ò.ä. Îñêiëüêè íà êîæíîìó êðîöi ñòåïiíü g(x) çìåí-

øó¹òüñÿ, òî çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ ìè ïðèõîäèìî äî ðîçâ'ÿçêó.

Ç öüîãî, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî âñiõ êîðåíiâ f(x) ç óðàõóâàííÿì

¨õ êðàòíîñòi ðiâíå ñò. f(x).

Òåîðåìà 6. Íåçâiäíèìè íàä ïîëåì C ¹ âñi ìíîãî÷ëåíè 1-ãî ñòåïåíÿ i

ëèøå âîíè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) ∈ C[x]. ßêùî ñò. f(x) = 1, òî öåé ìíîãî÷ëåí

íåçâiäíèé. ßêùî ñò. f(x) > 1, òî öåé ìíîãî÷ëåí ìîæíà ðîçêëàñòè â

äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ ïîðøîãî ñòåïåíÿ, òîáòî ìíîãî÷ëåí f(x) çâiäíèé.

14. Íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë

Âèçíà÷èìî äåÿêi òèïè íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì R. Ïðèïó-
ñòèìî f(x) ∈ R[x], ñò f(x) = 1. Òàêèé ìíîãî÷ëåí f(x) íåçâiäíèé. Ïðè-

ïóñòèìî ñò f(x) = 2, àëå ìíîãî÷ëåí f(x) íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ. Òàêèé

ìíîãî÷ëåí òàêîæ ¹ íåçâiäíèì íàä R. Íàøà çàäà÷à ïîêàçàòè, ùî iíøèõ
íåçâiäíèõ ìíîãî÷ëåíiâ íå áóäå.

Ëåìà 5. Íåõàé f(x) ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ñò. f(x) > 1

i α � êîìïëåêñíèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f(x). Òîäi ÷èñëî α (ñïðÿæåíå)

òàêîæ ¹ êîìïëåêñíèì êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x).
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèïèøåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi êîìïëåêñíîãî ñïðÿ-

æåííÿ:

1) z1 + z2 = z1 + z2.

Äiéñíî, íåõàé z1 = x1+y1i, z2 = x2+y2i, òîäi z1+z2 = (x1+x2)+(y1+

y2)i, z1 = x1−y1i, z2 = x2−y2i, z1+z2 = (x1+x2)−(y1+y2)i = z1 + z2.

2) z1 − z2 = z1 − z2 àíàëîãi÷íî.

3) z1z2 = z1 · z2.
Íåõàé z1 = x1+y1i, z2 = x2+y2i, òîäi z1 · z2 = (x1x2−y1y2)+(x1y2+

x2y1)i, z1 = x1 − y1i, z2 = x2 − y2i, z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) − (x1y2 +

x2y1)i = z1z2.

4) z2 ̸= 0 :

(
z1
z2

)
=

z1
z2

àíàëîãi÷íî.

Íåõàé f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, an, an−1, ..., a1, a0 ∈ R.
Çà óìîâîþ f(α) = anα

n + an−1α
n−1 + ...+ a1α+ a0 = 0. Çâiäñè 0 = 0 =

(anαn + an−1αn−1 + ...+ a1α+ a0) = anαn + an−1αn−1 + ...+ a1α+ a0 =

anαn + an−1αn−1 + ...+ a1α+ a0 = f(α) = 0.

Òåîðåìà 7. Íåçâiäíèìè íàä ïîëåì R ¹ ìíîãî÷ëåíè ïåðøîãî ñòåïåíÿ i

ìíîãî÷ëåíè 2-ãî ñòåïåíÿ, ÿêi íå ìàþòü äiéñíèõ êîðåíiâ. Iíøèõ íåçâi-

äíèõ ìíîãî÷ëåíiâ íåìà¹.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé ñò. f(x) = 1, f(x) ∈ R[x]. Òîäi f(x) � íåçâiäíèé

ìíîãî÷ëåí.

2) Íåõàé ñò. f(x) = 2 i f(x) ∈ R[x] íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ. Òîäi f(x) �

íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí.

3) Íåõàé f(x) ∈ R[x], ñò. f(x) ⩾ 2, f(x) ìà¹ äiéñíèé êîðiíü α ∈ R. Òîäi
çà òåîðåìîþ Áåçó f(x) = (x − α)g(x), g(x) ∈ R[x], ñò g(x) ⩾ 1, òîìó

f(x) çâiäíèé ìíîãî÷ëåí.
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4) Íåõàé f(x) ∈ R[x], ñò. f(x) > 2 i f(x) íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ. Çà

îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(x) ìà¹ êîìïëåêñíèé êîðiíü

α ∈ C, α /∈ R. Çà ëåìîþ α òàêîæ ¹ êîðåíåì f(x) i ïðè öüîìó α ̸= α.

Òîäi ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà (x − α) i (x − α). Îñêiëüêè α ̸= α,

òî (x− α) i íà (x− α) íåçâiäíi íàä ïîëåì C i âçà¹ìíîïðîñòi. À òîìó

f(x) äiëèòüñÿ íà g(x) = (x−α)(x−α) = x2− (α+α)x+αα, àëå ÷èñëà

α+α i αα äiéñíi, òîáòî g(x) � ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òîìó f(x) = g(x)h(x), h(x) ∈ R[x] i ñò. h(x) ⩾ 1, òîáòî ìíîãî÷ëåí

f(x) çâiäíèé íàä ïîëåì R.

Çàóâàæåííÿ 3. Ç öi¹¨ òåîðåìè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé ìíî-

ãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê ëiíiéíèõ

ìíîãî÷ëåíiâ i ìíîãî÷ëåíiâ 2-ãî ñòåïåíÿ, ÿêi ¹ íåçâiäíèìè íàä ïîëåì R.

Íàñëiäîê 7. Íåõàé f(x) ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ñò. f(x) ≥
2, α � êîìïëåêñíèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f(x). Òîäi ÷èñëî α òàêîæ ¹ êîì-

ïëåêñíèì êîðåíåì f(x) i êðàòíîñòi êîðåíiâ α i α ñïiâïàäàþòü.

Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 5 âèïëèâà¹: ÿêùî α � êîìïëåêñíèé êîðiíü f(x), òî

α � òàêîæ êîìïëåêñíèé êîðiíü f(x). Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî ¨õ êðà-

òíîñòi ñïiâïàäàþòü. Ïðèïóñòèìî êðàòíiñòü α = k1, êðàòíiñòü α = k2 i

äëÿ âèçíà÷åííîñòi ïðèïóñòèìî k1 ⩾ k2. Íàì òðåáà ïîêàçàòè, ùî k1 =

k2. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: k1 > k2. Òîäi ìíîãî÷ëåí f(x) äiëèòüñÿ íà

(x − α)k1 i íà (x − α)k2 . Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè (x − α) i (x − α) ¹ âçà-

¹ìíîïðîñòèìè, òî f(x) äiëèòüñÿ íà äîáóòîê (x − α)k1(x − α)k2 . Òîáòî

f(x) = (x−α)k1(x−α)k2f1(x), äå f1(x) íå äiëèòüñÿ íà (x−α) i íà (x−α).

Ïîçíà÷èìî g(x) = (x− α)(x− α) = x2 − (α+ α)x+ αα. Ìíîãî÷ëåí g(x)

ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè i f(x) = gk2(x)(x−α)k1−k2f1(x) = gk2(x)h(x),

äå h(x) = (x−α)k1−k2f1(x) � ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïðè

k1 > k2 ÷èñëî α ¹ êîðåíåì h(x). Àëå h(x) íå äiëèòüñÿ íà (x− α), òîáòî

α íå ¹ êîðåíåì h(x), ùî ñóïåðå÷èòü ëåìi 5. Îòæå k1 = k2.
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Íàñëiäîê 8. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè íåïàð-

íîãî ñòåïåíÿ ìà¹ ïðèíàéìíi 1 äiéñíèé êîðiíü.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñò. f(x) = n, n � íåïàðíå ÷èñëî. Òîäi ÷èñëî âñiõ äié-

ñíèõ i êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ f(x) ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòi äîðiâíþ¹

n. Ç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî âñiõ êîìïëåêñíèõ êî-

ðåíiâ ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòi ïàðíå, à òîìó ¹ ïðèíàéìíi 1 äiéñíèé

êîðiíü.

14.1. Ðîçêëàä ìíîãî÷ëåíà ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè â

äîáóòîê íåçâiäíèõ ìíîæíèêiâ

Ïðèïóñòèìî f(x) �äåÿêèé ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè,

ñò. f(x) ⩾ 1. Çíàõîäèìî êîðåíi f(x). Ïðèïóñòèìî äiéñíi êîðåíi α1, α2,...,

αm ç âiäïîâiäíèìè êðàòíîñòÿìè k1, k2, ..., km i êîìïëåêñíi êîðåíi β1, β1,

β2, β2, ..., βs, βs ç âiäïîiäíèìè êðàòíîñòÿìè l1, l2, ..., ls.

Òîäi íàä ïîëåì C ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíà ðîçêëàñòè ó äîáóòîê f(x) =

a

m∏
i=1

(x−αi)
ki

s∏
j=1

(x−βj)
lj (x−βj)

lj . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç gi(x) = (x−βj)(x−

βj), j = 1, s. Òîäi ìíîãî÷ëåíè gi(x) � öå ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ 2, ÿêi íå-

çâiäíi íàä ïîëåì R. À òîìó f(x) = α

m∏
i=1

(x − αi)
ki

s∏
j=1

g
lj
j (x) � øóêàíèé

ðîçêëàä.

15. Çâiäíi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì Q ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë

Áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó ïîøóêó ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëå-

íà ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè

f(x) = qnx
n + qn−1x

n−1 + ...+ q1x+ q0, qn, qn−1, ..., q1, q0 ∈ Q.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç q íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå çíàìåííèêiâ ÷èñåë qn, ..., q0

i äîìíîæèìî ìíîãî÷ëåí f(x) íà ÷èñëî q. Ïðè öüîìó êîðåíi ìíîãî÷ëå-

íà íå çìiíþþòüñÿ, àëå ìè îäåðæàëè ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.
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Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïîøóêó ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà ç ðà-

öiîíàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè çâîäèòüñÿ äî ïîøóêó ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ

ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 8. Íåõàé íåñêîðîòíèé äðiá
p

q
¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè

êîåôiöi¹íòàìè f(x) = anx
n+an−1x

n−1+...+a1x+a0, an, an−1, ..., a1, a0 ∈
Z. Òîäi

1) p | a0;

2) q | an;

3) (p−mq) | f(m), ∀m ∈ Z.

Äîâåäåííÿ. 1) Çà óìîâîþ
p

q
¹ êîðåíåì f(x), òîáòî

an

(
p

q

)n

+ an−1

(
p

q

)n−1

+ ...+ a1

(
p

q

)
+ a0 = 0.

Äîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü íà qn:

anp
n + an−1p

n−1q + an−2p
n−2q2 + ...+ a1pq

n−1 + a0q
n = 0. (15.1)

Çâiäñè a0q
n = −anp

n − an−1p
n−1q − an−2p

n−2q2 − ...− a1pq
n−1.

Âñi äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi äiëÿòüñÿ íà ÷èñëî p, à òîìó p | a0qn.
Àëå äðiá

p

q
çà óìîâîþ íåñêîðîòíèé, à òîìó p i q � âçà¹ìíî ïðîñòi

÷èñëà. Çâiäñè p | a0.

2) Àíàëîãi÷íî ç ðiâíîñòi (15.1) îäåðæó¹ìî:

anp
n = −an−1p

n−1q − ...− a1pq
n−1 − a0q

n.

Çíîâó âñi äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi äiëÿòüñÿ íà q, òîìó q | anpn, i,
îñêiëüêè, p i q âçà¹ìíî ïðîñòi, òî q | an.

3) Ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (15.1) ó âèãëÿäi:

anp
n + (an−1q)p

n−1 + (an−2q
2)pn−2 + ...+ (a1q

n−1)p+ a0q
n = 0.

Íåõàé g(y) òàêèé ìíîãî÷ëåí, ùî g(y) = bny
n+bn−1y

n−1+...+b1y+b0,

äå bn = an, bn−1 = an−1q, ..., b1 = a1q
n−1, b0 = a0q

n. Òîäi ìíîãî÷ëåí
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g(y) ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Iç ðiâíîñòi (15.1) âèïëèâà¹, ùî p ¹ êîðå-

íåì öüîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîäi çà òåîðåìîþ Áåçó g(y) = (y − p)h(y), äå

h(y) � ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà

h(y) ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ, íàïðèêëàä, ñõåìè Ãîðíåðà.

Òîäi ∀k ∈ Z : g(k) i h(k) � öiëi ÷èñëà. À òîìó ∀k ∈ Z, k ̸= p :

(k − p) | g(k). Ïðèïóñòèìî, ùî m ∈ Z. Îñêiëüêè p i q âçà¹ìíî ïðîñòi,

òî mq ̸= p, à òîìó (mq− p) | g(mq) =⇒ (p−mq) | g(mq). ßêùî q=1,

âèáèðà¹ìî m ̸= p. Òîäi

g(mq) = bn(mq)n + bn−1(mq)n−1 + bn−2(mq)n−2 + ... + b1mq + b0 =

an(mq)n + an−1q(mq)n−1 + an−2q
2(mq)n−2 + ... + a1q

n−1mq + a0q
n =

anm
nqn + an−1m

n−1qn + an−2m
n−2qn + ...+ a1mqn + a0q

n =

= qn(anm
n + an−1m

n−1 + an−2m
n−2 + ... + a1m + a0) = qnf(m) =⇒

(p − mq) | qnf(m). Ïîêàæåìî, ùî ÷èñëà p − mq i q âçà¹ìíî ïðîñòi.

Ïðèïóñòèìî, d � ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ ÷èñåë: d | q, d | mq, îñêiëüêè

d | (p − mq) =⇒ d | p, àëå ÷èñëà p i q âçà¹ìíî ïðîñòi, òîìó d=1.

Òîìó ç (p−mq) | qnf(m) =⇒ (p−mq) | f(m).

Ç îñòàííüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ìåòîä çíàõîäæåííÿ âñiõ ðàöiîíàëüíèõ

êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïðèïóñòèìî äàíî ìíîãî-

÷ëåí f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0, an, an−1, ..., a0 ∈ Z.

1) Çíàõîäèìî âñi íàòóðàëüíi äiëüíèêè ÷èñëà a0 : p1, p2, .., pk.

2) Çíàõîäèìî âñi íàòóðàëüíi äiëüíèêè ÷èñëà an : q1, q2, .., qs.

3) Ñêëàäåìî âñi ìîæëèâi íåñêîðîòíi äðîáè âèãëÿäó ±pi
qj
. Òîäi âñi ðàöiî-

íàëüíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà f(x) çíàõîäÿòüñÿ ñåðåä öèõ äðîáiâ, òîáòî

âñi öi äðîáè ¹ ìîæëèâèìè ðàöiîíàëüíèìè êîðåíÿìè.

4) ßêùî öèõ ìîæëèâèõ êîðåíiâ äóæå áàãàòî, ìîæíà ñêîðîòèòè ¨õ ÷èñëî

ïåðåâiðêîþ âèêîíàííÿ óìîâ (p − mq) | f(m),∀m ∈ Z. Íàïðèêëàä,
ñïî÷àòêó äëÿm = 1,m = −1 =⇒ p−q | f(1), p+q | f(−1). Âñi äðîáè,

ÿêi íå çàäîâiëüíÿþòü õî÷à á îäíié ç öèõ óìîâ, ìîæíà âèêðåñëèòè.

34



5) ßêùî i ïiñëÿ öüîãî çàëèøèòüñÿ áàãàòî ìîæëèâèõ êîðåíiâ, ìîæíà

ïåðåâiðèòè öi âèïàäêè äëÿ m = 2,m = −2,...

6) Âñi ìîæëèâi êîðåíi, ÿêi çàëèøàòüñÿ, ïiäñòàâëÿ¹ìî ó f(x) i ïåðåâiðÿ-

¹ìî, íàïðèêëàä, çà ñõåìîþ Ãîðíåðà. ßêùî äåÿêå x = α ¹ êîðåíåì, òî

f(x) = (x−α)g(x), äå ñòåïiíü g(x) = ñòåïåíi f(x)− 1. Êîðèñòóþ÷èñü

ñõåìîþ Ãîðíåðà, ìè îäåðæèìî g(x), à òîìó íàñòóïíi êîðåíi ìîæíà

ïiäñòàâëÿòè âæå ó g(x).

16. Ïðèìiòèâíi ìíîãî÷ëåíè

Îçíà÷åííÿ 12. Ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè f(x) íàçèâà¹òüñÿ

ïðèìiòèâíèì, ÿêùî ÍÑÄ âñiõ éîãî êîåôiöi¹íòiâ =1.

Ëåìà 6 (Ãàóññà). Äîáóòîê äâîõ ïðèìiòèâíèõ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ ïðèìi-

òèâíèì ìíîãî÷ëåíîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) i g(x) � ïðèìiòèâíi ìíîãî÷ëåíè: f(x) = anx
n +

an−1x
n−1+...+a1x+a0, äå an, an−1, ..., a1, a0 ∈ Z, ÍÑÄ(an, an−1, ..., a0) =

1, an ̸= 0; g(x) = bmxm+bm−1x
m−1+...+b1x+b0, äå bm, bm−1, ..., b1, b0 ∈ Z,

ÍÑÄ(bm, bm−1..., b0) = 1, bm ̸= 0.

Ïðèïóñòèìî, h(x) = f(x)g(x). h(x) = c0 + c1x + c2x
2 + ... + cm+nx

m+n.

Ïðèïóñòèìî d �ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë c0, ..., cm+n. Îñêiëüêè ìíîãî-

÷ëåíè f(x) i g(x) � ïðèìiòèâíi, òî iñíóþòü òàêi ÷èñëà i òà j, 0 ≤
i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m, ùî d | a0, d | a1, ..., d | ai−1 i ai íå äiëèòüñÿ íà

d; d | b0, d | b1, ..., d | bj−1 i bj íå äiëèòüñÿ íà d. Òîäi ci+j = a0bi+j +

a1bi+j−1 + ...+ ai−1bj+1 + aibj + ai+1bj−1 + ...+ ai+jb0. Çà ïðèïóùåííÿì,

d | ci+j , d | a0bi+j , d | a1bi+j−1, ..., d | ai−1bj+1, d | ai+1bj−1, d | ai+jb0, à

òîìó d | aibj . Ïðèïóñòèìî, d � ïðîñòå ÷èñëî, òîäi àáî d | ai àáî d | bj ,
ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òàêèì ÷èíîì d = 1 i ìíîãî÷ëåí h(x) �

ïðèìiòèâíèé.
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17. Îçíàêà Åéçåíøòåéíà

Ëåìà 7. Íåõàé ìíîãî÷ëåí f(x) ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè çâiäíèé íàä

ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Òîäi ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíà ðîçêëàñòè â äî-

áóòîê 2-õ ìíîãî÷ëåíiâ íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ç öiëèìèè êîåôiöi¹íòàìè.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ ìíîãî÷ëåí f(x) çâiäíèé íàä ïîëåì Q, òîäi iñíó-
þòü g(x), h(x) ∈ Q[x], òàêi ùî f(x) = g(x)h(x), ñòåïiíü g(x) > 0, ñòåïiíü

h(x) > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç k íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå çíàìåííèêiâ âñiõ

êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà g(x), à l � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå çíàìåí-

íèêiâ âñiõ êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà h(x). Òîäi f(x) =
1

kl
(kg(x))(lh(x)) =

1

m
g1(x)h1(x), äå g1(x) = kg(x), h1(x) = lh(x) � ìíîãî÷ëåíè ç öiëèìè

êîåôiöi¹íòàìè, m = kl ∈ Z. Äàëi ïîçíà÷èìî ÷åðåç c ÍÑÄ âñiõ êî-

åôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà g1(x), à ÷åðåç q ÍÑÄ âñiõ êîåôiöi¹íòiâ h1(x).

Òîäi f(x) =
cq

m

(
1

c
g1(x)

)(
1

q
h1(x)

)
=

cq

m
g2(x)h2(x) =

r

s
g2(x)h2(x), äå

g2(x) =
1

c
g1(x), h2(x) =

1

q
h1(x) � ìíîãî÷ëåíè ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè i

ïðèìiòèâíi,
r

s
� íåñêîðîòíèé äðiá.

Ïîêàæåìî, ùî s = 1. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè g2(x), h2(x) � ïðèìiòèâ-

íi, òî çà ëåìîþ Ãàóññà ¨õ äîáóòîê g2(x)h2(x) òåæ ïðèìiòèâíèé. Íå-

õàé g2(x)h2(x) = βnx
n + βn−1x

n−1 + ... + β1x + β0, äå βn, ..., β0 ∈ Z,

ÍÑÄ(βn, ..., β0) = 1. Îñêiëüêè f(x) =
r

s
g2(x)h2(x), òî f(x) =

βnr

s
xn +

βn−1r

s
xn−1+ ...+

β1r

s
x+

β0r

s
. Àëå âñi êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà f(x) öiëi,

òîìó s | βnr, s | βn−1r, ..., s | β1r, s | β0r. Çà ïðèïóùåííÿì äðiá
r

s
íåñêîðî-

òíèé, òîìó ÷èñëà r i s � âçà¹ìíî ïðîñòi =⇒ s | βn, s | βn−1, ..., s | β1, s |
β0. Àëå ìíîãî÷ëåí g2(x)h2(x) � ïðèìiòèâíèé, òîìó s = 1. Îäåðæó¹-

ìî f(x) = rg2(x)h2(x), r ∈ Z, ñòåïiíü g2(x) = ñòåïåíi g(x) > 0, ñòåïiíü

h2(x) = ñòåïåíi h(x) > 0.

ßêùî äåÿêèé ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà ðîçêëàñòè â

äîáóòîê äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ç ðàöiîíàëüíèìè êîåôi-
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öi¹íòàìè, òî éîãî ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ íåíó-

ëüîâîãî ñòåïåíÿ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 9 (îçíàêà Åéçåíøòåéíà). Íåõàé f(x) = anx
n + an−1x

n−1 +

... + a1x + a0 � ìíîãî÷ëåí ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Íåõàé äëÿ íüîãî

iñíó¹ ðàöiîíàëüíå ÷èñëî p òàêå, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) p | a0, p | a1, ..., p | an−1 i an íå äiëèòüñÿ íà ð;

2) a0 íå äiëèòüñÿ íà p2.

Òîäi ìíîãî÷ëåí f(x) íåçâiäíèé íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îñòàííüîþ ëåìîþ äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ìíîãî-

÷ëåí f(x) íå ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ íåíóëüî-

âîãî ñòåïåíÿ ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: f(x) =

g(x)h(x), g(x) = bmxm + bm−1x
m−1 + ...+ b1x+ b0, bm, ..., b0 ∈ Z, bm ̸=

0, 0 < m < n; h(x) = ckx
k + ck−1x

k−1 + ...+ c1x+ c0, ck, ..., c0 ∈ Z, ck ̸=
0, 0 < k < n,m+ k = n.

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ a0 = b0c0, a1 = b0c1+b1c0, a2 = b0c2+b1c1+b2c0, ..., ai =

b0ci + b1ci−1 + ...+ bic0, ..., an = bmck. Çà óìîâîþ p | a0 =⇒ p | b0c0, àëå
p � ïðîñòå ÷èñëî. Òîìó ïðèíàéìi îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ b0c0 äiëèòüñÿ íà p.

Àëå a0 íå äiëèòüñÿ íà p2, òîìó ÿêùî p | b0, òî c0 íå äiëèòüñÿ íà p i íàâ-

ïàêè, ÿêùî p | c0, òî b0 íå äiëèòüñÿ íà p. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi,

ùî p | b0 i c0 íà p íå äiëèòüñÿ. Òîäi p | a1, p | b0c1, p | b1c0 i, îñêiëüêè c0

íà p íå äiëèòüñÿ, òî p | b1. Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî p | b2 i ò.ä. Çà óìîâîþ
an = bmck íå äiëèòüñÿ íà p, òîáòî bm íå äiëèòüñÿ íà p. Òîìó iñíó¹ òàêèé

íîìåð i, ùî p | b0, p | b1, ..., p | bi−1, àëå bi íå äiëèòüñÿ íà p.

ai = b0ci + b1ci−1 + ...+ bi−1c1 + bic0. Çà óìîâîþ p | ai, çà ïðèïóùåííÿì
p | b0, p | b1, ..., p | bi−1 =⇒ p | bic0, àëå c0 íå äiëèòüñÿ íà p, òîìó p | bi,
ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Òàêèì ÷èíîì, ìíîãî÷ëåí f(x) íåçâiäíèé

íàä ïîëåì Q.

Çàóâàæåííÿ 4. Öÿ îçíàêà ¹ òiëüêè äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùî ìíîãî-

÷ëåí ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì Q.
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Ïðèêëàä 3. f(x) = x5 − 12x3 +36x− 12, p = 3 � íåçâiäíèé çà îçíàêîþ

Åéçåíøòåéíà.

Ïðèêëàä 4. f(x) = x4 + 4 = (x2 − 2x + 2)(x2 + 2x + 2) � âèêîíó¹òüñÿ

1), àëå íå âèêîíó¹òüñÿ 2).

18. Ãðàíèöi äiéñíèõ êîðåíiâ äiéñíèõ ìíîãî÷ëåíiâ

Ëåìà 8 (ïðî ñòàðøèé ÷ëåí). Íåõàé äàíî f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ ...+

a1x+ a0 � ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Òîäi äëÿ ∀k > 0 iñíó¹

C > 0, òàêå ùî, ïðè |x| ≥ C âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|anxn| > k|an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + ...+ a1x+ a0|. (18.1)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî A = max (|an−1|, |an−2|, ..., |a1|, |a0|) òà áóäåìî

ââàæàòè, ùî |x| > 1. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ:

|an−1x
n−1+an−2x

n−2+...+a1x+a0| ≤ |an−1x
n−1|+|an−2x

n−2|+...+|a1x|+
|a0| = |an−1||xn−1|+ |an−2||xn−2|+ ...+ |a1||x|+ |a0| ≤ A(|x|n−1+ |x|n−2+

... + |x| + 1) = A
|x|n − 1

|x| − 1
. Îñêiëüêè |x| > 1, òî

|x|n − 1

|x| − 1
<

|x|n

|x| − 1
=⇒

|an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + ...+ a1x+ a0| < A
|x|n

|x| − 1
.

Çàôiêñó¹ìî ÷èñëî k > 0 i äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ∃C > 0,

ùî ïðè |x| ≥ C âèêîíó¹òüñÿ |anxn| ≥ kA|x|n

|x| − 1
. |an||xn| ≥ kA|x|n

|x| − 1
ïðè

|an| ≥
kA

|x| − 1
. Âðàõîâóþ÷è, ùî |x| > 1, îäåðæèìî (|x|−1)|an| ≥ kA =⇒

|x| ≥ 1 +
kA

|an|
. Çðîçóìiëî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ öÿ íåðiâíiñòü, òî |x| > 1, à

òîìó áåðåìî C = 1 +
kA

|an|
i ïðè |x| ≥ C âèêîíó¹òüñÿ (18.1).

Íàñëiäîê 9. Äëÿ ∀ ìíîãî÷ëåíà f(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè iñíó¹

òàêå ÷èñëî C > 0, ùî ïðè |x| ⩾ C çíàê ìíîãî÷ëåíà f(x) âèçíà÷à¹òüñÿ

çíàêîì éîãî ñòàðøîãî ÷ëåíà.

Ëåìà ïðî ñòàðøèé ÷ëåí äà¹ ìîæëèâiñòü äîâåñòè òàêó âàæëèâó òåî-

ðåìó.
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Òåîðåìà 10. Íåõàé β � äiéñíèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà ç äiéñíèìè êîåôi-

öi¹íòàìè f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + ...+ a1x+ a0.

ßêùî A = max (|an−1|, |an−2|, ... , |a1|, |a0|), òî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|β| ⩽ 1 +
A

|an|

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, çíà÷åííÿ x òàêå, ùî |x| ⩾ 1+
A

|an|
. Ïîêëàäåìî

â óìîâi ëåìè ïðî ñòàðøèé ÷ëåí k = 1. Òîìó, ïðè òàêîìó çíà÷åííi çìiííî¨

x, ìîäóëü ñòàðøîãî ÷ëåíà > ìîäóëÿ ñóìè âñiõ iíøèõ ÷ëåíiâ, òîáòî x íå

ìîæå áóòè êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà, à òîìó |β| ⩽ 1 +
A

|an|
.

19. ×èñëî äiéñíèõ êîðåíiâ äiéñíîãî ìíîãî÷ëåíà íà

äiéñíîìó ïðîìiæêó (òåîðåìà Øòóðìà)

Çàóâàæåííÿ 5. Òåîðåìà Øòóðìà âèêîíó¹òüñÿ ëèøå äëÿ òàêèõ ìíîãî-

÷ëåíiâ f(x) ç äiñéíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi íå ìàþòü êðàòíèõ êîðåíiâ,

ÿê äiéñíèõ, òàê i êîìïëåêñíèõ.

Ïðèïóñòèìî, ùî f(x) ìîæå ìàòè êðàòíi êîðåíi. Òîäi íåâàæêî çíàéòè

òàêèé ìíîãî÷ëåí g(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, âñi êîðåíi ÿêîãî êðà-

òíîñòi 1 i ñïiâïàäàþòü ç óñiìà êîðåíÿìè f(x). Ùîá ïîçáàâèòèñü âiä êðà-

òíèõ êîðåíiâ ó f(x), äîñòàòíüî éîãî ïîäiëèòè íà d(x) = ÍÑÄ (f(x), f ′(x)).

Ïðèïóñòèìî α1, α2, ... , αs � âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà f(x), ÿê äiéñíi, òàê i

êîìïëåêñíi, i k1, k2, ... , ks � êðàòíîñòi öèõ êîðåíiâ. Òîäi äëÿ ∀i = 1, s ,

(x− αi)
ki | f(x) i f(x) íå äiëèòüñÿ íà (x− αi)

ki+1 .

Íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáó-

òîê f(x) = α(x−α1)
k1(x−α2)

k2 ...(x−αs)
ks . Òîäi çà ëåìîþ ïðî ïîõiäíó:

f ′(x) = β(x − α1)
k1−1(x − α2)

k2−1...(x − αs)
ks−1u(x), äå u(x) � âçà¹ìíî

ïðîñòèé ç óñiìà (x− α1), (x− α2), ..., (x− αs).

Òîäi d(x) = ÍÑÄ (f(x), f ′(x)) = (x− α1)
k1−1(x− α2)

k2−1...(x− αs)
ks−1.

Çâiäñè g(x) =
f(x)

d(x)
= α(x−α1)(x−α2)...(x−αs). Òàêèì ÷èíîì ìíîãî÷ëåí

g(x) ìà¹ òiëüêè ïðîñòi êîðåíi i âîíè ñïiâïàäàþòü ç óñiìà êîðåíÿìè f(x).

Îñêiëüêè f(x) ∈ R[x], òî i f ′(x) ∈ R[x] =⇒ d(x) = ÍÑÄ (f(x), f ′(x)) ∈
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R[x], g(x) =
f(x)

d(x)
∈ R[x], òîáòî ìíîãî÷ëåí g(x) ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè.

19.1. Ïîíÿòòÿ çíàêîçìiíè â ñèñòåìi äiéñíèõ ÷èñåë

Íåõàé äàíî ñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë: −5, 3, 0, 10, −4,

2, −7, 0, 8. Âèêðåñëþ¹ìî ç öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi âñi íóëi i êîæíîìó ÷èñëó

ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü éîãî çíàê: −++−+−+. Áóäåìî êàçàòè, ùî äâà

÷èñëà â ïîñëiäîâíîñòi óòâîðþþòü çíàêîçìiíó, ÿêùî âîíè ñòîÿòü ïîðó÷

i ìàþòü ðiçíi çíàêè, íàïðèêëàä −5 i 3. ×èñëî âñiõ òàêèõ ïàð áóäåìî

íàçèâàòè ÷èñëîì çíàêîçìií â äàíié ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë (äëÿ íàøî¨ 5).

Çðîçóìiëî, ùî ÷èñëî çíàêîçìií ìîæíà çíàéòè äëÿ ∀ ñêií÷åííî¨ âïîðÿä-

êîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë.

19.2. Ñèñòåìà ôóíêöié Øòóðìà

Íåõàé f(x) � ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêèé íå ìà¹ êðà-

òíèõ êîðåíiâ, òîáòî ÍÑÄ (f(x), f ′(x)) = 1.

Îçíà÷åííÿ 13. Óïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà äiéñíèõ ìíîãî÷ëåíiâ f0(x), f1(x),

... , fs(x) íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ôóíêöiéØòóðìà ìíîãî÷ëåíà f(x), ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) f0(x) = f(x);

2) îñòàííié ìíîãî÷ëåí fs(x) íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ;

3) ∀ ïàðà ñóìiæíèõ ìíîãî÷ëåíiâ â öié ïîñëiäîâíîñòi íå ìà¹ ñïiëüíèõ

êîðåíiâ;

4) ÿêùî x = α � äiéñíèé êîðiíü äåÿêîãî ïðîìiæíîãî ìíîãî÷ëåíà fi(x),

0 < i < s, òî ÷èñëà fi−1(α), fi+1(α) ðiçíèõ çíàêiâ;

5) ßêùî x = α � äiéñíèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f0(x) i ìè ðóõà¹ìîñü

âçäîâæ äiéñíî¨ ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ çëiâà íàïðàâî i ïðîõîäèìî òî÷êó

x = α, òî ïðè öüîìó äîáóòîê f0(x)f1(x) çìiíþ¹ çíàê ç ìiíóñà íà
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ïëþñ. Öå îçíà÷à¹, ùî â äåÿêîìó îêîëi Oε(α) f0(x) ìà¹ ëèøå îäèí

êîðiíü α i äîáóòîê f0(x)f1(x) ìà¹ çíàêè �−� ïðè x = α − ε, �+� ïðè

x = α+ ε.

19.3. Iñíóâàííÿ ñèñòåìè ôóíêöié Øòóðìà

Ïðèïóñòèìî f(x) � ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêèé íå

ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ, òîáòî ÍÑÄ (f(x), f ′(x)) = 1. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñè-

ñòåìè ôóíêöié Øòóðìà áóäåìî øóêàòè ÍÑÄ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) òà f ′(x)

çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìà Åâêëiäà. Ïðè öüîìó íà êîæíîìó êðîöi çàëè-

øîê áóäåìî áðàòè ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì.

1) Çà îçíà÷åííÿì ïîêëàäåìî f0(x) = f(x). Âiçüìåìî f1(x) = f ′(x) òà âè-

êîíà¹ìî àëãîðèòì Åâêëiäà äëÿ f0(x), f1(x), òîáòî f0(x) = g1(x)f1(x)+

r1(x). Ïîêëàäåìî f2(x) = −r1(x), à òîìó f0(x) = g1(x)f1(x)− f2(x).

2) f1(x) = g2(x)f2(x) + r2(x), f3(x) = −r2(x),

f1(x) = g2(x)f2(x)− f3(x).

3) f2(x) = g3(x)f3(x) + r3(x), f4(x) = −r3(x),

f2(x) = g3(x)f3(x)− f4(x).

4) f3(x) = g4(x)f4(x) + r4(x), f5(x) = −r4(x),

f3(x) = g4(x)f4(x)− f5(x).

5) f4(x) = g5(x)f5(x) + r5(x). Ïðèïóñòèìî, r5(x) = const ̸= 0.

Òîäi f6(x) = −r5(x), f4(x) = g5(x)f5(x)− f6(x).

Òàêèì ÷èíîì îäåðæèìî óïîðÿäêîâàíó ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíiâ:

f0(x), f1(x), f2(x), f3(x), f4(x), f5(x), f6(x). Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñèñòåìà

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì ñèñòåìè ôóíêöié Øòóðìà.

1) Âèêîíó¹òüñÿ f0(x) = f(x).

2) f6(x) = const = A ̸= 0, òîáòî îñòàííié ìíîãî÷ëåí íå ìà¹ äiéñíèõ

êîðåíiâ.
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3) Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi, ùî α � ñïiëüíèé êîðiíü ìíîãî÷ëå-

íiâ f2(x), f3(x). Îñêiëüêè f1(x) = g2(x)f2(x) − f3(x), òî f1(α) = 0.

Òîáòî α � ñïiëüíèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíiâ f1(x), f2(x), àëå f0(x) =

g1(x)f1(x) − f2(x), òîìó f0(α) = 0. Òàêèì ÷èíîì α � ñïiëüíèé êî-

ðiíü ìíîãî÷ëåíiâ f0(x) = f(x), f1(x) = f ′(x). Òîäi (x − α) | f(x),

(x − α) | f ′(x), ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi ÍÑÄ (f(x), f ′(x)) = 1. Òîáòî

óìîâà 3) âèêîíó¹òüñÿ.

4) Ïðèïóñòèìî x = α � äiéñíèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f4(x). Òîäi çà âëà-

ñòèâiñòþ 3) f3(α) ̸= 0, f5(α) ̸= 0. Òðåáà ïîêàçàòè, ùî ÷èñëà f3(α),

f5(α) ìàþòü ðiçíi çíàêè.

f3(x) = g4(x)f4(x)−f5(x), f3(α) = g4(α)f4(α)−f5(α), f3(α) = −f5(α).

5) Ïðèïóñòèìî x = α � äiéñíèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f0(x) = f(x). Çà

âëàñòèâiñòþ 3) f1(α) ̸= 0, à òîìó iñíó¹ ε-îêië ÷èñëà α Oε(α) , ìîæëè-

âî äóæå ìàëåíüêèé, â ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f(x) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü α, à

ìíîãî÷ëåí f1(x) = f ′(x) çáåðiãà¹ ñâié çíàê. Ïðèïóñòèìî äëÿ âèçíà-

÷åíîñòi f ′(x) < 0 ∀x ∈ (α − ε, α + ε). Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f(x)

ñïàäà¹ íà öüîìó ïðîìiæíêó i, îñêiëüêè, f(α) = 0, òî f(α − ε) > 0,

f(α + ε) < 0. À òîìó ïðè x = α − ε: f(x)f ′(x) < 0, à ïðè x = α + ε:

f(x)f ′(x) > 0. Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó f ′(x) > 0, ∀x ∈ (α − ε, α + ε).

Òîáòî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîáóäóâàëè ñèñòåìó ôóíêöié Øòóðìà. Äëÿ äàíîãî

ìíîãî÷ëåíà iñíóþòü é iíøi ñèñòåìè ôóíêöié Øòóðìà.

19.4. Òåîðåìà Øòóðìà

Ïðèïóñòèìî f0(x), f1(x), ... , fs(x) ñèñòåìà ôóíêöié Øòóðìà f(x).

Çàôiêñó¹ìî äiéñíå ÷èñëî x = α. Òîäi îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë f0(α), f1(α), ... , fs(α). ×èñëî çíàêîçìií â öié ïîñëiäîâíîñòi áóäå-

ìî ïîçíà÷àòè W (α).

Òåîðåìà 11 (Øòóðìà). Íåõàé f(x) � ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôi-

öi¹íòàìè, ÿêèé íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ; a, b � äiéñíi ÷èñëà, ÿêi íå ¹
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êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(x), i a < b; f0(x), f1(x), ... , fs(x) � ñèñòåìà

ôóíöêié Øòóðìà ìíîãî÷ëåíà f(x). Òîäi W (a) ⩾ W (b), i ÷èñëî äiéñíèõ

êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ïðîìiæêó (a, b) äîðiâíþ¹ W (a)−W (b).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî âèçíà÷èòè, ÿê çìiíþ¹òüñÿ âåëè÷è-

íà W (x) ïðè çðîñòàííi x. ßêùî x çðîñòà¹, àëå ïðè öüîìó ìè íå ïðîõî-

äèìî ÷åðåç êîðiíü ÿêîãîñü ç ìíîãî÷ëåíiâ ñèñòåìè ôóíêöié Øòóðìà, òî

âñi ìíîãî÷ëåíè çáåðiãàþòü ñâî¨ çíàêè, i âåëè÷èíà W (x) íå çìiíþ¹òüñÿ.

Òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè 2 âèïàäêè:

1) Ìè ïðîõîäèìî ÷åðåç äiéñíèé êîðiíü x = α äåÿêîãî ïðîìiæíîãî ìíî-

ãî÷ëåíà fi(x), 0 < i < s.

2) Ìè ïðîõîäèìî ÷åðåç äåÿêèé äiéñíèé êîðiíü x = α ìíîãî÷ëåíà f0(x).

1) Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê fi(α) = 0. Òîäi çà âëàñòèâiñòþ ñèñòåìè

ôóíêöié Øòóðìà fi−1(α) ̸= 0, fi+1(α) ̸= 0 i fi−1(α), fi+1(α) ðiçíèõ

çíàêiâ. Òîìó iñíó¹ äåÿêèé Oε(α), â ÿêîìó ìíîãî÷ëåí fi(x) ìà¹ ¹äèíèé

êîðiíü α, à ìíîãî÷ëåíè fi−1(x), fi+1(x) çáåðiãàþòü ñâî¨ çíàêè. Ïðè-

ïóñòèìî äëÿ ∀x ∈ (α− ε, α+ ε) : fi−1(x) < 0, fi+1(x) > 0. Òîäi, ÿêùî,

íàïðèêëàä, fi(α− ε) > 0, òî fi(α+ ε) < 0. Îòæå çíàêè ïîñëiäîâíîñòi

fi−1(α−ε), fi(α−ε), fi+1(α−ε) òàêi: −++, òîáòî â öié ïîñëiäîâíîñòi

îäíà çíàêîçìiíà. Â ïîñëiäîâíîñòi fi−1(α + ε), fi(α + ε), fi+1(α + ε):

−−+, òàêîæ îäíà çíàêîçìiíà.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî íàâïàêè fi(α − ε) < 0, fi(α + ε) > 0, òî çíàêè

fi−1(α − ε), fi(α − ε), fi+1(α − ε) òàêi: − − +, à çíàêè fi−1(α + ε),

fi(α + ε), fi+1(α + ε): − + +. ×èñëî çíàêîçìií íå çìiíþ¹òüñÿ. Òîìó

ÿêùî ìè ïðîõîäèìî ÷åðåç äåÿêèé êîðiíü ìíîãî÷ëåíà fi(x), 0 < i < s,

òî âåëè÷èíà W (x) íå çìiíþ¹òüñÿ.

2) Ïðèïóñòèìî, ìè ïðîõîäèìî ÷åðåç ÷åðåç êîðiíü x = α ìíîãî÷ëåíà

f0(x) = f(x). Òîäi, çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ 3), f1(α) ̸= 0, à òîìó iñíó¹

iíòåðâàë (α − ε, α + ε) íà ÿêîìó ìíîãî÷ëåí f0(x) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü

α, à ìíîãî÷ëåí f1(x) çáåðiãà¹ ñâié çíàê.
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Ïðèïóñòèìî ∀x ∈ (α − ε, α + ε) : f1(x) > 0, òîäi çà âëàñòèâiñòþ 5)

f0(α − ε) < 0, f0(α + ε) > 0 . Òîìó ïàði ÷èñåë f0(α − ε), f1(α − ε)

âiäïîâiäàþòü çíàêè −+, à ïàði ÷èñåë f0(α+ε), f1(α+ε): ++. Òîáòî â

ñèñòåìi ôóíêöié Øòóðìà ïðè ïåðåõîäi âiä α− ε äî α+ ε âòðà÷à¹òüñÿ

îäíà çíàêîçìiíà. Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî f1(x) < 0 ∀x ∈
(α − ε, α + ε), òî f0(α − ε) > 0, f0(α + ε) < 0. ×èñëàì f0(α − ε),

f1(α− ε) âiäïîâiäàþòü çíàêè +−, à ÷èñëàì f0(α+ ε), f1(α+ ε): −−.
Òîáòî òàêîæ âòðà÷à¹òüñÿ îäíà çíàêîçìiíà.

Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Øòóðìà ìîæíà âèçíà÷èòè ÷èñëî âñiõ äiéñíèõ

êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà. ßê âiäîìî, ìîæíà çíàéòè òàêèé ñêií÷åííèé iíòåð-

âàë, íà ÿêîìó çíàõîäÿòüñÿ âñi êîðåíi äàíîãî ìíîãî÷ëåíà, à òîìó ìîæíà

âèêîðèñòàòè òåîðåìó Øòóðìà äëÿ öüîãî iíòåðâàëó. Ìîæíà òàêîæ öå

çðîáèòè ïî iíøîìó.

Íåõàé f(x)� ìíîãî÷ëåí ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Ç íàñëiäêó ç ëåìè

ïðî ñòàðøèé ÷ëåí âèïëèâà¹, ùî ∃ c > 0, ùî ïðè |x| ≥ c çíàêè âñiõ ìíîãî-

÷ëåíiâ ñèñòåìè ôóíêöié Øòóðìà âèçíà÷àþòüñÿ ¨õ ñòàðøèìè ÷ëåíàìè, à

òîìó ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ Øòóðìà äëÿ iíòåðâàëó (−c, c). ×è-

ñëî c ìîæíà i íå çíàõîäèòè, ôîðìàëüíî ïðèïóñòèâøè, ùî c = +∞. Òîäi

÷èñëî âñiõ äiéñíèõ êîðåíiâ äîðiâíþ¹W (−∞)−W (+∞), à çíàêè âñiõ ìíî-

ãî÷ëåíiâ íà íåñêií÷åííîñòi âèçíà÷àþòüñÿ ¨õ ñòàðøèìè ÷ëåíàìè. ßêùî

âèçíà÷èòè ÷èñëî W(0), òî ÷èñëî âñiõ âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ äîðiâíþâàòèìå

W (−∞)−W (0), äîäàòíiõ: W (0)−W (+∞).

ÒåîðåìàØòóðìà äà¹ ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ëîêàëiçàöi¨ êîðå-

íiâ, òîáòî âèçíà÷èòè òàêi ñêií÷åííi iíòåðâàëè (α, β), íà êîæíîìó ç ÿêèõ

çíàõîäèòüñÿ ïî îäíîìó i òiëüêè îäíîìó êîðåíþ f(x). Çà òåðìiíîëîãi¹þ

òåîðåìè Øòóðìà öå îçíà÷à¹, ùî W (α) −W (β) = 1, òîáòî íà iíòåðâàëi

(α, β) âòðà÷à¹òüñÿ îäíà çíàêîçìiíà.
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20. Iíòåðïîëÿöiéíi ìíîãî÷ëåíè

Íåõàé çíà÷åííÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f(x) âiäîìi â òî÷êàõ x0, x1, x2, ... , xn,

òîáòî f(x0) = y0, f(x1) = y1, ... , f(xn) = yn. Ñòî¨òü çàäà÷à íàáëèçèòè

ôóíêöiþ f(x) ìíîãî÷ëåíîì g(x), çíà÷åííÿ ÿêîãî â òî÷êàõ x0, x1, x2, ... ,

xn ñïiâïàëî áè ç y0, y1, y2, ... , yn. Öÿ çàäà÷à íîñèòü íàçâó çàäà÷i iíòåðïî-

ëÿöi¨, à ìíîãî÷ëåí g(x) íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ

f(x). Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ ⩽ n, ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ öèì óìîâàì.

Çàïèøåìî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n â çàãàëüíîìó âèãëÿäi: g(x) = a0 +

a1x + ... + anx
n, i ïiäáåðåìî êîåôiöi¹íòè a0, a1, ... , an òàê, ùîá âèêîíó-

âàëèñü óìîâè çàäà÷i, òîáòî ïiäñòàâëÿ¹ìî

g(x0) = a0 + a1x0 + ...+ anx
n
0 = y0,

g(x1) = a0 + a1x1 + ...+ anx
n
1 = y1,

...........................

g(xn) = a0 + a1xn + ...+ anx
n
n = yn.

Îäåðæàëè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ a0, a1, ... , an. Öÿ

ñèñòåìà êâàäðàòíà, òîìó âèïèøåìî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè. Îäåðæèìî

âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x2

0 ... xn
0

1 x1 x2
1 ... xn

1

...

1 xn x2
n ... xn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
i>j

(xi − xj)

òà ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ xi : ∆ ̸= 0. Òîáòî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê,

à òîìó ìíîãî÷ëåí g(x) âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî.

Iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ìîæíà çàïèñóâàòè â ðiçíèõ ôîðìàõ.

g1(x) = C0+C1(x−x0)+C2(x−x0)(x−x1)+...+Cn(x−x0)(x−x1) ... (x−xn).

(20.1)

Ââàæàòèìåìî, ùî öåé ìíîãî÷ëåí ¹ iíòåðïîëÿöiéíèì äëÿ ôóíêöi¨ f(x) i

âèçíà÷èìî éîãî êîåôiöi¹íòè. Îñêiëüêè g1(x0) = y0 =⇒ c0 = y0, g1(x1) =

y1 =⇒ y1 = c0 + c1(x1 − x0) = y0 + c1(x1 − x0) =⇒ c1 =
y1 − y0
x1 − x0

i ò.ä.
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Ìíîãî÷ëåí (20.1) íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì Íüþòîíà.

Âèïèøåìî òàêèé ìíîãî÷ëåí:

g2(x) =

n∑
i=0

yi
(x− x0) ... (x− xi−1)(x− xi+1) ... (x− xn)

(xi − x1) ... (xi − xi−1)(xi − xi+1) ... (xi − xn)
. (20.2)

Çðîçóìiëî, ùî âèêîíó¹òüñÿ g2(xi) = yi, i = 0, n. Ìíîãî÷ëåí (20.2) íàçè-

âà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà.
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