
Задача. Розглянемо популяцiю, що змiнюється неперервно в часi, з часто-
тами генотипiв P (t) для AA, Q(t) для Aa та R(t) для aa. Припустимо, що
в довiльному iнтервалi часу довжини h (h мале) обрана випадковим чином
частка λh (λ > 0 i фiксоване) популяцiї замiняється на популяцiю такого ж
розмiру, яка отримується шляхом випадкового спарювання обраної частки
популяцiї. Показати, що при t →∞: P (t) → α2, Q(t) → 2αβ, R(t) → β2 для
деяких α, β, де α + β = 1 (α > 0, β > 0) i збiжнiсть при цьому експоненцiйна
(∼ e−λt).
Розв’язання. За умовою задачi маємо наступнi рiвняння:
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Перепишемо цi рiвняння так

P (t + h)− P (t)
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= −P (t)λ +
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λ,
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Переходячи до границi при h → 0, ми отримаємо

P ′(t) = −P (t)λ +
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1

2
Q(t)

)2
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Позначимо частоту гену A через α(t) = P (t) +
1

2
Q(t), частоту гену a через
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β(t) = R(t) +
1

2
Q(t), α(t) + β(t) = 1. Тодi

α′(t) = P ′(t) +
1

2
Q′(t) =

−P (t)λ− 1

2
Q(t)λ +

(
P (t) +

1

2
Q(t)

)
(P (t) + Q(t) + R(t)) λ = 0.

Таким чином, α(t) i β(t) сталi та можуть бути позначенi просто α i β, α+β =
1. Тодi  P ′(t) = −P (t)λ + α2λ,

Q′(t) = −Q(t)λ + 2αβλ,
R′(t) = −R(t)λ + β2λ.

Звiдси 
P (t) =

(
P (0)− α2) e−λt + α2,

Q(t) = (Q(0)− 2αβ) e−λt + 2αβ,
R(t) =

(
R(0)− β2) e−λt + β2.

При t → ∞: P (t) → α2, Q(t) → 2αβ, R(t) → β2 i збiжнiсть при цьому
експоненцiйна.
Задача. Розглянемо гаплоїдну популяцiю з коефiцiєнтами вiдбору 1 − s та
1 для генiв a та A вiдповiдно. Припустимо, що частка µ генiв A мутує в гени
a в кожному поколiннi. Припустимо також, що s та µ досить малi, так що
впливи вiдбору та мутацiї адитивнi. Показати, що q ∼ µ

s
– стiйка стацiонарна

частота гену i досягається при умовi µ < s та досить малiй величинi s.
Розв’язання. Позначимо через pn та qn частоти генiв A та a вiдповiдно,
pn + qn = 1. При вiдборi цi частоти змiнюються наступним чином

pn+1 =
pn

pn + (1− s)qn
, qn =

(1− s)qn

pn + (1− s)qn
;

а при мутацiї
pn+1 = (1− µ)pn, qn+1 = qn + µpn.

Отже, в нашому випадку

pn+1 =
(1− µ)pn

pn + (1− s)qn
; qn+1 =

(1− s)qn + µpn

pn + (1− s)qn
.

Звiдси
qn+1

pn+1
=

(1− s)qn + µpn

(1− µ)pn
=

1− s

1− µ

qn

pn
+

µ

1− µ
.
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Оскiльки
µ

1− µ
÷

(
1− s

1− µ
− 1

)
=

µ

1− µ

1− µ

µ− s
=

µ

µ− s
,

то
qn+1

pn+1
− µ

s− µ
=

1− s

1− µ

(
qn

pn
− µ

s− µ

)
.

Якщо µ < s, тобто 1− s < 1− µ, то

qn

pn
→ µ

s− µ
, n →∞.

Згадавши, що pn + qn = 1, матимемо

qn →
µ

s
, n →∞.

3


