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1. Генетичнi моделi. Опис генетичного механiзму

В ядрi клiтини знаходяться хромосоми, якi вiдповiдають за спадковi
характеристики органiзму. Їх кiлькiсть рiзна для рiзних органiзмiв. У
бiльшостi видiв органiзмiв кiлькiсть хромосом в клiтинi коливається вiд
10 до 50. В клiтинах людини та багатьох тварин по 46 хромосом.

Одиниця, що контролює повнiстю або частково спадкування деякої
ознаки, називається геном. Мiсце, яке ген займає в хромосомi, назива-
ється локусом.

Набiр хромосом може мiстити по однiй хромосомi кожного типу (га-
плоїди), як у деяких грибiв, по парi хромосом (диплоїди), як у ссавцiв,
або групи бiльшого розмiру (триплоїди, тетраплоїди та в загальному
випадку полiплоїди), як у багатьох рослин.

В кожному локусi гени можуть належати до рiзних контрастуючих
типiв, якi називаються алелями. Так, деякий ген, що вiдповiдає, напри-
клад, за карий колiр очей, є алелем гена, що вiдповiдає за блакитний
колiр очей. Рiзнi можливi комбiнацiї алелей у вiдповiдних локусах рi-
зних хромосом одного типу називаються генотипами. При диплоїдiї,
якщо є алелi A та a, можливi наступнi генотипи: AA, Aa, aa. Генотипи
AA i aa називаються гомозиготними, а генотип Aa — гетерозиготним.

Фенотипами називаються рiзноманiтнi зовнiшнi прояви алельних
комбiнацiй. Наприклад, якщо A домiнує над a, то рiзнi генотипи AA

та Aa будуть визначати один i той же фенотип, а комбiнацiя aa визна-
чає iнший фенотип.

1.1. Розмноження i закон Хардi-Вайнберга

Iснує два способи клiтинного дiлення. Бiльш поширеним є мiтоз.
При цьому способi кожна хромосома дiлиться на двi i, коли клiтина
розщеплюється на двi дочiрнi клiтини, кожна з новостворених клiтин
отримує по однiй хромосомi з кожної пари. Таким чином, кожна нова
клiтина має повний набiр хромосом.

Процес другого типу — мейоз — вiдбувається при статевому розмно-

4



женнi диплоїдних клiтин. Кожна хромосома при цьому подвоюється.
Потiм утворюються чотири новi клiтини, кожна з яких мiстить одну
хромосому. Таким чином, кожна з чотирьох нових клiтин мiстить по-
ловину нормального набору хромосом. Така клiтина називається гаме-
тою. Коли двi гамети з’єднуються, утворюється заплiднена клiтина —
зигота, яка має повний набiр хромосом.

Розглянемо тепер якийсь локус в парi хромосом у диплоїдного ор-
ганiзму для випадку, коли можливi два алелi A та a. Надалi будемо
розглядати нескiнченну популяцiю, рiзнi поколiння якої не змiшуються.

Припустимо, що схрещується генотип AA з генотипом Aa. Перший з
них утворює лише гамети A, другий — гамети A i a в рiвних пропорцi-
ях. При спарюваннi (схрещуваннi), що розглядається, гамети, утворенi
генотипом AA, очевидно, однаково часто будуть з’єднуватись з рiзними
гаметами, утвореними генотипом Aa. Таким чином, для випадку спарю-
вання AA×Aa частота нащадкiв типу AA дорiвнює

1
2
, i така ж частота

для нащадкiв типу Aa. Аналогiчно при спарюваннi AA×aa утворюється
тiльки нащадки типу Aa. Спарювання Aa×Aa дає наступне спiввiдно-
шення нащадкiв:

1
4
AA,

1
2
Aa,

1
4
aa i т.д. Цi пропорцiї вiдомi пiд назвою

спiввiдношення при розщепленнi.

Розглянемо деяку роздiльностатеву популяцiю з трьома генотипами
AA, Aa, aa, в якiй вiдбувається випадкове спарювання. Нехай вихiдне
спiввiдношення генотипiв наступне: частка AA дорiвнює u, частка Aa

дорiвнює v i частка aa дорiвнює w, u + v + w = 1. Складемо таблицю
результатiв випадкового спарювання:
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Схрещування Типи нащадкiв Частота даного
типу схрещування

AA×AA AA u2

AA×Aa
1
2
AA +

1
2
Aa 2uv

AA× aa Aa 2uw

Aa×Aa
1
4
AA +

1
2
Aa +

1
4
aa v2

Aa× aa
1
2
Aa +

1
2
aa 2vw

aa× aa aa w2

Отже, в наступному поколiннi цi три генотипи будуть представленi
в спiввiдношеннi:

AA Aa aa

u2 + uv +
1
4
v2 2uw + vw + uv +

1
2
v2 w2 + wv +

1
4
v2

Покладемо p = u +
v

2
, q = w +

v

2
, тодi цi пропорцiї набудуть вигляду

AA Aa aa

p2 2pq q2

i p + q = 1.
Точно таким же чином ми знайдемо, що пiсля наступного спарюва-

ння генотипи розподiляться у вiдношеннi

AA Aa aa(
p2 + pq

)2
= p2 2

(
p2 + pq

) (
q2 + pq

)
= 2pq

(
q2 + pq

)2
= q2

Таким чином, починаючи з другого поколiння, спiввiдношення мiж
генотипами не змiнюється, тобто стiйкий стан досягається за одне по-
колiння. Цей результат вiдомий, як закон Хардi-Вайнберга.

Можна отримати цей же результат наступним чином. Розглянемо
популяцiю гамет: якщо початкове спiввiдношення мiж генотипами те
саме, що й ранiше, то вiдповiдна частка гамет A в популяцiї дорiвнює
u +

v

2
= p, а гамет a дорiвнює w +

v

2
= q, отже в наступному поколiннi

генотипи представленi у вiдношеннi
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AA Aa aa

p · p = p2 2pq q · q = q2

Розглядаючи сукупнiсть гамет в новiй популяцiї, знайдемо:
частка (A) = p2 + pq = p(p + q) = p,
частка (a) = q2 + pq = q(p + q) = q,
що вказує на досягнену стiйкiсть.

Факт спiвпадiння результатiв, отриманих обома методами, вiдомий у
виглядi наступного твердження: “випадкове злиття гамет” еквiвалентне
випадковому спарюванню.

Тепер ми розглянемо, як три фактори — мутацiя, мiграцiя та вiд-
бiр — впливають на популяцiю генотипiв у припущеннi про випадкове
спарювання

1.2. Мутацiя

1. Розглянемо гаплоїдну популяцiю генiв A та a. Припустимо, що
в промiжку мiж будь-якими двома наступними поколiннями частка µ

генiв a мутує (змiнюється) в форму A. Якщо pn — частка генiв a в
n-му поколiннi, то (1 − pn) — частка генiв A в n-му поколiннi. Тодi
pn+1 = pn(1 − µ) = pn−1(1 − µ)2 . . . i остаточно pn = p0(1 − µ)n, тобто,
якщо 0 < µ < 1, то pn → 0, n → ∞ по геометричнiй прогресiї iз
знаменником 1− µ.

2. Нехай тепер мiж двома наступними поколiннями разом з розгля-
нутою мутацiєю частка ν > 0 генiв A мутує в форму a. Тодi

pn+1 = pn(1− µ) + ν(1− pn) = pn(1− µ− ν) + ν,

що еквiвалентно спiввiдношенню

pn+1 −
ν

µ + ν
=
(

pn −
ν

µ + ν

)
(1− µ− ν),

бо

ν = (µ + ν)
ν

µ + ν
= (1− (1− µ− ν))

ν

µ + ν
=

ν

µ + ν
− ν

µ + ν
(1− µ− ν).
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За iндукцiєю отримаємо

pn+1−
ν

µ + ν
=
(

pn−1 −
ν

µ + ν

)
(1−µ−ν)2 = . . . =

(
p0 −

ν

µ + ν

)
(1−µ−ν)n.

Знову збiжнiсть має геометричний характер. Зауважимо, що якщо
µ + ν > 1, 1 − µ − ν < 0, то pn буде збiгатися до границi немонотонно,
якщо ж µ + ν ≤ 1, то збiжнiсть монотонна. Помiтимо, що оскiльки
µ, ν < 1, то в будь-якому випадку |1 − µ − ν| < 1, а отже, збiжнiсть
дiйсно має мiсце: pn −−−−→

n→∞

ν

µ + ν
.

1.3. Мiграцiя

Припустимо, що ми маємо 2 популяцiї, що складаються з генiв A та
a, — внутрiшню популяцiю, в якiй частоти цих генiв дорiвнюють pn та
qn вiдповiдно (i їх ми хочемо знайти), i зовнiшню “велику” популяцiю, в
якiй гени A та a мають постiйнi частоти P та Q. “Мiграцiя” означає, що
частка I усiєї внутрiшньої популяцiї за час одного поколiння замiщу-
ється такою ж кiлькiстю iндивiдуумiв, взятих iз зовнiшньої популяцiї.
Тодi

pn+1 = pn(1− I) + PI.

Оскiльки величина P стала, отримане рекурентне спiввiдношення спiв-
падає, очевидно, з тим, що описує процес мутацiї, якщо взяти ν =

PI, µ = (1 − P )I, бо µ = I − ν, 1 − µ − ν = 1 − I. Звiдси випливає,

що pn збiгається до величини
ν

µ + ν
=

PI

I − PI + PI
= P .

1.4. Вiдбiр

Iснує 2 види вiдбору — гаметичний, який вiдображає вiдноснi пере-
ваги деяких гамет над iншими, та зиготний, який вiдображає переваги
деяких генотипiв над iншими. Такi переваги можуть вiдповiдати рiзним
смертностям, вiдноснiй плодючостi i т.д.

(а) Гаметичний вiдбiр

Нехай 1 i 1 − s (0 < s < 1) — мiри вiдносної селективної переваги
гамети A в порiвняннi з гаметою a. Нехай pn i qn означають їх частоти
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в популяцiї в n-му поколiннi. Цi данi можна звести в таблицю

Гамета A Гамета a

Частота pn qn pn + qn = 1

Вiдносна перевага 1 1− s

Сформує наступне поколiння гамет A i a, припускаючи наявним ча-
стотам гамет ваги 1 i 1− s вiдповiдно. Отримаємо

pn+1 = pn [pn + (1− s)qn]−1 ; qn+1 = (1− s)qn [pn + (1− s)qn]−1
.

Спiвмножник [pn + (1− s)qn]−1 є нормуючим.

Маємо
pn+1 =

pn

1− qns
; qn+1 =

(1− s)qn

1− qns
.

Звiдси
qn+1

pn1
= (1− s)

qn

pn
= . . . = (1− s)n+1 q0

p0
→ 0 при n →∞.

Отже, qn → 0 i pn → 1, тобто популяцiя генiв a вироджується.

(б) Зиготний вiдбiр. Загальний випадок.

Розглянемо диплоїдну популяцiю, в якiй кожен генотип характери-
зується iндексом σ, який вiдображає його перевагу або недолiк у порiв-
няннi з iншими типами. Припустимо, що вiдносна перевага не залежить
вiд часу та частот гамет в n-му поколiннi.

AA Aa aa

Частота в n-му поколiннi p2
n 2pnqn q2

n

Вiдносна перевага σ1 σ2 σ3

Нехай pn i qn — частота A i a вiдповiдно в n-му поколiннi.

Зиготнi частоти AA, Aa i aa в (n + 1)-му поколiннi дорiвнюють вiд-
повiдно

σ1p
2
n

w
,

σ2pnqn

w
,

σ3q
2
n

w
,

де величина w = σ1p
2
n + 2σ2pnqn + σ3q

2
n називається функцiєю присто-

сованостi i w−1 грає роль нормуючого множника. Отже, частоти гамет
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A i a дорiвнюють вiдповiдно

pn+1 =
σ1p

2
n + σ2pnqn

w
, qn+1 =

σ3q
2
n + σ2pnqn

w
. (1.1)

Таким чином,

∆pn = pn+1 − pn =
σ1p

2
n + σ2pnqn

w
− pn

=
σ1p

2
n + σ2pnqn − σ1p

3
n − 2σ2p

2
nqn − σ3pnq2

n

w

=
σ1p

2
n + σ2pnqn(qn − pn)− σ3pnq2

n

w

= pnqn
σ1pn + σ2qn − σ2pn − σ3qn

w
= pnqn

(σ1 − σ2)pn + (σ2 − σ3)qn

w
.

Тобто
∆pn = pnqn

(σ1 − σ2)pn + (σ2 − σ3)qn

w
. (1.2)

Рiвноважною частотою є будь-яка величина p̃ (0 ≤ p̃ ≤ 1) така, що з
рiвностi pn = p̃ випливає pn+1 = p̃. Вона називається стiйкою, якщо для
значень pn, близьких до p̃, змiнна pn+k при k →∞ прямує до p̃. Рiвно-
важна частота, яка не є стiйкою, називається нестiйкою. Визначимо по-
лiморфiзм як такий стiйкий рiвноважний стан, в якому представлений
кожен генотип. Така ситуацiя має мiсце, коли гетерозиготний iндивiду-
ум має селективну перевагу перед кожним гомозиготним iндивiдуумом,
як, наприклад, при спадкуваннi ознаки серповидноклiтинної анемiї.

Приклад полiморфiзма: σ2 > σ1, σ2 > σ3. Така ситуацiя зазвичай
називається гетерозиготною перевагою, або гетерозиготним домiнуван-
ням. Розглянемо випадки, коли ∆pn дорiвнює нулю.

(а) pn = 1. Це рiвноважний стан. Проте, якщо pn близьке до 1, то
∆pn < 0 i змiнна pn вiддаляється вiд 1. Це нестiйка рiвновага.

(б) pn = 0. Цей стан також нестiйкий, оскiльки ∆pn > 0 при малих
pn.
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(в)
pn

qn
=

σ2 − σ3

σ2 − σ1
, або, що те саме, pn = p∗, де

p∗ =
σ2 − σ3

2σ2 − σ1 − σ3
, 0 < p∗ < 1.

Нехай p = p∗ + δ. Тодi

∆p =
pq

w(p)
(
(σ1 − σ2)(p∗ + δ) + (σ2 − σ3)(1− p∗ − δ)

)
=

pq

w(p)
(
(σ1 − σ2)p∗ + (σ1 − σ2)δ + (σ2 − σ1)p∗ − (σ2 − σ3)δ

)
=

(p∗ + δ)(q∗ − δ)
w(p∗ + δ)

(σ1 + σ3 − 2σ2)δ.

Отже, ∆p ' p∗q∗

w(p∗)
(σ1+σ3−2σ2)δ має знак, протилежний до знаку

δ, оскiльки σ1 + σ3 − 2σ2 < 0. Звiдси випливає, що стан рiвноваги
стiйкий.

Трохи бiльш детальний аналiз показує, що процес (1.1) збiгається
до рiвноважного стану p∗ при будь-якому початковому станi p,
такому, що p(1− p) 6= 0.

1.5. Моделi двостатевих популяцiй

Розглянемо тепер популяцiю, що складається з чоловiчих та жiночих
особин, спарювання при цьому вiдбувається лише мiж представниками
рiзних статей. Якщо обмежитися розглядом лише генiв, що локалiзованi
на аутосомних (нестатевих) хромосомах (як це було в попередньому
випадку), то процес випадкового спарювання можна описати таким же
чином, як i ранiше. Припустимо, що частоти генiв всерединi чоловiчої
та жiночої популяцiй дорiвнюють:

Чоловiча популяцiя Жiноча популяцiя
AA Aa aa AA Aa aa

r1 2s1 t1 u1 2v1 w1

Гамети мають наступнi частоти:
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Чоловiча популяцiя Жiноча популяцiя
A a A a

p1 = r1 + s1 q1 = s1 + t1 p1 = u1 + v1 q1 = v1 + w1

Для випадкового спарювання, яке еквiвалентне випадковому вибору
з чоловiчих та жiночих сукупностей гамет, ми знайдемо, що частоти
генотипiв в обох чоловiчiй та жiночiй популяцiях у другому поколiннi
дорiвнюють p1p1, p1q1 + p1q1, q1q1 для AA, Aa, aa вiдповiдно. Як i у
випадку самозаплiднення, стiйкий розподiл досягається за одне поколi-
ння.

Проте, якщо розглянути статевi хромосоми, ситуацiя рiзко змiни-
ться. Причина цього полягає в тому, що в деяких диплоїдних клiтинах
можуть знаходитися два рiзнi типи хромосом X та Y . У ссавцiв жiночi
особини характеризуються наявнiстю двох гомологiчних X-хромосом, в
той час як у чоловiчих особин спаренi хромосоми x i Y .

Зауваження 1. Гомологiчними називаються хромосоми, що утворюють
пару (в диплоїдному випадку). Всi нестатевi гомологiчнi хромосоми то-
тожнi.

Бiльше того, багато, якщо не всi, генiв з X-хромосоми не мають ком-
плементiв (вiд лат. complementum — доповнення) на Y -хромосомi. У
випадку, що розглядається, генотип чоловiчої особини повнiстю визна-
чається алелями, локалiзованими на X-хромосомi. Такi гени та ознаки,
що ними контролюються, називаються зчепленими зi статтю.

Розглянемо розподiл зчепленого зi статтю гену в послiдовних по-
колiннях. Припустимо, що початковi частоти генотипiв у чоловiчих та
жiночих особин дорiвнюють

Жiночi особини (XX) Чоловiчi особини (XY )
AA Aa aa A a

r0 2s0 t0 p0 q0

Помiтимо, що генотип у чоловiчої особини визначається лише одним
символом гену, оскiльки Y -хромосома не мiстить жодного гену, що мi-

12



ститься в X-хромосомi.
Частоти гамет у жiночих особин дорiвнюють

A a

r0 + s0 s0 + t0

В припущеннi про випадкове спарювання, або, що те саме, про ви-
падковий вибiр з сукупностi гамет, частоти генотипiв в наступному по-
колiннi дорiвнюють у жiночих особин

AA Aa aa

r1 = (r0 + s0)p0 2s1 = (r0 + s0)q0 + (s0 + t0)p0 t1 = (s0 + t0)q0;

та у чоловiчих особин

A a

p1 = r0 + s0 q1 = s0 + t0.

Кожна новостворена чоловiча зигота отримує Y -хромосому з чоловi-
чої популяцiї та X-хромосому з жiночої. Отже частка генiв A в чоловiчiй
популяцiї в точностi дорiвнює частцi генiв A в попередньому поколiннi
жiночої популяцiї.

В загальному випадку якщо pn — частота алеля A в сукупностi жi-
ночих гамет в n-му поколiннi, то pn−1 — частота алеля A в чоловiчiй
популяцiї в n-му поколiннi. Отже, (n + 1)-ше поколiння жiночих гено-
типiв має склад

AA Aa aa

pnpn−1 pnqn−1 + qnpn−1 qnqn−1.

Звiдси можна вивести рекурентне спiввiдношення

pn+1 = pnpn−1 +
1
2
(pnqn−1 + qnpn−1),

яке зводиться до наступного

2pn+1 = 2pnpn−1 + pn(1− pn−1) + (1− pn)pn−1

= 2pnpn−1 + pn − pnpn−1 + pn−1 − pnpn−1 = pn + pn−1,
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тобто 2[pn+1 − pn] = −(pn − pn−1),
або 2∆n = −∆n−1, де ∆n = pn+1 − pn.

За iндукцiєю отримаємо

∆n =
(
−1

2

)n

∆0,

або
pn+1 = pn +

(
−1

2

)n

∆0.

Звiдси

pn+1 =
(
−1

2

)n

∆0 +
(
−1

2

)n−1

∆0 + . . . + ∆0 + p0

= p0 + ∆0

(
1−

(
− 1

2

)n+1

3/2

)
.

В границi

α = lim pn = p0 +
2
3
(p1 − p0) =

2
3
p1 +

1
3
p0.

Отримали вираз для граничної частоти генiв A в чоловiчiй популяцiї.
В жiночiй популяцiї граничнi частоти генотипiв мають вигляд

AA Aa aa

α2 2α(1− α) (1− α)2.

Це, звичайно, в точностi вiдповiдає частотам Хардi-Вайнберга.

2. Ланцюги Маркова

2.1. Означення

Розглянемо випадковий процес Xt, t ∈ T , простiр станiв якого злi-
чений або скiнчений, а множина iндексiв T = (0, 1, 2, . . .). Будемо позна-
чати його {Xn}. Часто простiр станiв процесу зручно ототожнювати з
множиною невiд’ємних цiлих чисел (0, 1, 2, . . .) та казати, що Xn знахо-
диться в станi i, якщо Xn = i.

Випадковий процес {Xn} називається ланцюгом Маркова, якщо

P{Xn+1 = in+1|Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0}
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= P{Xn+1 = in+1|Xn = in}.

Тобто майбутнi значення процесу зележать лише вiд теперiшнього стану
i не залежать вiд минулих.

Ймовiрнiсть випадкової величини Xn+1 потрапити в стан j, якщо
вiдомо, що Xn знаходиться в станi i (вона називається однокроковою
ймовiрнiстю переходу), позначається Pn,n+1

ij , тобто

Pn,n+1
ij = P{Xn+1 = j|Xn = i}.

В загальному випадку ймовiрностi переходу залежать не тiльки вiд
початкового та кiнцевого станiв, а ще й вiд моменту здiйснення пере-
ходу. Коли однокроковi ймовiрностi переходу не залежать вiд часової
змiнної (тобто вiд значення n), будемо казати, що процес Маркова має
стацiонарнi ймовiрностi переходу, а вiдповiдний ланцюг Маркова нази-
ватимемо однорiдним. Саме на цьому класi ланцюгiв ми й зосередимо
свою увагу.

Отже, вiдмiтимо, що Pn,n+1
ij = Pij не залежить вiд n i Pij є ймо-

вiрнiстю переходу iз стану i в стан j за одне випробування. Зазвичай
iмовiрностi Pij об’єднують в матрицю

P =



P00 P01 P02 P03 · · ·
P10 P11 P12 P13 · · ·
P20 P21 P22 P23 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pi0 Pi1 Pi2 Pi3 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


,

яку називають матрицею Маркова, або матрицею ймовiрностей пере-
ходу ланцюга Маркова.

Очевидно, ймовiрностi Pij задовольняють наступним двом умовам

Pij ≥ 0, i, j = 0, 1, 2, . . . ,

∞∑
j=0

Pij = 1, i = 0, 1, 2, . . .
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Якщо P{X0 = i} = pi, то

P{X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in} = Pin−1,in
Pin−2,in−1 . . . Pio,i1pi0 .

Отже, процес повнiстю визначений, якщо заданi однокроковi ймовiрно-
стi переходу та розподiл ймовiрностей станiв процесу в момент часу 0

(тобто в.в. X0).

2.2. Матрицi ймовiрностей переходу ланцюга Маркова

Аналiз ланцюга Маркова пов’язаний головним чином з обчисленням
ймовiрностей можливих його реалiзацiй, найважливiшою характеристи-
кою яких є матриця ймовiрностей переходiв за n крокiв P (n) =

(
Pn

ij

)
.

Pn
ij позначає ймовiрнiсть того, що процес перейде зi стану i в стан j за

n переходiв, тобто

Pn
ij = P{Xn+m = j|Xm = i}. (2.1)

Теорема 1. Якщо P = (Pij) — матриця однокрокових ймовiрностей
переходу ланцюга Маркова, то

Pn
ij =

∞∑
k=0

P r
ikP s

kj (2.2)

для довiльної фiксованої пари невiд’ємних цiлих чисел r та s, такої,

що r + s = n. При цьому за означенням P 0
ij =

{
1, якщо i = j

0, якщо i 6= j.

В формулi (2.2) неважко впiзнати формулу множення матриць. Звiд-
си випливає, що P (n) = Pn; iншими словами, ймовiрностi Pn

ij можна
розглядати як елементи матрицi Pn — n-ої степенi матрицi P .

Якщо ймовiрнiсть того, що процес в початковий момент знаходиться
в станi j дорiвнює pj , то ймовiрнiсть опинитися в станi k в момент n

дорiвнює

p
(n)
k =

∞∑
j=0

pjP
n
jk = P{Xn = k}.
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2.3. Класифiкацiя станiв ланцюга Маркова

Стан j називається досяжним зi стану i, якщо Pn
ij > 0 для деяко-

го цiлого числа n ≥ 0, тобто ймовiрнiсть того, що процес за скiнчену
кiлькiсть крокiв потрапить в стан j, вирушаючи зi стану i, додатня. Це
позначають i → j.

Стани i та j називаються сполученими (i ↔ j), якщо i → j та j → i.

Властивiсть сполученостi є вiдношенням еквiвалентностi, тобто 1) i ↔
j; 2) i ↔ j ⇒ j ↔ i; 3) i ↔ j, j ↔ k ⇒ i ↔ k.

Тому всю множину станiв можна розбити на класи еквiвалентностi.
Стани об’єднуються в один клас, якщо вони сполучаються один з одним.
Можливо, що вирушаючи зi стану, що належить одному класу, ми з
додатньою ймовiрнiстю потрапимо в iнший клас, але тодi, очевидно,
повернення в початковий клас вже неможливе, оскiльки iнакше обидва
згаданих класи входили б в один клас еквiвалентностi.

Будемо казати, що ланцюг Маркова нерозкладний, якщо введене на-
ми вiдношення еквiвалентностi породжує лише один клас станiв. Iнши-
ми словами, процес нерозкладний, якщо всi його стани сполучаються
один з одним.

2.4. Перiодичнiсть ланцюга Маркова

Визначимо перiод стану i як НСД всiх цiлих чисел n ≥ 1, для яких
Pn

ii > 0. Якщо Pn
ii = 0 при всiх n ≥ 1, то d(i) := 0.

Теорема 2. Якщо i ↔ j, то d(i) = d(j).

Тобто перiод є характеристикою класу сполучених станiв.

Теорема 3. Якщо стан i має перiод d(i), то iснує цiле число N , що
залежить вiд i, таке, що для всiх цiлих чисел n ≥ N : P

nd(i)
ii > 0.

Тобто повернення в стан i може вiдбуватися у всi досить далекi мо-
менти часу, що кратнi перiоду d(i).

17



Наслiдок 1. Якщо Pm
ij > 0, то P

m+nd(i)
ij > 0 для всiх досить великих

додатних цiлих чисел n.

Ланцюг Маркова, кожний стан якого має перiод 1, називається не-
перiодичним.

2.5. Рекурентнiсть

Розглянемо довiльний, але фiксований стан i. Покладемо для кожно-
го цiлого числа n ≥ 1:

fn
ii = P{Xn = i, Xν 6= i, ν = 1, 2, . . . , n− 1|X0 = i}.

Iншими словами, fn
ii — це ймовiрнiсть того, що вирушаючи зi стану i,

система вперше повернеться в цей стан через n переходiв.

Зауваження 2. Через fk
ij (i 6= j) позначають ймовiрнiсть того, що про-

цес вперше досягне стану j iз стану i на k-му кроцi.

Зрозумiло, що f1
ii = Pii, а fn

ii можна обчислити рекурентно з форму-

ли Pn
ii =

n∑
k=0

fk
iiP

n−k
ii , n ≥ 1, де, за означенням, f0

ii = 0 для всiх i.

Зауваження 3. Для i 6= j: Pn
ij =

n∑
k=0

fk
ijP

n−k
jj , n ≥ 0, де f0

ij = 0 для всiх

i та j.

Будемо називати стан i рекурентним, якщо
∞∑

n=1

fn
ii = 1. Це означає,

що стан i є рекурентним тодi i тiльки тодi, коли ймовiрнiсть повернутися
в початковий стан i пiсля деякого скiнченого числа крокiв дорiвнює 1.

Якщо
∞∑

n=1

fn
ii < 1, то стан i будемо називати перехiдним.

Теорема 4. Стан i є рекурентним тодi i тiльки тодi, коли
∞∑

n=1

Pn
ii =

∞.

Зауваження 4. Якщо j — перехiдний стан, то для всiх i:
∞∑

n=1

Pn
ij < ∞.
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Наслiдок 2. Якщо i ↔ j та i — рекурентний стан, то стан j також
є рекурентним.

Таким чином рекурентнiсть, як i перiодичнiсть, є властивiстю класу
еквiвалентностi, тобто всi стани в класi еквiвалентностi або рекурентнi,
або перехiднi одночасно.

Позначимо

Qii = P

{
частинка, вирушаючи зi стану i,

повертається в нього нескiнченно часто

}
.

Теорема 5. Стан i рекурентний або перехiдний в залежностi вiд то-
го, Qii = 1 або Qii = 0.

Тобто якщо деякий стан рекурентний, то цей стан з iмовiрнiстю 1
зустрiчається в процесi нескiнчену кiлькiсть разiв.

Теорема 6. Якщо i ↔ j i обидва стани належать рекурентному кла-
су, то

f∗ij :=
∞∑

n=1

fn
ij = 1.

Нехай

Qij = P

{
частинка, вирушаючи зi стану i, буде

нескiнченну кiлькiсть разiв знаходитись в станi j

}
.

Наслiдок 3. Якщо i ↔ j i обидва стани належать рекурентному
класу, то Qij = 1.

2.6. Основнi граничнi теореми для ланцюгiв Маркова

Наступна теорема, так звана “ергодична” теорема, описує граничну
поведiнку ймовiрностей Pn

ij при n → ∞ для всiх i та j неперiодичного
рекурентного ланцюга Маркова.

Теорема 7 (Основна гранична теорема для ланцюгiв Марко-
ва). (а) Розглянемо рекурентний нерозкладний неперiодичний ланцюг
Маркова. Нехай Pn

ii — ймовiрнiсть опинитися в станi i на n-му кроцi,
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n = 0, 1, 2, . . ., при умовi, що X0 = i (тобто стан i — початковий). Не-
хай, як i ранiше, P 0

ii = 1. Нехай fn
ii — ймовiрнiсть вперше повернутися

в стан i на n-му кроцi, причому f0
ii = 0. Як вiдомо,

Pn
ii −

n∑
k=0

fn−k
ii P k

ii =

{
1, якщо n = 0

0, якщо n > 0.

В цьому випадку має мiсце рiвнiсть

lim
n→∞

Pn
ii =

1
∞∑

n=0

nfn
ii

.

(б) При цих же умовах lim
n→∞

Pn
ji = lim

n→∞
Pn

ii .

Зауваження 5. Нехай C — рекурентний клас. Тодi Pn
ij = 0 при i ∈ C, j /∈

C для всiх n. Отже, потрапивши в C, вийти з нього неможливо. Таким
чином, пiдматриця (Pij) , i, j ∈ C є матрицею ймовiрностей переходу, а
вiдповiдний ланцюг маркова нерозкладний i рекурентний. Це означає,
що гранична теорема має мiсце дослiвно для будь-якого неперiодичного
рекурентного класу.

Зауваження 6. Якщо an → a при n →∞, то виконується рiвнiсть

lim
n→∞

1
n

n∑
k=1

ak = a. (2.3)

Отже, якщо стан i належить рекурентному неперiодичному класу,
то

lim
n→∞

1
n

n∑
m=1

Pm
ii =

1
∞∑

n=0

nfn
ii

=
1

mi
, (2.4)

де mi — середнiй час повернення.

Якщо стан i належить до рекурентного перiодичного класу, то Pm
ii =

0, якщо m не кратне перiоду d (тобто якщо m 6= nd для будь-якого n),
та

lim
n→∞

Pnd
ii =

d

mi
.

Цi два останнiх результати разом з (2.3) показують, що спiввiдношен-
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ня (2.4) має мiсце i для перiодичного випадку.

Якщо lim
n→∞

Pn
ii = πi > 0 для деякого стану i з неперiодичного реку-

рентного класу, то πj > 0 для всiх j з цього класу. В цьому випадку
називатимемо клас позитивно рекурентним, або сильно ергодичним.
Якщо всi πi = 0 i клас рекурентний, то будемо казати, що клас нуль-
рекурентний, або слабко ергодичний.

Теорема 8. Для неперiодичного позитивно рекурентного класу зi ста-
нами j = 0, 1, 2, . . .

lim
n→∞

Pn
jj = πj =

∞∑
i=0

πiPij ,

∞∑
i=0

πi = 1,

та величини {πi} однозначно визначаються умовами

πi ≥ 0,
∞∑

i=0

πi = 1, πj =
∞∑

i=0

πiPij . (2.5)

Набiр {πi}, що задовольняє умовам (2.5), називається стацiонарним
розподiлом ланцюга Маркова.

Зауваження 7. Якщо P{X0 = j} = πj , то P{Xn = j} = πj для всiх n.

2.7. Iмовiрностi поглинання

Як вiдомо з попереднього, якщо стан j перехiдний, то Pn
ij → 0, i якщо

стани i та j належать до одного й того ж неперiодичного рекурентного
класу, то Pn

ij → πj ≥ 0. Якщо стани i та j входять в один i той же
рекурентний перiодичний клас, то останнє твердження зберiгає силу,

якщо Pn
ij замiнити в ньому на n−1

n∑
m=1

Pm
ij . Для того, щоб завершити

розгляд граничної поведiнки ймовiрностей Pn
ij , залишається розглянути

випадок, коли стан i перехiдний, а стан j рекурентний.

Нехай T — множина всiх перехiдних станiв; введемо величини xn
i за

допомогою рекурентної формули

x1
i =

∑
j∈T

Pij ,
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xn
i =

∑
j∈T

Pijx
n−1
j ,

де i ∈ T та n ≥ 2. Помiтимо, що xn
i — це ймовiрнiсть того, що, вирушив-

ши зi стану i, процес не вийде з класу T протягом наступних n крокiв.
Покажемо за допомогою iндукцiї, що послiдовнiсть {xn

i , n = 1, 2, . . .} є
незростаючою.

Дiйсно, оскiльки xn
i ≤ 1 при всiх n, то

x2
i =

∑
j∈T

Pijx
1
j ≤

∑
j∈T

Pij = x1
i .

Припустимо тепер, що xn
j ≤ xn−1

j при всiх j ∈ T , тодi

0 ≤ xn+1
i =

∑
j∈T

Pijx
n
j ≤

∑
j∈T

Pijx
n−1
j = xn

i .

Це означає, що обмежена послiдовнiсть {xn
i , n = 1, 2, . . .} не зростає i,

отже, збiгається до деякої границi xi, причому

xi =
∑
j∈T

Pijxj , i ∈ T. (2.6)

Таким чином, якщо єдиним обмеженим розв’язком рiвняння (2.6) є
нульовий вектор (0, 0, . . .), то вирушаючи з будь-якого перехiдного ста-
ну, процес з iмовiрнiстю 1 буде поглинутий деяким класом рекурентних
станiв. Справдi, xi (i ∈ T ) — це ймовiрнiсть нiколи не потрапити в
рекурентний клас, якщо i був початковим станом процесу. Оскiльки
{xi, i ∈ T} є обмеженим розв’язком рiвнянь (2.6), то xi = 0 при всiх i.

Зауваження 8. Якщо ланцюг Маркова має лише скiнчену кiлькiсть
станiв, наприклад M , то серед них немає нуль-рекурентних станiв, а

всi стани не можуть бути перехiдними. Дiйсно, оскiльки
M−1∑
j=0

Pn
ij = 1

для всiх n, то lim
n→∞

Pn
ij = 0 не для всiх j. З цiєї ж причини вiдсутнi

нуль-рекурентнi стани.

Нехай C,C1, C2, . . . — рекурентнi класи. Визначимо πi(C) як iмовiр-
нiсть того, що вирушаючи з перехiдного стану i, процес рано чи пiзно
увiйде в клас C. (Згадаємо, що одного разу потрапивши в рекурентний
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клас, процес вже нiколи його не залишає).

Нехай πn
i (C) — ймовiрнiсть того, що процес досягне класу C i, отже,

буде ним поглинутий, вперше на n-му кроцi, при умовi, що початковим
станом було i ∈ T ; тодi

πi(C) =
∞∑

n=1

πn
i (C) ≤ 1, (2.7)

π1
i (C) =

∑
j∈C

Pij ,

πn
i (C) =

∑
j∈T

Pijπ
n−1
j (C), n ≥ 2. (2.8)

Використовуючи (2.8), (2.7) можна переписати у виглядi

πi(C) = π1
i (C) +

∞∑
n=2

πn
i (C) = π1

i (C) +
∞∑

n=2

∑
j∈T

Pijπ
n−1
j (C)

= π1
i (C) +

∑
j∈T

Pij

∞∑
n=2

πn−1
j (C),

πi(C) = π1
i (C) +

∑
j∈T

Pijπj(C), i ∈ T. (2.9)

Якщо припустити, що єдиним обмеженим розв’язком однорiдної си-
стеми рiвнянь

wi =
∑
j∈T

Pijwj , i ∈ T,

є тривiальний розв’язок (нульовий вектор), то {πi(C)} є єдиним обме-
женим розв’язком системи рiвнянь (2.9). Бiльше того, або π1

i (C) > 0

для деякого i ∈ T , або ж πi(C) = 0 для всiх i ∈ T i, отже, πn
i (C) = 0

для всiх n.

Теорема 9. Нехай j ∈ C (C — неперiодичний рекурентний клас), тодi
для i ∈ T маємо

lim
n→∞

Pn
ij = πi(C) lim

n→∞
Pn

jj = πi(C)πj .
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Зауваження 9. Якщо C — перiодичний клас, та j ∈ C, то

lim
n→∞

1
n

n∑
m=1

Pm
ij = πi(C)πj .

Наостанок помiтимо, що якщо i — перехiдний стан, а j — рекурен-
тний, то граничне значення ймовiрностi залежить вiд обох станiв i та j.
В цьому полягає суттєва вiдмiннiсть вiд випадку, коли i та j належать
одному й тому ж рекурентному класу.

3. Iнбридинг

Iнбридингом в бiологiї називається спарювання двох близькоспорi-
днених iндивiдуумiв.

Iснує два типи невипадкового спарювання. Перший з них, що нази-
вається асортативним спарюванням передбачає обов’язковiсть спарю-
вання подiбних (або неподiбних) генотипiв (або фенотипiв). Очевидним
прикладом є спарювання генотипiв XX та XY при статевому розмно-
женнi. Iншим типом невипадкового спарювання є спарювання близько-
спорiднених iндивiдуумiв.

3.1. Самозаплiднення

Перша модель iнбридингу, яку ми розглянемо, вiдноситься до са-
мозаплiднення. Кожен iндивiдуум при цьому має обидвi гамети. До-
пускається лише спарювання типiв AA × AA, aa × aa, Aa × Aa, тобто
спарюватись можуть лише iндивiдууми, якi мають один i той же гено-
тип.

Наприклад, пиляк у квiтiв видiляє пилок (чоловiчi гамети), а в ма-
точцi розвиваються сiм’ябруньки (жiночi гамети) i при цьому часто вiд-
бувається свого роду iнбридинг.

Якщо початковi частоти зигот AA, Aa, aa дорiвнюють вiдповiдно u0,
v0, w0, то аналогiчнi частоти для наступного поколiння дорiвнюють

u1 = u0 +
1
4
v0; v1 =

1
2
v0; w1 = w0 +

1
4
v0,
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оскiльки при спарюваннi Aa × Aa утворюються нащадки в спiввiдно-
шеннi

1
4
AA,

1
2
Aa,

1
4
aa. З кожним наступним поколiнням частота гете-

розигот Aa зменшується в 2 рази. В n-му поколiннi частоти дорiвнюють

un = u0 +
1
4
v0

[
1 +

1
2

+ . . . +
(

1
2

)n−1
]

= u0 +
1
2
v0

[
1−

(
1
2

)n]
,

vn =
(

1
2

)n

v0,

wn = w0 +
1
4
v0

[
1 +

1
2

+ . . . +
(

1
2

)n−1
]

= w0 +
1
2
v0

[
1−

(
1
2

)n]
.

Граничнi частоти при n →∞ дорiвнюють:

u = u0 +
v0

2
, v = 0, w = w0 +

v0

2
.

3.2. Спарювання сiбсiв

В наступнiй моделi розглядається спарювання нащадкiв одних i тих
же батькiв, або спарювання сiбсiв (sibs = sisters/brothers). Знову метою
є визначення граничних частот рiзних генотипiв, що приймають участь
у спарюваннi. Однак замiсть безпосереднього розгляду частот генотипiв
ми прослiдкуємо за флуктуацiями частот особин, якi спарюються, в
послiдовних поколiннях.

Якщо обмежитись розглядом двух алелей A i a, то iснують три мо-
жливi генотипи для кожного з батькiв та шiсть можливих варiантiв
поєднання, або схрещування генотипiв , тобто iснує 6 рiзних варiантiв
спарювання: AA × AA, aa × aa, AA × Aa, aa × Aa, Aa × Aa, AA × aa.
Припустимо, що частоти кожного з цих варiантiв вiдомi. Ми хочемо об-
числити цi частоти для наступного поколiння. Для того, щоб зробити
це, ми зараз знайдемо розподiл генотипiв нащадкiв, а потiм, припускаю-
чи, що спарюватись можуть лише сiбси, визначимо частоту рiзних видiв
спарювання нащадкiв, що отримуються при цьому.

Наприклад, всi дiти, що отримуються при спарюваннi AA×AA, ма-
ють тип AA, i тому серед сiбсiв допустимим є лише спарювання вигляду
AA×AA. При спарюваннi AA×Aa утворюються нащадки у вiдношеннi
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1
2
AA,

1
2
Aa. Частоти рiзних варiантiв спарювання серед сiбсiв, очевидно,

дорiвнюють
1
4
AA×AA,

1
2
AA×Aa,

1
4
Aa×Aa. Аналогiчним чином можна

розглянути й iншi можливостi. Так, при спарюваннi Aa × Aa нащадки
утворюються у вiдношеннi

1
4
AA,

1
4
Aa,

1
4
aa. Частоти рiзних варiантiв

спарювання серед сiбсiв можна легко обчислити. Вони дорiвнюють
1
16

AA×AA,
1
16

aa× aa,
1
4
Aa×Aa,

1
8
AA× aa,

1
4
AA×Aa,

1
4
aa×Aa.

Iншi поєднання дослiджуються аналогiчним чином.

Можна проаналiзувати змiни частот типiв, що спарюються, вiд по-
колiння до поколiння за допомогою ланцюгiв Маркова. Для цього роз-
глянемо ланцюг Маркова з 6 станами, якi вiдповiдають 6 варiантам
спарювання: стан 1 — AA × AA, стан 2 — AA × Aa, стан 3 — AA × aa,
стан 4 — Aa×Aa, стан 5 — Aa× aa, стан 6 — aa× aa.

Цей ланцюг Маркова має наступну матрицю переходу:

A =



1 0 0 0 0 0
1
4

1
2

0
1
4

0 0

0 0 0 1 0 0
1
16

1
4

1
8

1
4

1
4

1
16

0 0 0
1
4

1
2

1
4

0 0 0 0 0 1


.

В рядочках матрицi записанi частоти рiзних варiантiв спарювання
серед сiбсiв, якi народилися в результатi вiдповiдного номеру рядочку
варiанту спарювання. Є два поглинаючi стани: 1 i 6.

З теорiї ланцюгiв Маркова вiдомо, що в рештi решт вiдбудеться по-
глинання в одному з цих двох станiв. Iмовiрнiсть поглинання з перехi-
дних станiв (стани 2 — 5) цiкавить нас, оскiльки вона, очевидно, вiд-
повiдає тiй iнтенсивностi, з якою зникають гетерозиготнi генотипи. Ця
iнтенсивнiсть дорiвнює, звичайно, найбiльшому власному значенню ма-

26



трицi

B =



1
2

0
1
4

0

0 0 1 0
1
4

1
8

1
4

1
4

0 0
1
4

1
2


,

яка одержиться при виключеннi першого та шостого станiв. Оскiльки
наслiдки варiантiв спарювання AA×Aa та aa×Aa симетричнi, можна
належним чином об’єднати перший i четвертий рядочки матрицi B. При
цьому отримаємо матрицю

C =


1
2

0
1
4

0 0 1
1
2

1
8

1
4

 .

Власнi значення C є коренями рiвняння∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2
− λ 0

1
4

0 −λ 1
1
2

1
8

1
4
− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, або

(
1
2
− λ

)(
λ2 − 1

4
λ− 1

8

)
+

1
8
λ = 0;

(1− 2λ)(8λ2 − 2λ− 1) + 2λ = 0;

−16λ3 + 12λ2 + 2λ− 1 = 0;

−16 12 2 −1
1
4

−16 8 4 0

(4λ− 1)(4λ2 − 2λ− 1) = 0;

λ1 =
1
4
, λ2 =

1−
√

5
4

, λ3 =
1 +

√
5

4
.

Отже швидкiсть наближення до гомозиготного стану (фiксацiї) до-
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рiвнює λ3 =
1 +

√
5

4
, тобто з кожним поколiнням частота варiантiв спа-

рювання рiзних генотипiв зменшується в λ3 разiв.

Не складно обчислити при будь-яких початкових частотах (u1, u2, . . . , u6)

варiантiв спарювання фiнальну частоту поглинання, або фiксацiї, в ста-
нах 1 (AA×AA) або 6 (aa× aa).

Ймовiрнiсть xi фiксацiї в станi 1 (спарювання AA × AA) при поча-
тковому станi i, i = 1, 2, . . . , 6, є розв’язком рiвняння

6∑
j=1

aijxj = xi,

де покладається x1 = 1, x6 = 0 i A = (aij).

1
4

+
1
2
x2 +

1
4
x4 = x2,

x4 = x2,
1
16

+
1
4
x2 +

1
8
x3 +

1
4
x4 +

1
4
x5 = x4,

1
4
x4 +

1
2
x5 = x5;

x2 =
3
4
, x3 = x4 =

1
2
, x5 =

1
4
.

Отже, x1 = 1, x2 =
3
4
, x3 =

1
2
, x4 =

1
2
, x5 =

1
4
, x6 = 0.

Якщо початковi частоти рiзних станiв дорiвнюють (u1, u2, . . . , u6), то
ймовiрнiсть фiксацiї в станi 1, очевидно, дорiвнює

6∑
i=1

uixi = u1 +
3
4
u2 +

1
2
u3 +

1
2
u4 +

1
4
u5.

3.3. Гени, iдентичнi за походженням

Ще одне визначення ступенi iнбридингу в популяцiї дається через
поняття коефiцiєнту iнбридингу. Коефiцiєнт iнбридингу iндивiдуума X
визначається як iмовiрнiсть того, що два гени в одному локусi у iндивi-
дуума X iдентичнi за походженням. Пiд цим ми розумiємо, що два гени
є “копiями” одного й того ж гену деякого iндивiдууму з попереднього
поколiння.
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Розглянемо тепер скiнчену популяцiю, що складається з N iндивiду-
умiв, якi вiдтворюються нестатевим шляхом, тобто кожен iндивiдуум
“постачає” нескiнчене число копiй своїх двох генiв в сукупнiсть гамет, в
якiй потiм вiдбувається випадкове спарювання з цiллю утворення нових
N iндивiдуумiв. Це означає, що кожен iндивiдуум постачає одне i те ж
число генiв k i розглядається граничний випадок k → ∞. При цьому
поняття частоти не втрачає змiсту.

Нехай Fn — коефiцiєнт iнбридингу в n-му поколiннi популяцiї, тобто
Fn — ймовiрнiсть того, що два гени, вибранi випадковим чином, iден-
тичнi за походженням.

В сукупностi гамет вiдбувається їх спарювання з метою утворення
N нових iндивiдуумiв. Припустимо, що вибрана деяка гамета i треба ви-
падковим чином вибрати другу гамету з тим, щоб спарувати з першою.
Ймовiрнiсть того, що ген, який мiститься в другiй гаметi, буде копiєю
того ж самого гена, що й у першiй, дорiвнює

1
2N

, оскiльки кожен з 2N

типiв гамет, вироблених N iндивiдуумами, є однаково ймовiрним. При
цьому два спарених гени є, звичайно, iдентичними за походженням.

Тепер, якщо два спарених гени не є копiями одного й того ж гену
(ймовiрнiсть чого дорiвнює 1− 1

2N
), ймовiрнiсть того, що вони iдентичнi

за походженням, дорiвнює Fn. Отже,

Fn+1 =
1

2N
+

2N − 1
2N

Fn,

1− Fn+1 = 1− 1
2N

− 2N − 1
2N

Fn =
(

1− 1
2N

)
(1− Fn) ,

Hn = 1− Fn =
(

1− 1
2N

)
Hn−1

=
(

1− 1
2N

)2

Hn−2 = . . . =
(

1− 1
2N

)n

H0.

Таким чином, iмовiрнiсть того, що деякий iндивiдуум в n-му поко-

лiннi — гетерозигот, прямує до 0 при n →∞ зi швидкiстю
(

1− 1
2N

)n

.

Оскiльки було зроблено припущення про великий розмiр популяцiї, ця
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швидкiсть досить низька. Значення проведеного аналiзу полягає в отри-
маннi якiсного результату про те, що скiнченнiсть популяцiї тягне за
собою (в деякiй мiрi) iнбридинг.

3.4. Нескiнченна диплоїдна популяцiя та коефiцiєнт
iнбридингу

Припустимо, що є нескiнченна диплоїдна популяцiя, у якiй в одному
локусi ген A може знаходитися з частотою p, а ген a — з частотою q =

1− p. Припустимо, що популяцiя має сталий коефiцiєнт iнбридингу F ,
який має той самий змiст, що й ранiше. Частка F популяцiї складається
з гомозигот, у яких гени iдентичнi за походженням. Очевидно, частки
гомозигот AA та aa з генами, iдентичними за походженням, дорiвнюють
вiдповiдно Fp та Fq. Частка всiх зигот, в яких гени не iдентичнi за
походженням, дорiвнюють 1 − F . Отже, частки типiв AA, Aa та aa

вiдповiдно дорiвнюють (1 − F )p2, (1 − F )2pq та (1 − F )q2. Тому, якщо
u, v i w — частоти генотипiв AA, Aa та aa вiдповiдно,то

u = (1− F )p2 + Fp = p2 + Fpq,

v = (1− F )2pq, (3.1)

w = (1− F )q2 + Fq = q2 + Fpq.

Очевидно, u+v+w = 1, як i очiкувалося. Цi частоти є модифiкацiями
частот Хардi-Вайнберга. Помiтимо, що частота гену A дорiвнює u +
1
2
v = p2 + pq = p i залишається сталою, якщо F = const. Значення

коефiцiєнта F стає зрозумiлим, якщо помiтити, що при F = 0 u, v, w

є частотами Хардi-Вайнберга, якi описують популяцiю без iнбридингу,
в той час як при F = 1 частота гетерозиготних iндивiдуумiв дорiвнює
нулю, тобто популяцiя досягає стану максимального iнбридингу.
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3.5. Популяцiя з самозаплiдненням та випадковим
спарюванням

Припустимо, що частка s популяцiї вiдтворюється самозаплiднен-
ням, в той час коли в iншiй її частинi має мiсце випадкове спарювання.
Складемо таблицю з вiдповiдними схемами розмноження.

AA Aa aa

Частоти u v w

Нащадки вiд само-
заплiднення

su(AA) sv

(
1

4
AA +

1

2
Aa +

1

4
aa

)
sw(aa)

Нащадки вiд випад-
кового спарювання

(1− s)p2(AA) (1− s)2pq(Aa) (1− s)q2(aa)

Тут p = u +
1
2
v, q = 1− p = w +

1
2
v.

Частоти генотипiв в другому поколiннi дорiвнюють

u′ = (1− 2)p2 + su +
1
4
sv,

v′ = 2(1− s)pq +
1
2
sv,

w′ = (1− s)q2 + sw +
1
4
sv.

Крiм того,

p′ = u′ +
1
2
v′ = (1− s)p + s

(
u +

1
2
v

)
= (1− s)p + sp = p.

Таким чином, p залишається сталим вiд поколiння до поколiння, як
i слiд було очiкувати, оскiльки ми не розглядаємо нiяких факторiв, якi
б могли впливати на частоту гену.

Отже, можна записати

vn+1 = 2(1− s)pq +
1
2
svn

= 2(1− s)pq

(
1 +

1
2
s +

(
1
2
s

)2

+ . . . +
(

1
2
s

)n
)

+
(

1
2
s

)n+1

v0

=
4(1− s)
2− s

pq

[
1−

(
1
2
s

)n+1
]

+
(

1
2
s

)n+1

v0,
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un = (1− s)p2 + s

(
un−1 +

1
4
vn−1

)
=
∣∣∣∣оскiльки un−1 +

1
2
vn−1 = p

∣∣∣∣
= (1− s)p2 + s

(
p− 1

4
vn−1

)
= p2 + pqs− 1

4
svn−1

= p2 + pqs− 1
4
s
4(1− s)
2− s

pq

[
1−

(
1
2
s

)n−1
]
− 1

4
s

(
1
2
s

)n−1

v0

= p2 + pqs

[
1− 1− s

2− s

(
1−

(
1
2
s

)n−1
)]

− 1
4
s

(
1
2
s

)n−1

v0.

Отже, граничне значення u при n →∞ дорiвнює

p2 + pqs
1

2− s
= p2 + pq

s

2− s
.

Аналогiчно, граничнi значення v i w дорiвнюють вiдповiдно

2pq

(
1− s

2− s

)
i q2 + pq

s

2− s
. Таким чином, звертаючись до (3.1), ми

бачимо, що в рiвноважному станi F має значення
s

2− s
. Чим бiльше s,

тим повiльнiше досягається рiвноважний стан, i навпаки.

Зокрема, при s = 0, тобто при повнiстю випадковому спарюваннi, ко-
ефiцiєнт F дорiвнює нулю i iнбридингу немає. Якщо s = 1, або вiдбува-
ється лише самозаплiднення, то F = 1 i в рiвноважному станi популяцiя
повнiстю гомозиготна.

4. Полiплоїди

Багато органiзмiв, особливо рослини, є полiплоїдами, тобто гомо-
логiчнi хромосоми зустрiчаються групами розмiру бiльше нiж 2. Роз-
глянемо 2n-плоїдну популяцiю (тобто набори гомологiчних хромосом
мають розмiр 2n), у якої в кожному локусi, що розглядається, є лише
два алелi. Будемо позначати комбiнацiї зигот (генотипи) через Asa2n−s

(s = 0, 1, . . . , 2n), де s — число хромосом, що несуть ген A, а iншi 2n− s

хромосом несуть ген a. Можливi гаметичнi комбiнацiї мають вигляд

Aran−r, r = 0, 1, . . . , n.

Розщеплення гамет в полiплоїдi бiльш складне, нiж у випадку дипло-
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їдних органiзмiв. Це пояснюється тим фактом, що пiд час мейотичного
циклу вiдбувається процес подвоєння, коли кожна хромосома розще-
плюється вздовж своєї довжини на двi однаковi хроматиди, якi, про-
те, залишаються з’єднаними в пари за допомогою центрального стри-
жня — центромери. Мiж хроматидами гомологiчних хромосом має мiсце
деякий обмiн генетичним матерiалом. Це називають явищем кросин-
говера. Природа розщеплення гамет залежить вiд вiдстанi локусу, що
розглядається, вiд центромери. Два найбiльш розповсюджених способи
розщеплення — хромосомне та хроматидне.

У випадку хромосомного розщеплення кожен з батькiв Asa2n−s буде
виробляти гамети Aran−r з частотою

1
Cn

2n

Cr
sCn−r

2n−s, r = 0, 1, . . . , s,

а у випадку хроматидного розщеплення з частотою
1

Cn
4n

Cr
2sC

n−r
4n−2s, r = 0, 1, . . . , s.

У випадку n = 1 цi два вирази спiвпадають.

Отримаємо аналог закону Хардi-Вайнберга для локусу при хромо-
сомному розщепленнi. Якщо в популяцiї з n + 1 гамет, в якiй частота
генiв A дорiвнює p, а частота генiв a дорiвнює q, вiдбувається випад-
кове злиття гамет, то частота особин Asa2n−s в наступному поколiннi
дорiвнює Cs

2npsq2n−s. Вiдповiднi гамети Aran−r мають частоту
n+r∑
s=r

Cr
sCn−r

2n−s (Cn
2n)−1

Cs
2npsq2n−s

=
n+r∑
s=r

s!
r!(s− r)!

(2n− s)!
(n− r)!(n + r − s)!

(n!)2

2n!
2n!

s!(2n− s)!
psq2n−s

=
n+r∑
s=r

n!
r!(n− r)!

prqn−r n!
(s− r)!(n− s + r)!

ps−rqn−s+r

= Cr
nprqn−r

n+r∑
s=r

Cs−r
n ps−rqn−s+r = Cr

nprqn−r(p + q)n = Cr
nprqn−r.
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Таким чином, ген A, наприклад, має частоту
n∑

r=0

r

n
Cr

nprqn−r = p
n∑

r=1

Cr−1
n−1p

r−1qn−r = p.

Можна сформулювати наступне твердження про збiжнiсть: нехай
pk

(
Aran−r

)
, r = 0, 1, . . . , n, — частота гамети Aran−r в k-му поколiннi.

Розглянемо випадкове спарювання i хромосомне розщеплення. Тодi

lim
k→∞

pk

(
Aran−r

)
= Cr

npr(1− p)n−r,

де p — початкова частота алеля A в популяцiї. Збiжнiсть має швидкiсть
геометричної прогресiї iз знаменником

n− 1
2n− 1

, тобто∣∣pk

(
Aran−r

)
− Cr

npr(1− p)n−r
∣∣ ≤ Cλk, r = 1, 2, . . . , n,

для всiх k, де λ =
n− 1
2n− 1

.

Ми не будемо доводити цю теорему. ЇЇ можна пояснити за допомогою
наступних евристичних мiркувань.

Нехай Br = Cr
npr(1− p)n−r. Для утворення гамети оберемо n хромо-

сом iз сукупностi розмiру 2n. Якщо n хромосом взяти вiд рiзних предкiв,
то має мiсце хромосомне розщеплення нульового поколiння популяцiї i
частоти, що розглядаються, є бiномiальними, тобто pk

(
Aran−r

)
= Br.

Ми, звичайно, очiкуємо, що при великих k це вiдповiдає дiйсностi.

Але припустимо тепер, що n−2 хромосоми отриманi вiд рiзних пред-
кiв, а двi — вiд одного й того ж предка (iншi можливостi можна не
враховувати, оскiльки вони менш iмовiрнi).

Нехай 1− ρ(k) — ймовiрнiсть того, що всi n генiв в гаметi k-го поко-
лiння отриманi вiд рiзних предкiв нульового поколiння. Тодi

pk

(
Aran−r

)
=
(
1− ρ(k)

)
Br + ρ(k)Cr,

де Cr не залежить вiд k, а залежить лише вiд кiлькостi “спорiднених”
хромосом в гаметi. Отже,

pk

(
Aran−r

)
= Br + ρ(k)(Cr −Br).

Для того, щоб отримати рекурентне спiввiдношення вiдносно ρ(k+1),
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помiтимо, що ρ(k+1) залежить вiд iмовiрностi спарювання мiж гаметою,
яка має хромосоми, що прийшли вiд рiзних предкiв, i гаметою, в якої
є хоча б двi “спорiдненi” хромосоми. Але ми можемо розпорядитися до-
вiльним чином лише (n − 2) хромосомами — двi “спорiдненi” повиннi
залишитися в парi. Ми нехтуємо випадком, коли наявна бiльша кiль-
кiсть “спорiднених” хромосом. Тодi

ρ(k+1) = 2ρ(k)
(
1− ρ(k)

) C2
2Cn−2

2n−2

Cn
2n

.

Нехтуючи в правiй частинi членом, що мiстить
[
ρ(k)

]2
, отримаємо

ρ(k+1) = 2ρ(k) C
2
2Cn−2

2n−2

Cn
2n

= 2ρ(k) 1
2

n− 1
2n− 1

= ρ(k) n− 1
2n− 1

.

Таким чином, pk

(
Aran−r

)
= Br + ρ(k)(Cr − Br) збiгається до Br,

оскiльки ρ(k) → 0 геометрично з параметром
n− 1
2n− 1

.

Зауваження 10. Оскiльки

ρ(k+1) ≤ 2ρ(k) C
2
2Cn−2

2n−2

Cn
2n

,

то справжнi значення ρ(k) не перевищують розв’язку “лiнеаризованої”
системи. Зокрема, якщо розв’язок лiнеаризованої системи збiгається до
0 при k →∞, то це ж має мiсце i для вихiдної системи.

5. Гiллястi процеси

Гiллястi процеси є прикладом ланцюгiв Маркова. Вони виникають
природньо в рiзних наукових дисциплiнах. Найбiльш цiкавими для нас
є наступнi приклади.
(а) Виживання прiзвищ. Прiзвище успадковують лише сини. При-
пустимо, що кожен iндивiдуум з iмовiрнiстю pk має к нащадкiв чоловiчої
статi. Далi, кожен iндивiдуум породжує 1-е, 2-е, . . . , n-те поколiння на-
щадкiв. Можна дослiджувати розподiл такої випадкової величини, як
число нащадкiв в n-му поколiннi, або ймовiрнiсть того, що прiзвище
зникне. Такi питання вивчатимуться в даному роздiлi при загальному
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аналiзi гiллястих процесiв.

(б) Виживання мутантних генiв. Кожен окремий ген має можли-
вiсть породити k “нащадкiв”, k = 1, 2 . . ., якi є генами того ж типу.
Проте будь-який ген також може трансформуватись в iнший тип, що
називається мутантнимгеном, який може стати першим в послiдовностi
поколiнь мутантних генiв. Цiкавить iмовiрнiсть виживання мутантних
генiв в популяцiї вихiдних генiв.

Наведенi приклади мають спiльну структуру, що описується насту-
пною моделлю.

5.1. Означення

Припустимо, що органiзм в кiнцi свого життя виробляє випадкове
число ξ нащадкiв згiдно розподiлу ймовiрностей

P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, 2 . . . , (5.1)

де pk ≥ 0, k = 0, 1, 2, . . . та
∞∑

k=0

pk = 1. В свою чергу нащадки незалежно

один вiд одного в кiнцi свого життя (для простоти тривалiсть життя
вважається однаковою для всiх органiзмiв) виробляють нащадкiв, ко-
жен у вiдповiдностi з розподiлом (5.1), продовжуючи таким чином свiй
бiологiчний вид. Процес {Xn}n≥0, де Xn — чисельнiсть популяцiї в n-му
поколiннi, є ланцюгом Маркова.

Справдi, в скiнченовимiрному розподiлi випадкових величин Xn1 ,
Xn2 , . . . , Xnr

, Xn, n1 < n2 < . . . < nr < n, iстотними є лише данi
останнього перепису популяцiї, оскiльки число нащадкiв є функцiєю
лише числа безпосереднiх предкiв. Матриця перехiдних iмовiрностей,
очевидно, визначається спiввiдношенням

Pij = P{Xn+1 = j|Xn = i} = P{ξ1 + . . . + ξi = j}, (5.2)

де ξ1, . . . , ξi — незалежнi спостереження в.в., яка має розподiл (5.1).
Формулу (5.2) можна пояснити наступним чином. Незалежно один вiд
одного i iндивiдуумiв, якi утворюють n-те поколiння, виробляють на-
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щадкiв (l-ий — в кiлькостi ξl). Отже загальне число нащадкiв дорiвнює
ξ1 + ξ2 + . . . + ξi.

Означення 1. Генератрисою цiлочисельної невiд’ємної випадкової ве-
личини ξ, для якої P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, 2, . . . називається функцiя

g(s) =
∞∑

k=0

pksk.

Оскiльки pk ≥ 0 i
∞∑

k=0

pk = 1, то функцiя g(s) визначена принаймнi

для тих s, що |s| ≤ 1 (s — комплексна змiнна) i нескiнчено диференцi-
йовна при |s| < 1.

Зауваження 11. Генератриса суми незалежних цiлочисельних невiд’єм-
них випадкових величин дорiвнює добутку генератрис окремих додан-
кiв.

Отже, генератриса суми ξ1 + ξ2 + . . . + ξi дорiвнює [g(s)]i, де g — ге-
нератриса в.в. ξ. Тому Pij є коефiцiєнтом при j-iй степенi в степеневому
розкладi функцiї [g(s)]i.

5.2. Спiввiдношення для генератрис, що описують
гiллястий процес

Отримаємо деякi спiввiдношення для генератрис величин Xn. При-
пустимо, що початкова популяцiя складається з одного iндивiдууму,
тобто X0 = 1. Очевидно, для будь-якого n = 0, 1, 2, . . . можна записати

Xn+1 =
Xn∑
r=1

ξr,

де ξr (r ≥ 1) — незалежнi однаково розподiленi випадковi величини з
розподiлом

P{ξr = k} = pk, k = 0, 1, 2, . . . ,
∞∑

k=0

pk = 1.
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Введемо генератриси

ϕ(s) =
∞∑

k=0

pksk

та

ϕn(s) =
∞∑

k=0

P{Xn = k}sk, n = 0, 1, 2, . . .

Зрозумiло, що
ϕ0(s) = s, ϕ1(s) = ϕ(s).

Далi,

ϕn+1(s) =
∞∑

k=0

P{Xn+1 = k}sk

=
∞∑

k=0

∞∑
j=0

P{Xn+1 = k|Xn = j}P{Xn = j}sk

=
∞∑

k=0

sk
∞∑

j=0

P{Xn = j}P{ξ1 + . . . + ξj = k}

=
∞∑

j=0

P{Xn = j}
∞∑

k=0

P{ξ1 + . . . + ξj = k}sk.

Оскiльки ξr (r = 1, 2, . . . , j) — незалежнi однаково розподiленi ви-
падковi величини зi спiльною генератрисою ϕ(s), сума ξ1 + . . . + ξj має
генератрису [ϕ(s)]j . Таким чином

ϕn+1(s) =
∞∑

j=0

P{Xn = j}[ϕ(s)]j .

Але права частина цiєї рiвностi дорiвнює генератрисi ϕn(·) з аргу-
ментом ϕ(s). Таким чином,

ϕn+1(s) = ϕn(ϕ(s)). (5.3)

Iтеруючи це спiввiдношення, отримаємо

ϕn+1(s) = ϕn(ϕ(s)) = ϕn−1(ϕ(ϕ(s))) = ϕn−1(ϕ2(s))

= ϕn−2(ϕ2(ϕ(s))) = ϕn−2(ϕ3(s)).
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За iндукцiєю отримуємо, що для будь-якого k = 0, 1, . . . , n

ϕn+1(s) = ϕn−k(ϕk+1(s));

зокрема, при k = n− 1

ϕn+1(s) = ϕ(ϕn(s)). (5.4)

Якщо замiсть умови X0 = 1 розглянути бiльш загальну умову X0 =

i0, де i0 — довiльне стале число, то

ϕ0(s) = si0 , ϕ1(s) = [ϕ(s)]i0 ,

оскiльки

X1 =
i0∑

j=1

ξj .

Рiвнiсть
ϕn+1(s) = ϕn(ϕ(s))

зберiгається, але спiввiдношення (5.4) не виконується.

За допомогою (5.3) можна тепер обчислити математичне сподiвання
та дисперсiю величини Xn. Далi скрiзь вважатимемо, що X0 = 1 (якщо
не сказано супротивне). Припустимо, що

m = E(X1) та σ2 = σ2(X1) = E(X2
1 )− (EX1)2

iснують та скiнченi.

Очевидно, EXn = ϕ′n(1). Диференцiюючи (5.3) та поклавши s = 1,
отримаємо (оскiльки ϕ(1) = 1), що

ϕ′n+1(1) = ϕ′n(1)ϕ′(1),

або за iндукцiєю

ϕ′n+1(1) = ϕ′(1)ϕ′n(1) = [ϕ′(1)]2ϕ′n−1(1) = [ϕ′(1)]3ϕ′n−2(1).

За iндукцiєю отримаємо

ϕ′n+1(1) = [ϕ′(1)]nϕ′1(1) = [ϕ′(1)]n+1.
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Але ϕ′(1) = ϕ′1(1) = EX1 = m. Таким чином,

EXn+1 = mn+1. (5.5)

Щоб знайти σ2(Xn+1), помiтимо спочатку, що

ϕ′′n(1) =
∞∑

k=2

k(k − 1)P{Xn = k} = EX2
n − EXn = EX2

n − ϕ′n(1)

i звiдси
σ2(Xn) = ϕ′′n(1) + ϕ′n(1)− [ϕ′n(1)]2.

Диференцiюючи (5.4) двiчi та поклавши s = 1, отримаємо

ϕ′′n+1(1) = ϕ′′(1)[ϕ′n(1)]2 + ϕ′(1)ϕ′′n(1).

Оскiльки ϕ′(1) = m, а ϕ′′(1) = EX2
1 − EX1 = σ2 + m2 −m, маємо

ϕ′′n+1(1) = Lm2n + mϕ′′n(1),

де L = σ2 + m2 −m.

За iндукцiєю

ϕ′′n+1(1) = L
[
m2n + m2n−1

]
+ m2ϕ′′n−1(1)

= . . . = L
[
m2n + m2n−1 + . . . + mn

]
.

Таким чином,

σ2(Xn+1) = (σ2 + m2 −m)
[
m2n + m2n−1 + . . . + mn

]
+ mn+1 −m2n+2

= σ2
[
m2n + m2n−1 + . . . + mn

]
= σ2mn mn+1 − 1

m− 1
, якщо m 6= 1.

Якщо m = 1, то
σ2(Xn+1) = (n + 1)σ2.

Ми отримали формули EXn = mn та

σ2(Xn) =

 σ2mn−1 mn − 1
m− 1

, якщо m 6= 1

nσ2, якщо m = 1.

Таким чином дисперсiя, збiльшується (зменшується) зi швидкiстю
прогресiї, якщо m > 1 (m < 1), та змiнюється лiнiйно, якщо m = 1.
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5.3. Ймовiрностi виродження

Ми хочемо знайти ймовiрнiсть того, що популяцiя виродиться, тобто
P{Xn = 0 для деякого n}. Очевидно, якщо Xn = 0, то Xk = 0 при всiх
k > n.

Помiтимо спочатку, що виродження нiколи не вiдбудеться, якщо
ймовiрнiсть того, що iндивiдуум не породжує жодного нащадка, дорiв-
нює нулю, тобто якщо p0 = 0. Таким чином, при дослiдженнi ймовiрно-
стi виродження припустимо, що 0 < p0 < 1. Нехай

qn = P{Xn = 0} = ϕn(o).

Як було показано, ϕn+1(s) = ϕ(ϕn(s)). Тому

qn+1 = ϕn+1(0) = ϕ(ϕn(0)) = ϕ(qn). (5.6)

Оскiльки ϕ(s) — строго зростає (степеневий ряд з невiд’ємними ко-
ефiцiєнтами i p0 < 1) та q1 = ϕ1(0) = p0 > 0, то q2 = ϕ(q1) > ϕ(0) = q1.
Припустимо, що qn > qn−1. Тодi qn+1 = ϕ(qn) > ϕ(qn1) = qn. Цим дове-
дено, що q1, q2, . . . , qn, . . . — монотонно зростаюча послiдовнiсть, обме-
жена одиницею. Отже iснує

π = lim
n→∞

qn

i 0 < π ≤ 1. Оскiльки ϕ(s) — неперервна при 0 ≤ s ≤ 1, покладаючи
n →∞ в (5.6), отримуємо

π = ϕ(π). (5.7)

Оскiльки qn — ймовiрнiсть виродження популяцiї не пiзнiше, нiж за
n поколiнь, то π — ймовiрнiсть виродження популяцiї i з (5.7) випливає,
що π — корiнь рiвняння

ϕ(s) = s. (5.8)

Покажемо тепер, що π — найменший додатнiй корiнь рiвняння (5.8).
Нехай s0 — додатнiй корiнь рiвняння (5.8). Тодi q1 = ϕ(0) < ϕ(s0) = s0.
Припустимо, що qn < s0. Тодi в силу (5.6) qn+1 = ϕ(qn) < ϕ(s0) = s0.
Таким чином, за iндукцiєю qn < s0 для всiх n. Звiдси випливає, що

41



π = lim
n→∞

qn ≤ s0, тобто π — найменший додатнiй корiнь рiвняння (5.8).

Тепер припустимо, що p0 + p1 < 1. Тодi ϕ(s) — опукла функцiя при
0 < s ≤ 1, оскiльки

ϕ′′(s) =
∞∑

k=2

k(k − 1)pksk−2 > 0.

Отже графiк функцiї ϕ(s) може перетинати пряму з нахилом 45◦, що
йде з початку координат, найбiльше в двох точках. Ми знаємо, що
ϕ(1) = 1, i тому перетин обов’язково вiдбудеться в точцi (1, 1).

Очевидно, може мати мiсце один з двох наступних випадкiв. Якщо
m = ϕ′(1) > 1, то тангенс кута нахилу дотичної до графiку ϕ(s) в точцi
s = 1 бiльше i має мiсце випадок 1). В цьому випадку 0 < π < 1. Якщо
m = ϕ′(1) ≤ 1, то тангенс кута нахилу дотичної в точцi s = 1 менше або
дорiвнює 1 i має мiсце випадок 2). Тодi π = 1. Таким чином ми довели,
що ймовiрнiсть виродження дорiвнює 1, якщо m ≤ 1, i менше 1, якщо
m > 1. Iншими словами, виродження має мiсце тодi i тiльки тодi, коли
середнє число нащадкiв вiд одного iндивiдуума не перевищує 1.

Далi, помiтимо, що ϕ(s) ≤ ϕ(π) = π при 0 ≤ s ≤ π. За iндукцiєю
маємо ϕn(s) ≤ π (0 ≤ s ≤ π) для всiх n. Але ϕn(s) ≥ ϕn(0) = qn, i,
таким чином, qn ≤ ϕn(s) ≤ π.

Нехай n →∞. Тодi

lim
n→∞

ϕn(s) = π при 0 ≤ s ≤ π.

У випадку m > 1, коли π < s < 1, маємо π < ϕ(s) < s < 1. За
iндукцiєю

π < ϕn(s) < ϕn−1(s) < . . . (π < s < 1).

Звiдси
lim

n→∞
ϕn(s) ≥ π. (5.9)

Границя в (5.9) повинна дорiвнювати π, оскiльки якби lim
n→∞

ϕn(s) =

α > π, то ϕ(α) < α i вказана в (5.9) збiжнiсть була б неможливою, бо
lim

n→∞
ϕn+1(s) = lim

n→∞
ϕ(ϕn(s)).
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Таким чином,

lim
n→∞

ϕn(s) = π при 0 ≤ s < 1.

З того, що ϕn(s) збiгається до сталої π при 0 ≤ s < 1, випливає, що в
розкладi

ϕn(s) =
∞∑

k=0

P{Xn = k}sk

перший коефiцiєнт P{Xn = 0} збiгається до π при n → ∞, а всi iншi
коефiцiєнти P{Xn = k} збiгаються до 0 при n →∞, k = 1, 2, . . .

Отже при будь-якому значеннi m = EX1 > 1 ймовiрнiсть того, що n-
те поколiння буде складатися з будь-якого додатнього скiнченого числа
iндивiдуумiв, прямує до 0 при n → ∞, в той час, коли ймовiрнiсть
виродження прямує до π. В цьому випадку ми скажемо, що Xn → ∞
при n →∞ з iмовiрнiстю 1− π.

Цей результат є також наслiдком загальної теорiї ланцюгiв Маркова,
оскiльки ланцюг Маркова, який визначається послiдовнiстю X0, X1, X2, . . .,
має єдиний поглинаючий стан {0}, i тому lim

n→∞
Pn

ij = 0, 1 ≤ i, j < ∞,
оскiльки i та j є автоматично перехiдними станами (бо з них досяжний
стан {0}).

5.4. Приклади

(1) Нехай ϕ(s) = p0 + p1s, 0 < p0 < 1. Вiдповiдний гiллястий процес
є процесом чистої загибелi. В будь-який перiод часу кожен окремий
iндивiдуум гине з iмовiрнiстю p0 i залишається жити з iмовiрнiстю p1 =

1− po.

(2) Нехай ϕ(s) = p0 +p2s
2 (0 < p0 < 1, p0 +p1 = 1). Така генератриса

вiдповiдає гiллястому процесу, в якому в кожному поколiннi окремий
iндивiдуум або гине, або породжує двох нащадкiв.

(3) Розглянемо приклад, де кожен iндивiдуум породжує N або 0 пря-
мих нащадкiв з iмовiрностями p та q вiдповiдно. Таким чином, p0 = q,
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pN = p i pk = 0 для k 6= 0, N . Тодi

ϕ(s) = q + psN . (5.10)

(4) Кожен iндивiдуум може мати k нащадкiв, де k — випадкова ве-
личина з бiномiальним розподiлом ймовiрностей з параметрами N та p

(P{k = n} = Ck
npnqN−n, n = 0, 1, . . . , N). Тодi

ϕ(s) = (q + ps)N . (5.11)

(5) В зв’язку з прикладом (б), що описаний на початку роздiлу, часто
припускається, що випадкове число k (k = 0, 1, 2, . . .) прямих “нащадкiв”
мутантного гену має пуасонiвський розподiл(

P{k = n} =
e−λλn

n!
, n = 0, 1, 2, . . .

)
з середнiм λ = 1. Тодi

ϕ(s) = es−1

i π = 1 (корiнь рiвняння es−1 = s).

Обгрунтування для вибору саме цього розподiлу наступнi. В бага-
тьох популяцiях виробляється велике число зигот (заплiднених яєць) i
лише мала частина їх доживає до зрiлостi. Подiї, що полягають в за-
плiдненi та виживаннi до зрiлостi, вiдбуваються за законом незалежних
бiномiальних випробувань. Число випробувань (тобто число зигот) на-
стiльки велике, що реальне число зрiлих нащадкiв вiдповiдає пуасонiв-
ському розподiлу.

Саме наслiдок закону рiдких подiй виправдовує застосування пуа-
сонiвського наближення. Воно здається досить прийнятним в моделi
зростання популяцiї рiдкiсних мутантних генiв. Якщо мутантний ген
має деяку сприятливу (або несприятливу) бiологiчну ознаку, то бере-
ться розподiл Пуасона з середнiм λ > 1 (або λ < 1). В цьому випадку

ϕ(s) = eλ(s−1) (5.12)

i 0 < π < 1 тодi й тiльки тодi, коли λ > 1.

Зауваження 12. Бiномiальний закон описує розподiл числа успiхiв в
послiдовностi з N незалежних випробувань, коли ймовiрнiсть успiху в
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одному випробування дорiвнює p. P{ξN,p = n} = Cn
NpnqN−n, q = 1−p —

ймовiрнiсть невдачi.

Закон Пуасона є граничним випадком бiномiального розподiлу, коли
ймовiрнiсть успiху p дуже мала, але число експериментiв N , що вiдбу-
ваються за одиницю часу, досить велике, а саме таке, що в процесi p → 0

i N →∞ добуток Np → λ (до деякої додатньої сталої). Тому закон Пу-
асона часто називають законом рiдких подiй. Нехай ξ0 — пуасонiвська
в.в. Тодi

P{ξ0 = n} = lim
p→0 N→∞

(pN→λ)

P{ξN,p = n} = lim
p→0 N→∞

(pN→λ)

Cn
Npn(1− p)N−n

= lim
N→∞

N(N − 1) . . . (N − n + 1)
n!

(
λ

N

)n(
1− λ

N

)N−n

= lim
N→∞

λn

n!

(
1− λ

N

)N
N − 1

N

N − 2
N

. . .
N − n + 1

N

(
1− λ

N

)−n

=
λn

n!
lim

N→∞

(
1− λ

N

)N

· lim
N→∞

(
1− 1

N

)(
1− 2

N

)
. . .

(
1− n− 1

N

)(
1− λ

N

)−n

=
λn

n!
e−λ.

У випадку гетерогенної (неоднорiдної) популяцiї мутантних генiв мо-
жна припустити, що ймовiрнiсний розподiл числа нащадкiв є пуасонiв-
ським, але з випадковим середнiм. Наприклад, можна уявити велику
географiчну область, в кожнiй пiдобластi якої гiллястий процес хара-
ктеризується генератрисою пуасонiвського розподiлу з параметром λ.
Припустимо далi, що значення λ змiнюється в залежностi вiд пiдобла-
стi i розподiл значення λ у всiй областi є гамма-розподiлом. Формально
постулюється, що ймовiрнiсть того, що мутантний ген має рiвно k пря-
мих “нащадкiв”, дорiвнює

pk = e−λ λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,
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де λ — випадкова величина, яка має гамма-розподiл зi щiльнiстю

f(λ) =


1

Γ(α)

(
q

p

)α

λα−1 exp
{
−q

p
λ

}
, λ ≥ 0,

0, в iнших випадках;

тут q, p, α — додатнi сталi, q + p = 1.

Зауваження 13. Це гамма розподiл з параметрами α > 0,
q

p
> 0. Γ(α) =

∞w

0

xα−1e−xdx — гамма-функцiя.

Якщо усереднити за параметром λ, то отримаємо ймовiрнiсть того,
що iндивiдуум має k нащадкiв:

P{ξ = k} =
∞w

0

P{ξ = k|λ}f(λ)dλ.

Генератриса дорiвнює

ϕ(s) =
∞∑

k=0

P{ξ = k}sk

=
∞∑

k=0

∞w

0

exp{−λ} 1
k!

λk 1
Γ(α)

(
q

p

)α

λα−1 exp
{
−q

p
λ

}
skdλ

=
∞w

0

exp{−λ} 1
Γ(α)

(
q

p

)α

λα−1 exp
{
−q

p
λ

}( ∞∑
k=0

1
k!

(λs)k

)
dλ

=
∞w

0

exp
{
−
(

q

p
+ 1− s

)
λ

}
1

Γ(α)

(
q

p

)α

λα−1dλ

=
∞w

0

exp
{
−
(

q

p
+ 1− s

)
λ

}
1

Γ(α)

(
q

p
+ 1− s

)α

λα−1dλ

×
(

q/p

q/p + 1− s

)α

=
(

q/p

q/p + 1− s

)α

=
(

q

1− ps

)α

.

Ми отримали генератрису вiд’ємного бiномiального розподiлу з па-
раметрами α > 0 та 0 < q < 1: P{ξ = k} = Cn

α+n−1q
αpn.
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6. Процеси Маркова, що породжуються
гiллястими процесами

Розглянемо спочатку кiлька прикладiв ланцюгiв Маркова, що вини-
кають в генетицi.

6.1. Модель Райта

Наступна iдеалiзована генетична модель була запропонована С. Рай-
том для дослiдження флуктуацiї частот генотипiв пiд впливом мутацiї
та вiдбору. Почнемо з так званої простої гаплоїдної моделi випадкового
вiдтворення, в якiй не враховуються дiя процесу мутацiї та сили вiдбо-
ру. Припустимо, що ми маємо справу з популяцiєю фiксованого об’єму,
яка складається з 2N iндивiдуумiв типiв a та A. Склад наступного поко-
лiння визначається результатом 2N випробувань Бернулi, а саме: якщо
популяцiя батькiв складається з j генiв типу a та 2N − j генiв типу
A, то ймовiрнiсть появи гену a або гену A при кожному випробуваннi
вiдповiдно дорiвнюють

pj =
j

2N
, q = 1− j

2N
,

що еквiвалентно випадковому вибору з поверненням. Ця процедура опи-
сується ланцюгом Маркова {Xn}, де Xn — число a-генiв в n-му по-
колiннi популяцiї. Простором станiв ланцюга є набiр з 2N + 1 чисел
{0, 1, 2, . . . , 2N}. Елементи матрицi перехiдних iмовiрностей обчислюю-
ться у вiдповiдностi до бiномiального розподiлу:

P{Xn+1 = k|Xn = j} = Pjk = Ck
2Npk

j q2N−k
j , j, k = 0, 1, . . . , 2N. (6.1)

Вiдмiтимо, що стани 0 та 2N є поглинаючими в тому сенсi, що якщо
Xn = 0 або 2N , то Xn+k = 0 або 2N вiдповiдно для всiх k ≥ 0.

Бiльш реалiстична модель враховує мутацiйний тиск. Припустимо,
що перш, нiж буде утворено нове поколiння, кожен ген має можливiсть
мутувати, тобто перетворитися в ген iншого типу. Тобто, ми припусти-
мо, що для всiх генiв типу a ймовiрнiсть мутацiї a → A дорiвнює α1, а
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для генiв типу A ймовiрнiсть мутацiї A → a дорiвнює α2. Як i ранiше,
будемо вважати, що склад кожного наступного поколiння визначається
результатом 2N випробувань Бернулi. В тому випадку, коли батькiвська
популяцiя мiстить j генiв типу a, вiдповiднi величини pj та qj мають
вигляд:

pj =
j

2N
(1− α1) +

(
1− j

2N

)
α2,

qj =
j

2N
α1 +

(
1− j

2N

)
(1− α2).

(6.2)

Суть справи полягає в наступному: згiдно цiєї моделi, спочатку дiє му-
тацiйний процес, пiсля чого тип кожного гену наступного поколiння
визначається випадковим вибором (з поверненням) iз батькiвської по-
пуляцiї. Ймовiрнiсть вибору a-гену з популяцiї, що зазнала дiю мута-
цiйного процесу, дорiвнює числу a-генiв в цiй популяцiї, помноженому
на

1
2N

; тому середня ймовiрнiсть (усереднена по можливим мутацiям)

є добутком середнього числа a-генiв пiсля мутацiї на
1

2N
. Але це число,

очевидно, дорiвнює j(1− α1) + (2N − j)α2, що й призводить до (6.2).

Перехiднi ймовiрностi вiдповiдного ланцюга Маркова обчислюються
за формулами (6.1) з використанням величин pj та qj з (6.2). Якщо
α1, α2 > 0, то система на фiксується в жодному зi станiв. При n → ∞
розподiл iмовiрностей в.в. Xn прямує до розподiлу деякої випадкової
величини ξ:

P{ξ = k} = πk, k = 0, 1, . . . , 2N,
2N∑
k=0

πk = 1, πk > 0.

Цей розподiл називається стацiонарним розподiлом частот генотипу в
популяцiї.

Розглянемо просту модель випадкового схрещування та введемо по-
няття сили вiдбору, що дiє, скажiмо, на користь a-генотипу. Припу-
стимо, що ми хочемо визначити селективну перевагу a-гену над A-
геном так, щоб математичнi сподiвання вiдносного числа нащадкiв бу-
ли пропорцiйнi 1 + s та 1 вiдповiдно. Замiнимо величини pj =

j

2N
та
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qj = 1− j

2N
на

pj =
(1 + s)j
2N + sj

та qj = 1− pj

та визначимо склад наступного поколiння, як i ранiше, за допомогою
випробувань Бернулi. Якщо батькiвська популяцiя мiстила j генiв типу
a, то в наступному поколiннi середнi значення числа генiв типу a та
числа генiв типу A дорiвнюють вiдповiдно

2N
(1 + s)j
2N + sj

та 2N
2N − j

2N + sj
.

Вiдношення середнього числа a-генiв до середнього числа A-генiв в (n+

1)-му поколiннi дорiвнює

1 + s

1
· j

2N − j
=
(

1 + s

1

)(
число a-генiв в n-му поколiннi
число A-генiв в n-му поколiннi

)
.

Це спiввiдношення пояснює сутнiсть дiї вiдбору.

6.2. Модель полiсомного спадкування

Ген складається з деякого числа, скажiмо, N елементарних одиниць.
Пред тим, як клiтина, що мiстить ген, починає дiлитися, кожна з цих
одиниць подвоюється, i кожна з двох “дочiрнiх” клiтин отримує ген, що
складається з тiєї ж кiлькостi елементарних одиниць, що й ген “материн-
ської” клiтини. Одна або декiлька одиниць можуть бути в мутацiйнiй
формi. Припускається, що в процесi подвоєння гену кожна мутантна
одиниця перетворюється на двi мутантнi одиницi, а кожна немутантна
одиниця — на двi немутантнi. Крiм того, ми припускаємо, що пiсля
подвоєння цi одиницi розподiляються мiж двома новими генами випад-
ковим чином, так як би вони витягалися з урни. Ми будемо казати,
що ген знаходиться в станi i, якщо вiн мiстить i мутантних та N − i

немутантних одиниць. Перехiднi ймовiрностi ланцюга обчислюються за
формулою

Pij =
Cj

2iC
N−j
2N−2i

CN
2N

. (6.3)
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Цей вираз для Pij отримано наступним чином. Припустимо, що батькiв-
ський ген знаходиться в станi i; тодi пiсля подвоєння ми отримаємо
набiр з 2i мутантних та 2N − 2i немутантних одиниць. Для того, щоб
утворити дочiрнiй ген, з цього набору беруться N довiльних одиниць.
Тодi ймовiрнiсть того, що дочiрнiй ген опиниться в станi j, визначається
формулою (6.3).

Стани j = 1, 2, . . . , N − 1 називаються змiшаними, а стани 0 та N —
чистими. Стан N цiкавий тим, що ген, всi елементарнi одиницi якого
мутантнi, може принести смерть своєму власнику, в той час як ген, що
знаходиться в станi 0, при дiленнi не породжує мутантних генiв.

6.3. Процеси Маркова, що породжуються прямим
добутком гiллястих процесiв

Iснує тiсний зв’язок мiж теорiєю гiллястих процесiв та деякими ймо-
вiрнiсними моделями частот, що використовуються в генетицi та еколо-
гiї популяцiй. Ми введемо в розгляд клас скiнчених ланцюгiв Маркова
спецiального виду, який включає в себе як частковi випадки ланцюги,
що розглядалися перед цим в якостi прикладiв застосування до генети-
ки.

Нехай f(s)
∞∑

n=0

ansn,
∞∑

n=0

an = 1, an ≥ 0. Тодi маркiвський гiлля-

стий процес визначається як ланцюг Маркова, для якого елемент ма-
трицi перехiдних iмовiрностей Pij визначається як коефiцiєнт при sj в
розкладi f i(s). Iмовiрнiсний розподiл, що визначається послiдовнiстю
{ai}, називається розподiлом числа нащадкiв для одного iндивiдууму,
а f i(s) — iмовiрнiсною генератрисою для числа незалежно породжених
нащадкiв i iндивiдуумiв. Аналогiчно процес {Xn} є гiллястим, якщо

Xn+1 =
i∑

k=1

ξk = j, де Xn = i — число iндивiдуумiв в поточному по-

колiннi, ξk — число нащадкiв k-го iндивiдууму в поточному поколiннi,
а j — число iндивiдуумiв в наступному поколiннi. Випадковi величи-
ни ξ1, ξ2, . . . , ξi є незалежно розподiленими iз загальною ймовiрнiсною
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генератрисою f(s).

Розглянемо тепер двi популяцiї типiв A та a, кожна з яких неза-
лежним чином розмножується, як гiллястий процес. Це — двовимiр-
ний процес, що розгортається як послiдовнiсть пар випадкових величин
Zn = (Xn;Yn), де Xn та Yn — вiдповiдно числа типiв A та a в n-му по-
колiннi. Стан процесу описується парою (i, j), i ≥ 0, j ≥ 0, де i та j —
поточнi значення числа типiв A та a вiдповiдно. В такому формулюван-
нi компоненти Xn та Yn утворюють незалежнi гiллястi процеси. Тому
можна назвати Zn прямим добутком гiллястих процесiв {Xn} та {Yn}.

Нехай f(z) — генератриса розподiлу числа нащадкiв iндивiдуумiв
типу A, а g(w) — генератриса розподiлу числа нащадкiв iндивiдуумiв
типу a. Якщо iндивiдууми розвиваються незалежно один вiд одного, то
компоненти матрицi перехiдних iмовiрностей обчислюються за форму-
лою

P{X(1) = j1, Y (1) = j2|X(0) = i1, Y (0) = i2} = P(i1,i2)(j1,j2)

= коефiцiєнт при zj1wj2 в розкладi f i1(z)gi2(w).

Можна сформулювати маркiвську модель частот, пов’язану з гiл-
лястим процесом для двох типiв iндивiдуумiв, в якiй розмiр популяцiї
сталий в часi. Маючи це на увазi, знайдемо спочатку ймовiрнiсть того,
що в поколiннi нащадкiв є j iндивiдуумiв типу A за умови, що загаль-
не число нащадкiв дорiвнює M та поточне поколiння складається з i

iндивiдуумiв типу A та N − i iндивiдуумiв типу a:

P{X(1) = j|X(0) = i, Y (0) = N − i,X(1) + Y (1) = M}

=
P{X(1) = j, Y (1) = M − j|X(0) = i, Y (0) = N − i}

P{X(1) + Y (1) = M |X(0) = i, Y (0) = N − i}

=
коефiцiєнт при zjwM−j в розкладi f i(z)gN−i(w)

коефiцiєнт при tM в розкладi f i(t)gN−i(t)
. (6.4)

Тут використано той факт, що f i(t)gN−i(t) — генератриса загального
числа нащадкiв, що не розрiзняються за типами. Якщо N = M , то мо-
жна вважати, що вираз (6.4) визначає матрицю перехiдних iмовiрностей
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Pij(N) скiнченого ланцюга Маркова з простором станiв {0, 1, 2, . . . , N}.
Вiдношення номеру стану до числа N можна iнтерпретувати як ча-

стоту типу A у всiй популяцiї. Отже, побудований ланцюг Маркова є
дискретною ймовiрнiсною моделлю, яка описує змiну частот типiв в
популяцiї сталого розмiру, що складається з двох типiв iндивiдуумiв.
Змiни частоти в кожному з поколiнь визначається виглядом матрицi
перехiдних iмовiрностей ланцюга Маркова.

Розмiр популяцiї N є параметром, який часто для спрощення буде
опускатися. Таким чином,

Pij = P{X(1) = j|X(0) = i, Y (0) = N − i,X(1) + Y (1) = N}

=
коефiцiєнт при zjwN−j в розкладi f i(z)gN−i(w)

коефiцiєнт при tN в розкладi f i(t)gN−i(t)
. (6.5)

Ланцюг Маркова, що характеризується матрицею перехiдних iмо-
вiрностей (6.5), iнодi називають ланцюгом Маркова, що породжений
прямим добутком маркiвських гiллястих процесiв.

Ми проiлюструємо можливостi даного класу ланцюгiв Маркова на
трьох найпростiших прикладах та вкажемо їх мiсце в прикладних зада-
чах.

(1) В якостi першого прикладу розглянемо прямий добуток пуасо-
нiвських гiллястих процесiв, коли

f(z) = eλ(z−1), g(w) = eµ(w−1), λ, µ > 0.

При цьому

Pij =
коефiцiєнт при zj в розкладi eiλ(z−1)

коефiцiєнт при tN в розкладi e(iλ+(N−i)µ)(t−1)

×[коефiцiєнт при wN−j в розкладi e(N−i)µ(w−1)]

=
e−iλ

[
(iλ)j

j!

]{
e−(N−i)µ 1

(N−j)! [(N − i)µ]N−j
}

e−(iλ+(N−i)µ)
{
[iλ + (N − i)µ]N 1

N !

}
= Cj

N

[
iλ

iλ + (N − i)µ

]j [ (N − i)µ
iλ + (N − i)µ

]N−j

, i, j = 0, 1, 2, . . . , N. (6.6)
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Якщо λ = µ, то отримуємо вираз

Pij = Cj
N

(
i

N

)j (
1− i

N

)N−j

, i, j = 0, 1, . . . , N, (6.7)

що не залежить вiд λ. Це в точностi спiвпадає з iмовiрнiсною моделлю
бiномiального вибору, запропонованою С.Райтом для вивчення флукту-
ацiї частот гену в гаплоїднiй популяцiї пiд впливом випадкового дрейфу.

Якщо λ 6= µ, то (6.6) зводиться до моделi вiдбору Райта, в якiй
λ

µ
= 1σ,

а σ — коефiцiєнт вiдбору, що виражає перевагу iндивiдуумiв типу A над
iндивiдуумами типу a.

В загальному випадку, що вiдповiдає формулi (6.4), ми скажемо, що
вiдбiр має мiсце, якщо f(z) 6≡ g(z), тобто якщо ймовiрнiснi генератриси
числа нащадкiв двох типiв рiзнi.

(2) Нехай f(z) = g(z) = (q + pz)2, q = 1 − p, 0 < p < 1. Породжений
ланцюг Маркова (6.5) в цьому випадку набуде вигляду

Pij =
[
CN

2N

]−1
Cj

2iC
N−j
2(N−i), i, j = 0, 1, 2, . . . , N. (6.8)

Iнтерпретацiя цього ланцюга Маркова як моделi полiсомного спадкува-
ння дана в другому прикладi.

(3) Нехай

f(z) =
qα

(1− pz)α
, g(z) =

qβ

(1− pz)β
, q = 1− p, 0 < p < 1, α, β > 0.

Тодi, використовуючи розклад

1
(1− pz)γ

=
∞∑

n=0

Cn
γ+n−1p

nzn,

ми бачимо, що породжений ланцюг Маркова має наступнi перехiднi
ймовiрностi

Pij =
[
CN

iα+(N−i)β+N−1

]−1

Cj
iα+j−1C

N−j
(N−i)β+N−i−1, i, j = 0, 1, . . . , N.

(6.9)

Цей ланцюг Маркова може iнтерпретуватися як модель росту гете-
розиготної популяцiї (приклад (5) гiллястих процесiв з генератрисою
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ϕ(s) =
(

q

1− ps

)α

).
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