
Питання колоквiуму з дисциплiни ’Елементи теорiї вiдновлення’

Надалi використовуємо такi позначення: R+ := [0,∞), R := (−∞,∞). Для
(
ξk

)
k∈N

незалежних копiй невiд’ємної випадкової величини ξ позначимо через
(
Sk

)
k∈N0

випад-
кове блукання, що визначається так

S0 := 0, Sk := ξ1 + . . . + ξk, k ∈ N.

Для фiксованого t ≥ 0 час першого проходження випадкового блукання
(
Sk

)
вище рiвня

t визначається так
ν(t) := inf{k ∈ N : Sk > t}.

Запис U(t) позначає функцiю вiдновлення.

1. Показати, що ν(t) є моментом зупинки вiдносно певного потоку σ-алгебр. Довести
тотожнiсть Уолда.

2. Означення та еквiвалентне представлення функцiї вiдновлення. Довести, що за
умови P{ξ = 0} < 1 функцiя вiдновлення є скiнченною у кожнiй точцi невiд’ємної
пiвосi.

3. Субадитивнiсть функцiї вiдновлення на всiй осi.

4. Твердження про iснування границi lim
x→∞

x−1f(x) для субадитивних, локально обме-
жених функцiй.

5. Посилений закон великих чисел для ν(t).

6. Центральна гранична теорема для ν(t).

7. Елементарна теорема вiдновлення.

8. Нерiвнiсть Ерiксона для функцiї вiдновлення.

9. Нерiвнiсть Лордена для функцiї вiдновлення.

10. Конструкцiя та властивостi (включаючи стацiонарнiсть приростiв) стацiонарного
процесу вiдновлення у негратчастому випадку.

11. Конструкцiя та властивостi (включаючи стацiонарнiсть приростiв) стацiонарного
процесу вiдновлення у гратчастому випадку.

12. Показати, що для 1-арифметичних випадкових блукань U(n) − U(n − 1) > 0 для
всiх достатньо великих n ∈ N.

13. Теорема Блеккуела у гратчастому випадку.

14. Нехай P{ξ = 0} = 0, Eξ2 < ∞ та розподiл ξ є 1-арифметичним. Знайти

lim
n→∞

(
U(n)− (Eξ)−1n

)
.

15. Теорема Блеккуела у негратчастому випадку.

16. Ключова теорема вiдновлення у гратчастому випадку.



17. Iснування та характеризацiя спiльного граничного розподiлу для недострибу та
перестрибу негратчастого випадкового блукання у випадку, коли математичне
сподiвання кроку блукання є скiнченним.

18. Означення безпосередньої iнтегровностi за Рiманом для функцiй f : R+ → R+.
Показати, що множина iнтегровних за Рiманом функцiй на R+ є власною пiдмно-
жиною безпосередньо iнтегровних за Рiманом функцiй на R+.

19. Ключова теорема вiдновлення для безпосередньо iнтегровних за Рiманом функцiй.

20. Навести приклад, що демонструє, що висновок ключової теореми вiдновлення мо-
же не виконуватися, якщо пiдiнтегральна функцiя не є безпосередньо iнтегровною
за Рiманом.

21. Показати, що версiя ключової теореми вiдновлення для функцiй, що не зростають,
є наслiдком загальної версiї ключової теореми вiдновлення.

22. Довести твердження: якщо для функцiї f : R+ → R+, що є локально обмеженою та
майже всюди неперервною, знайдеться функцiя g, що є безпосередньо iнтегровною
за Рiманом на R+ i такою, що f(t) ≤ g(t) для всiх t ≥ 0, то f також є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на R+.

23. Довести твердження: якщо функцiя f : R+ → R+ є iнтегровною за Лебегом на
R+ та для деякого a > 0 функцiя e−atf(t) не зростає на R+, то f є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на R+.


