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Ðîçäië 1

Âåêòîðè â ïðîñòîði

1. Àëãåáðà âåêòîðiâ

Âåêòîðîì â ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìëåíèé âiäðiçîê. Íåõàé A i

B � 2 òî÷êè â ïðîñòîði. Íà âiäðiçêó AB çàôiêñó¹ìî íàïðÿìîê, îäåð-

æèìî âåêòîð, ÿêèé áóäåìî ïîçíà÷àòè AB. A � ïî÷àòîê âåêòîðà, B �

êiíåöü. ×àñòî âåêòîð ïîçíà÷àþòü 1 ìàëåíüêîþ áóêâîþ, íàïðèêëàä ā.

Âåêòîð, ïî÷àòîê i êiíåöü ÿêîãî ñïiâïàäàþòü, íàçèâà¹òüñÿ íóëü-âåêòîð,

ïîçíà÷à¹òüñÿ ~0. Âåêòîðè íàçèâàþòüñÿ êîëiíåàðíèìè, ÿêùî âîíè ïàðà-

ëåëüíi. Âåêòîðè íàçèâàþòüñÿ êîìïëàíàðíèìè, ÿêùî âîíè ïàðàëåëüíi

îäíié ôiêñîâàíié ïëîùèíi. Îñêiëüêè âåêòîð öå íàïðÿìëåíèé âiäðiçîê,

òî äîâæèíîþ âåêòîðà íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà öüîãî âiäðiçêà. Äîâæèíà

âåêòîðà ~a: |~a|.
Äâà âåêòîðè ââàæàþòü ðiâíèìè, ÿêùî âîíè êîëiíåàðíi i ìàþòü îäíà-

êîâi äîâæèíè òà íàïðÿìêè. Òîìó âåêòîð ìîæíà ïàðàëåëüíî ïåðåíîñèòè

â ïðîñòîði, âiä öüîãî âií íå çìiíþ¹òüñÿ.

1.1. Äi¨ íàä âåêòîðàìè

Äîäàâàííÿ âåêòîðiâ

Íåõàé çàäàíî 2 âåêòîðè ā, b̄. Ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì ðîçìiùó¹ìî

âåêòîðè òàê, ùîá êiíåöü âåêòîðà ā ñïiâïàäàâ ç ïî÷àòêîì âåêòîðà b̄. Òîäi

ïiä ñóìîþ ā + b̄ áóäåìî ðîçóìiòè âåêòîð d̄, ïî÷àòîê ÿêîãî ñïiâïàäà¹ ç

ïî÷àòêîì ā, à êiíåöü � ç êiíöåì b̄: ā+ b̄ = d̄.

Äëÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ iñíó¹ ïðàâèëî ïàðàëåëîãðàìà: âåêòîðè ðîç-

ìiùóþòü òàê, ùîá ¨õ ïî÷àòêè ñïiâïàäàëè, äî âåêòîðiâ äîáóäîâó¹ìî ïà-

ðàëåëîãðàì, òîäi ñóìîþ ā+ b̄ ¹ âåêòîð d̄, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ íà äiàãîíàëi

ïàðàëåëîãðàìà, ùî âèõîäèòü iç ñïiëüíîãî ïî÷àòêó ā i b̄.

Âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ:
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1) àñîöiàòèâíiñòü (ā+ b̄) + c̄ = ā+ (b̄+ c̄).

Ïîêëàäåìî q̄ := b̄ + c̄, p̄ := ā + b̄. Òîäi d̄ = ā + q̄ = ā + (b̄ + c̄),

d̄ = p̄+ c̄ = (ā+ b̄) + c̄.

2) êîìóòàòèâíiñòü ā+ b̄ = b̄+ ā;

3) ∀ā: ā+ 0̄ = ā;

4) ∀ā ∃!b̄: ā+ b̄ = 0̄.

b̄ � ïðîòèëåæíèé äëÿ ā, ïîçíà÷à¹òüñÿ b̄ = −ā. ā i −ā êîëiíåàðíi, ìà-
þòü îäíàêîâó äîâæèíó àëå ïðîòèëåæíi íàïðÿìêè. Äëÿ âåêòîðiâ òà-

êîæ ââîäèòüñÿ îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ. Öå îïåðàöiÿ ïîõiäíà âiä îïåðàöi¨

äîäàâàííÿ i ââîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ ïðîòèëåæíîãî âåêòîðà:

ā− b̄ = ā+ (−b̄).

Ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî

Íåõàé ā òðåáà ïîìíîæèòè íà äiéñíå ÷èñëî α.

αā âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî òàêèìè óìîâàìè:

1) ā i αā � êîëiíåàðíi;

2) äîâæèíà |αā| = |α| · |ā|;

3) ÿêùî α > 0, òî íàïðÿìêè ā i αā ñïiâïàäàþòü,

ÿêùî α < 0, òî íàïðÿìêè ā i αā ïðîòèëåæíi,

ÿêùî α = 0, òî αā = 0̄.

Âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ íà ÷èñëî:

1) ∀ā ∀α, β ∈ R: α(βā) = (αβ)ā;

2) ∀ā: 1 · ā = ā, 0 · ā = 0̄, (−1)ā = −ā;

3) äèñòðèáóòèâíiñòü ∀ā ∀α, β ∈ R: (α+ β)ā = αā+ βā;

4) ∀ā, b̄ ∀α ∈ R: α(ā+ b̄) = αā+ αb̄.
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1.2. Ïîíÿòòÿ áàçèñó. Òåîðåìà ïðî áàçèñ

Áàçèñîì ïðÿìî¨ íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð, ùî ëå-

æèòü íà öié ïðÿìié. Áàçèñîì ïëîùèíè íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ïàðà íå

êîëiíåàðíèõ âåêòîðiâ, ÿêi ëåæàòü íà öié ïëîùèíi. Áàçèñîì ïðîñòîðó

íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà òðiéêà íå êîìïëàíàðíèõ âåêòîðiâ. Áàçèñiâ ìîæå

iñíóâàòè áàãàòî, íóëüîâèé âåêòîð íå ìîæå íàëåæàòè áàçèñó.

Íåõàé ē1, ē2, ē3 áàçèñ ïðîñòîðó, α1, α2, α3 - äiéñíi ÷èñëà, òîäi ā =

α1ē1 + α2ē2 + α3ē3 íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ ē1, ē2, ē3,

à ÷èñëà α1, α2, α3 - êîåôiöi¹íòàìè ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨, àáî ā ëiíiéíî âè-

ðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè ē1, ē2, ē3. Âèíèêàþòü çàïèòàííÿ:

1) ×è êîæåí âåêòîð ïðîñòîðó ðîçêëàäà¹òüñÿ ïî áàçèñó?

2) ßêùî ðîçêëàäà¹òüñÿ êîæåí âåêòîð, òî ñêiëüêè òàêèõ ðîçêëàäiâ ìîæå

iñíóâàòè äëÿ äàíîãî âåêòîðó?

Âiäïîâiäü äà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Òåîðåìà ïðî áàçèñ

Äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà íà ïðÿìié (ïëîùèíi, ïðîñòîðó) iñíó¹ ðîç-

êëàä ïî áàçèñó ïðÿìî¨ (ïëîùèíè, ïðîñòîðó) ïðè ÷îìó öåé ðîçêëàä ¹äè-

íèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé l - ïðÿìà, ē1 - áàçèñ ïðÿìî¨ ā ëåæèòü íà ïðÿìié, òîäi

ÿêùî ā i ē1 îäíîãî íàïðÿìêó, òî ā = (|ā|/|ē1|)ē1, ÿêùî ïðîòèëåæíîãî

íàïðÿìêó, òî ā = (−|ā|/|ē1|)ē1.

Íåõàé P - ïëîùèíà, ē1, ē2 - áàçèñ ïëîùèíè, ā ëåæèòü â ïëîùèíi.

Ïðîâåäåìî ïðÿìi l1 i l2 íà ÿêèõ ëåæàòü âiäïîâiäíî âåêòîðè ē1 i ē2. ×åðåç

ā ïðîâåäåìî ïðÿìi, ùî ïàðàëåëüíi l1 i l2. Ïîçíà÷èìî òî÷êè ïåðåòèíó öèõ

ïðÿìèõ âiäïîâiäíî ç ïðÿìèìè l1 i l2 ÿê A1 i A2. Íåõàé O - ïî÷àòîê ē1 i

ē2, çðîçóìiëî ùî ā = OA1 + OA2. OA1 ëåæèòü íà ïðÿìié l1, áàçèñ ÿêî¨

ñêëàäà¹ ē1, çà äîâåäåííÿì OA1 = α1ē1, àíàëîãi÷íî OA2 = α2ē2, òîäi

ā = α1ē1 + α2ē2.
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Íåõàé òåïåð ē1, ē2, ē3 óòâîðþþòü áàçèñ ïðîñòîðó, ā äåÿêèé âåêòîð

ïëîùèíè P â ÿêié ëåæàòü ē2 òà ē3, l1 ïðÿìà íà ÿêié ëåæèòü ē1. ×åðåç

êiíåöü ā ïðîâåäåìî ïðÿìó l′1 ïàðàëåëüíó l1. Íåõàé B òî÷êà ïåðåòèíó

ïðÿìî¨ l′1 ç ïëîùèíîþ P. ×åðåç êiíåöü ā ïðîâåäåìî ïëîùèíó P′ ïàðà-

ëåëüíó P. Íåõàé A òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìî¨ l1 ç ïëîùèíîþ P′. Çðîçóìiëî

ā = OA+OB. OB, ē2, ē3 óòâîðþþòü áàçèñ ïëîùèíè P, òîìó çà äîâåäåí-

íÿì OB = α2ē2+α3ē3, àíàëîãi÷íî OA = α1ē1, òîäi ā = α1ē1+α2ē2+α3ē3.

Äîâåäåìî òåïåð îäíîçíà÷íiñòü ðîçêëàäó, áóäåìî äîâîäèòè öåé ôàêò

âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî äëÿ äîäàòíîãî ā iñíó¹ äâà ðîçêëàäè ïî

áàçèñó ē1, ē2, ē3:

ā = α1ē1 + α2ē2 + α3ē3,

ā = β1ē1 + β2ē2 + β3ē3.

ßêùî öi ðîçêëàäè ðiçíi, ¹ ïðèíàéìíi îäíà ïàðà ðiçíèõ âiäïîâiäíèõ

êîåôiöi¹íòiâ, ïðèïóñòèìî α1 6= β1. Òîäi

α1ē1 + α2ē2 + α3ē3 = β1ē1 + β2ē2 + β3ē3,

α1ē1 − β1ē1 = β2ē2 + β3ē3 − α2ē2 − α3ē3,

(α1 − β1)ē1 = (β2 − α2)ē2 + (β3 − α3)ē3.

Ïîäiëèìî öþ ðiâíiñòü íà ÷èñëî (α1 − β1)

ē1 =
β2 − α2

α1 − β1
ē2 +

β3 − α3

α1 − β1
ē3.

Òàêèì ÷èíîì ē1 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç âåêòîðè ē2, ē3. Öå îçíà-

÷à¹, ùî ē1 ëåæèòü â ïëîùèíi Π, â ÿêié ëåæàòü âåêòîðè ē2 i ē3, òîáòî âñi

òðè âåêòîðè ïàðàëåëüíi îäíié ïëîùèíi Π, à òîìó êîìïëàíàðíi. Îòðèìà-

ëè ïðîòèði÷÷ÿ ç îçíà÷åííÿì áàçèñó.

Îñòàííÿ ÷àñòèíà òåîðåìè çàáåçïå÷ó¹ êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ êîîðäè-

íàò âåêòîðó áàçèñó. ßêùî ē1, ē2, ē3 áàçèñ ïðîñòîðó, òî äîâiëüíèé âåêòîð

ā îäíîçíà÷íî ðîçêëàäà¹òüñÿ â ëiíiéíó êîìáiíàöiþ áàçèñó ā = α1ē1 +

α2ē2 + α3ē3, à êîåôiöi¹íòè öi¹¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ íàçèâàþòüñÿ êîîðäè-

íàòàìè âåêòîðà â áàçèñi ē1, ē2, ē3 : (α1, α2, α3).

Âïðàâà 1. Äîâåñòè, ùî ÿêùî âiäîìi êîîðäèíàòè ā òà b̄ â äåÿêîìó ôi-

êñîâàíîìó áàçèñi ē1, ē2, ē3, òî êîîðäèíàòè ñóìè âåêòîðiâ ā + b̄ â öüîìó

9



áàçèñi öå ñóìè âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò ā i b̄; ÿêùî α � äiéñíå ÷èñëî, òî

ùîá îäåðæàòè êîîðäèíàòè αā â öüîìó áàçèñi, òðåáà äîìíîæèòè êîæíó

êîîðäèíàòó ā íà α.

1.3. Ïîíÿòòÿ ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi òà ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi

ñèñòåìè âåêòîðiâ

Ñèñòåìîþ âåêòîðiâ â ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ñêií÷åíà ïîñëi-

äîâíiñòü âåêòîðiâ ā1, ā2, ..., āk. ×èñëî k íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ ñèñòåìè,

ÿêùî â ñèñòåìi íåìà¹ æîäíîãî âåêòîðó, òàêà ñèñòåìà íàçèâà¹òüñÿ ïîðî-

æíüîþ.

Íåõàé ā1, ā2, ..., āk ñèñòåìà âåêòîðiâ, α1, α2, ..., αk - äiéñíi ÷èñëà. Ñó-

ìà α1ā1 + α2ā2 + ... + αkāk íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñèñòåìè

âåêòîðiâ ā1, ā2, ..., āk, à ÷èñëà α1, α2, ..., αk - êîåôiöi¹íòàìè öi¹¨ ëiíiéíî¨

êîìáiíàöi¨.

Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ñèñòåìè âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ, ÿêùî

âñi ¨¨ êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëþ. Çðîçóìiëî, ùî òðèâiàëüíà ëiíiéíà

êîìáiíàöiÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ = 0̄. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íàçèâà-

¹òüñÿ íåòðèâiàëüíîþ, ÿêùî ñåðåä ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ ¹ ïðèíàéìíi îäèí íå

íóëüîâèé.

Iñíóþòü òàêi ñèñòåìè âåêòîðiâ, äëÿ ÿêèõ äåÿêi íåòðèâiàëüíi ëiíiéíi

êîìáiíàöi¨ äîðiâíþþòü 0̄. Äiéñíî, íåõàé ā � äåÿêèé âåêòîð. Òîäi ā +

(−ā) = 0̄. Àëå öÿ ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà, îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè

ïåðåä âåêòîðàìè ā i −ā ðiâíi 1.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñèñòåìà âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî

äëÿ íå¨ iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðiâíà 0̄.

Òåîðåìà 2 (Êðèòåðié ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi). Ñèñòåìà âåêòîðiâ ëiíiéíî

çàëåæíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïðèíàéìíi îäèí âåêòîð ñèñòåìè

ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ ā1, ā2, ..., āk

ëiíiéíî çàëåæíà. Çà îçíà÷åííÿì iñíó¹ íåòðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ
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α1ā1 +α2ā2 + ...+αkāk = 0̄. Îñêiëüêè êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà, òîäi äëÿ

äåÿêîãî i: αi 6= 0, 1 ≤ i ≤ k. Òîäi αiāi = −α1ā1 − α2ā2 − ...− αi−1āi−1 −
αi+1āi+1 − ... − αkāk. Äîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü íà

1

αi
òà îòðèìà¹ìî, ùî

āi = −α1

αi
ā1 −

α2

αi
ā2 − ... −

αi−1

αi
āi−1 −

αi+1

αi
āi+1 − ... −

αk
αi
āk i âåêòîð āi

ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi.

Äîñòàòíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî â ñèñòåìi âåêòîðiâ ā1, ā2, ..., āk, âåêòîð

āi ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi, òîáòî āi = α1ā1+α2ā2+...+αi−1āi−1+

αi+1āi+1 + ...+ αkāk, òîäi α1ā1 + α2ā2 + ...+ αi−1āi−1 − āi + αi+1āi+1 +

...+ αkāk = 0̄. Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà, îòæå ñèñòåìà âåêòîðiâ

ëiíiéíî çàëåæíà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 1. Ñèñòåìà âåêòîðiâ, ÿêà ìiñòèòü íóëüîâèé âåêòîð çàâæäè

ëiíiéíî çàëåæíà. Íåõàé 0̄, ā2, ..., āk òàêà ñèñòåìà, òîäi 10̄ + 0ā2 + 0āk = 0̄

ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ íåòðèâiàëüíà, îñêiëüêè ïðè 0̄ êîåôiöi¹íò 1.

Òðè îçíà÷åííÿ ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ñèñòåìè âåêòîðiâ:

1) Ñèñòåìà âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî äëÿ íå¨

iñíó¹ òiëüêè òðèâiàëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðiâíà 0̄;

2) ñèñòåìà âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî æîäåí ç âå-

êòîðiâ ñèñòåìè íå âèðàæà¹òüñÿ ëiíiéíî ÷åðåç iíøi;

3) ñèñòåìà âåêòîðiâ ā1, ā2, ..., āk íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ, ÿêùî

ç òîãî ùî α1ā1 + α2ā2 + ...+ αkāk = 0̄ âèïëèâà¹ α1 = α2 = αk = 0.

1.4. Âëàñòèâîñòi ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi òà ëiíiéíî¨

íåçàëåæíîñòi

1) ßêùî äî ëiíiéíî çàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ äîïèñàòè ùå îäèí âå-

êòîð, ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ;

2) ÿêùî ç ëiíiéíî íåçàëåæíî¨ ñèñòåìè âåêòîðiâ âèêðåñëèòè îäèí âåêòîð,

ñèñòåìà çàëèøà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ;
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3) ñèñòåìà ç îäíîãî âåêòîðó ëiíiéíî çàëåæíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

öåé âåêòîð íóëüîâèé;

4) ñèñòåìà ç äâîõ âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öi

âåêòîðè êîëiíåàðíi;

5) ñèñòåìà ç òðüîõ âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öi

âåêòîðè êîìïëàíàðíi;

6) ñèñòåìà ç ÷îòèðüîõ àáî áiëüøå âåêòîðiâ çàâæäè ëiíiéíî çàëåæíà.

Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, ï'ÿòó âëàñòèâiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ā1, ā2, ā3

ëiíiéíî çàëåæíi, òîäi çà êðèòåði¹ì îäèí ç âåêòîðiâ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç iíøi, íåõàé, íàïðèêëàä, ā1 = α2ā2 + α3ā3. Ïðèïóñòèìî, ùî ā2, ā3

âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè, à P - ïëîùèíà, â ÿêié çíàõîäÿòüñÿ öi âåêòî-

ðè. Òîäi α2ā2 òà α3ā3 òàêîæ ëåæàòü â öié ïëîùèíi, à òîìó ¨õ ñóìà,

òîáòî ā1, òàêîæ ëåæèòü â ïëîùèíi P. Ìà¹ìî, ùî âñi âåêòîðè ñèñòåìè

ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi, òîáòî ¹ êîìïëàíàðíèìè. Ïðèïóñòèìî íàâïàêè,

ùî ā1, ā2, ā3 êîìïëàíàðíi. ßêùî ñåðåä íèõ ¹ íóëüîâèé âåêòîð, òî ñèñòåìà

âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà, òîìó ïðèïóñòèìî, ùî âñi âåêòîðè íåíóëüîâi.

Îñêiëüêè âåêòîð íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè ïàðàëåëüíîìó ïåðåíåñåííi, ìîæíà

ââàæàòè, ùî âñi âîíè âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè. ßêùî âîíè êîëiíåàðíi,

òî âîíè ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, i êîæåí ç íèõ ìîæå áóòè áàçèñîì öi¹¨

ïðÿìî¨, à òîìó çà òåîðåìîþ ïðî áàçèñ ÷åðåç êîæåí ç íèõ ëiíiéíî âèðà-

æàþòüñÿ äâà iíøèõ. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ā2, ā3 íåêîëiíåàðíi, òîäi ç

êîìïëàíàðíîñòi âåêòîðiâ âèïëèâà¹, ùî âñi âåêòîðè ëåæàòü â îäíié ïëî-

ùèíi, ïðè÷îìó ā2, ā3 óòâîðþþòü áàçèñ öi¹¨ ïëîùèíè. Òîäi çà òåîðåìîþ

ïðî áàçèñ âåêòîð ā1 ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ā2, ā3, òîáòî ñèñòåìà

âåêòîðiâ ëiíiéíî çàëåæíà. Âëàñòèâiñòü äîâåäåíà.

Âïðàâà 2. Äîâåñòè iíøi âëàñòèâîñòi.

Çàóâàæåííÿ 2. Ïîðîæíÿ ñèñòåìà âåêòîðiâ ââàæà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëå-

æíîþ.
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1.5. Óìîâà êîëiíåàðíîñòi äâîõ âåêòîðiâ

Ïðèïóñòèìî ā òà b̄ êîëiíåàðíi âåêòîðè â ïðîñòîði ç áàçèñîì ē1, ē2, ē3, â

ÿêîìó ā ìà¹ êîîðäèíàòè (α1, α2, α3), à b̄ - (β1, β2, β3). Îñêiëüêè ā òà b̄ êî-

ëiíåàðíi, òî âîíè ëiíiéíî çàëåæíi, òîáòî îäèí ç íèõ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ

÷åðåç iíøèé. Íàïðèêëàä, ā = λb̄, òîäi çà ïðàâèëîì çíàõîäæåííÿ êîîðäè-

íàò âåêòîðà ïðè ìíîæåííi íà ÷èñëî ìà¹ìî α1 = λβ1, α2 = λβ2, α3 = λβ3.

ßêùî ñåðåä êîîðäèíàò âåêòîðiâ íåìà¹ íóëüîâèõ, òî λ =
α1

β1
=
α2

β2
=
α3

β3
,

òîáòî êîîðäèíàòè âåêòîðiâ ïðîïîðöiéíi. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ā òà b̄ â

áàçèñi ē1, ē2, ē3 ìàþòü âiäïîâiäíî êîîðäèíàòè (α1, α2, α3) òà (β1, β2, β3),

ïðè ÷îìó âèêîíó¹òüñÿ
α1

β1
=

α2

β2
=

α3

β3
= λ, à òîäi ā = λb̄, îòæå âå-

êòîðè êîëiíåàðíi. Òàêèì ÷èíîì óìîâîþ êîëiíåàðíîñòi äâîõ âåêòîðiâ ¹

ïðîïîðöiéíiñòü ¨õ êîîðäèíàò â áóäü-ÿêîìó áàçèñi.

2. Äåêàðòîâà ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êîîðäèíàò

2.1. Ïîíÿòòÿ óïîðÿäêîâàíî¨ òðiéêè âåêòîðiâ

Òðiéêó íåíóëüîâèõ íåêîìïëàíàðíèõ âåêòîðiâ ā, b̄, c̄ áóäåìî íàçèâà-

òè óïîðÿäêîâàíîþ, ÿêùî ñåðåä íèõ âêàçó¹òüñÿ ïåðøèé, äðóãèé, òðåòié.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî âñi âåêòîðè âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè. Óïîðÿäêîâàíà òðié-

êà âåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ, ÿêùî âåêòîðè îði¹íòîâàíi ÿê âåëèêèé,

âêàçiâíèé òà ñåðåäíié ïàëüöi ïðàâî¨ ðóêè. Òðiéêà íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ,

ÿêùî âåêòîðè îði¹íòîâàíi, ÿê âåëèêèé, âêàçiâíèé òà ñåðåäíié ïàëüöi ëi-

âî¨ ðóêè.

Òðiéêà íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ, ÿêùî ç êiíöÿ òðåòüîãî âåêòîðà âèäíî

ïîâîðîò âiä ïåðøîãî âåêòîðà äî äðóãîãî ïî íàéìåíøîìó êóòó ïðîòè ãî-

äèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Òðiéêà íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ, ÿêùî öåé ïîâîðîò âèäíî

çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ.

ßêùî â òðiéöi ïîìiíÿòè ìiñöÿìè äâà âåêòîðè, òî ïðàâà òðiéêà ñòà¹

ëiâîþ, òà íàâïàêè.
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2.2. Ïîíÿòòÿ äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò

Îçíà÷åííÿ 2. Âiññþ áóäåìî íàçèâàòè áóäü-ÿêó ïðÿìó, íà ÿêié çàäàíî

äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð. Öåé âåêòîð çàäà¹ íàïðÿìîê îñi i îäèíèöþ

âèìiðþâàííÿ äîâæèí.

Äàëi áóäåìî ââàæàòè äëÿ âñiõ âåêòîðiâ îäíàêîâó îäèíèöþ âèìiðþ-

âàííÿ. Âåêòîð áóäåìî íàçèâàòè îäèíè÷íèì (àáî îðòîì), ÿêùî éîãî äîâ-

æèíà äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

Â ïðîñòîði âèáèðà¹ìî ïðàâó òðiéêó âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ âå-

êòîðiâ îäèíè÷íî¨ äîâæèíè, ÿêi ïîçíà÷èìî ī, j̄, k̄, òà ââàæà¹ìî, ùî âîíè

âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè O. Ïðîâåäåìî ïðÿìi, íà ÿêèõ ëåæàòü öi âåêòîðè.

Öi ïðÿìi äàþòü îñi êîîðäèíàò, ÿêi ïîçíà÷àþòüñÿ x, y, z.

Ïðèïóñòèìî M äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó. Îñêiëüêè ī, j̄, k̄ óòâîðþþòü

áàçèñ ïðîñòîðó, òî OM ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç íèõ, òîáòî OM = xī+

yj̄ + zk̄. Êîîðäèíàòè OM â áàçèñi ī, j̄, k̄ áóäåìî íàçèâàòè êîîðäèíàòàìè

òî÷êèM â äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.M(x, y, z), OM =

{x, y, z}.

Ãåîìåòðè÷íî, ùîá çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷êè â äåêàðòîâié ïðÿìîêó-

òíié ñèñòåìi êîîðäèíàò òðåáà ÷åðåç öþ òî÷êó ïðîâåñòè ïëîùèíè, ïà-

ðàëåëüíi êîîðäèíàòíèì ïëîùèíàì i çíàéòè òî÷êó ïåðåòèíó ¨õ ç îñÿìè

êîîðäèíàò. Òàêèì ÷èíîì â äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò

êîæíié òî÷öi âiäïîâiäà¹ îäíà i ëèøå îäíà óïîðÿäêîâàíà òðiéêà äiéñíèõ

÷èñåë i íàâïàêè, êîæíié óïîðÿäêîâàíié òðiéöi äiéñíèõ ÷èñåë âiäïîâiäà¹

îäíà i ëèøå îäíà òî÷êà. Òîáòî ìiæ òî÷êàìè i óïîðÿäêîâàíèìè òðiéêàìè

äiéñíèõ ÷èñåë iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü. Öÿ âiäïîâiäíiñòü

âïåðøå áóëà âñòàíîâëåíà Ðåíå Äåêàðòîì, ôðàíöóçüêèì ìàòåìàòèêîì.

Âîíà äà¹ ìîæëèâiñòü çàìiñòü ãåîìåòðè÷íèõ ôiãóð ðîçãëÿäàòè ðiâíÿííÿ,

ÿêi îïèñóþòü öi ôiãóðè. Â öüîìó ïîëÿãà¹ ãîëîâíèé ìåòîä àíàëiòè÷íî¨

ãåîìåòði¨.
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2.3. Îá÷èñëåííÿ êîîðäèíàò âåêòîðó ÷åðåç êîîðäèíàòè éîãî

ïî÷àòêó i êiíöÿ

Íåõàé â äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ïî÷àòîê òà êi-

íåöü âåêòîðó AB ìàþòü òàêi êîîðäèíàòè A(x1, y1, z1) òà B(x2, y2, z2).

Äëÿ òî÷êèO ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìà¹ìîAB = OB−OA,OA = {x1, y1, z1},
OB = {x2, y2, z2}, AB = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1}. Òàêèì ÷èíîì, ùîá

çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðó, òðåáà âiä êîîðäèíàò éîãî êiíöÿ âiäíÿòè êî-

îðäèíàòè ïî÷àòêó.

2.4. Äiëåííÿ âiäðiçêó â äàíîìó âiäíîøåííi

Íåõàé òî÷êè M1,M2 â äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò

ìàþòü êîîðäèíàòèM1(x1, y1, z1),M2(x2, y2, z2) âiäïîâiäíî. Òðåáà çíàéòè

êîîðäèíàòè òî÷êè T , ÿêà íàëåæèòü âiäðiçêó M1M2, ïðè÷îìó âèêîíó¹-

òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
M1T

TM2
= λ, λ > 0. Íåõàé êîîðäèíàòè T (x, y, z), òîäi

M1T = {x− x1, y − y1, z − z1}, TM2 = {x2 − x, y2 − y, z2 − z}.

M1T i TM2 êîëiíåàðíi, ìàþòü îäíàêîâèé íàïðÿìîê,

∣∣M1T
∣∣∣∣TM2

∣∣ = λ > 0.

Îòæå M1T = λTM2;

{x− x1, y − y1, z − z1} = λ{x− x2, y − y2, z − z2}.
Âåêòîðè ðiâíi, ÿêùî ðiâíi ¨õ âiäïîâiäíi êîîðäèíàòè, òîìó

x− x1 = λ(x2 − x), (λ+ 1)x = x1 + λx2;

y − y1 = λ(y2 − y), (λ+ 1)y = y1 + λy2;

z − z1 = λ(z2 − z), (λ+ 1)z = z1 + λz2.

Çâiäêè x =
x1 + λx2

λ+ 1
, y =

y1 + λy2

λ+ 1
, z =

z1 + λz2

λ+ 1
.

ßêùî λ = 1, òî M1T = TM2 i x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
, z =

z1 + z2

2
.

2.5. Ïðîåêöiÿ âåêòîðà íà âiñü

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíà äåÿêà âiñü u. AB � äîâiëüíèé âåêòîð. ×åðåç

êiíöi öüîãî âåêòîðà ïðîâîäèìî ïëîùèíè, ïåðïåíäèêóëÿðíi ïðÿìié u, i â

ïåðåòèíi îòðèìà¹ìî òî÷êè A′ i B′. Òîáòî AA′⊥u i BB′⊥u.
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Îçíà÷åííÿ 3. Ïðîåêöi¹þ âåêòîðà AB íà âiñü u íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíà

âiäðiçêà A′B′, ïðè÷îìó äîâæèíà áåðåòüñÿ çi çíàêîì +, ÿêùî íàïðÿìîê

âåêòîðà A′B′ ñïiâïàäà¹ ç íàïðÿìêîì îñi u, i çi çíàêîì − â ñóïðîòèâíîìó

âèïàäêó.

Ïðîåêöiÿ AB íà âiñü u ïîçíà÷à¹òüñÿ ïðuAB. Ïðîâåäåìî ÷åðåç A âiñü

v ïàðàëåëüíó îñi u i îäíîãî íàïðÿìêó ç íåþ. Òîäi ïðuAB=ïðvAB. Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç ϕ êóò ìiæ AB i âiññþ v, öåé êóò ââàæà¹òüñÿ òàêîæ êó-

òîì ìiæ AB i âiññþ u. Òîäi çðîçóìiëî, ùî ïðvAB = |AB| cosϕ=ïðuAB.

Íåõàé b äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð, ïðîåêöiþ a íà b áóäåìî ââàæàòè

ïðîåêöiþ a íà âiñü, ÿêà çàäà¹òüñÿ b. ïðba.

Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà ïðî ïðîåêöi¨). Ïðîåêöiÿ ñóìè äâîõ âåêòîðiâ íà

äàíó âiñü äîðiâíþ¹ ñóìi ïðîåêöié öèõ âåêòîðiâ íà öþ âiñü: ïðu(a +

b)=ïðu(a) + ïðu(b), ÿêùî âåêòîð äîìíîæà¹òüñÿ íà äiéñíå ÷èñëî, òî

i éîãî ïðîåêöiÿ äîìíîæà¹òüñÿ íà öå ÷èñëî: ïðuαa = αïðua.

Äîâåäåííÿ. Ñïîëó÷èìî ïî÷àòîê âåêòîðà b̄ ç êiíöåì âåêòîðà ā i ïîçíà÷è-

ìî òî÷êè A,B,C òàê, ùîá AB = ā, BC = b̄. Òîäi, çà ïðàâèëîì òðèêóòíè-

êà AC = ā + b̄ := c̄. ×åðåç âåðøèíè öüîãî òðèêóòíèêà ABC ïðîâåäåìî

ïëîùèíè, ïåðïåíäèêóëÿðíi âiñi u. Â ïåðåòèíi îäåðæèìî òî÷êè A′, B′, C ′.

Òîäi A′B′ = ïðuā, B
′C ′ = ïðub̄, A

′C ′ = ïðuc̄ i A
′C ′ = A′B′ +B′C ′.

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. i, j, k îäèíè-

÷íi âåêòîðè íà îñÿõ êîîðäèíàò. M - äîâiëüíà òî÷êà â ïðîñòîði, OM -

äîâiëüíèé âåêòîð. Öåé âåêòîð ðîçêëàäà¹òüñÿ ïî áàçèñó OM = xi+ yj +

zk, òîáòî éîãî êîîðäèíàòè OM = {x, y, z}. Çàïèøåìî ïðîåêöi¨ íà âiññi

x =ïðiOM , y =ïðjOM , z =ïðkOM . Ïðèïóñòèìî OM 6= 0. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç α, β, γ êóòè, ÿêi öåé âåêòîð óòâîðþ¹ ç îñÿìè x, y, z. Òîäi çíàéäåìî

ïðîåêöi¨ x =ïðiOM = |OM | cosα, y =ïðjOM = |OM | cosβ, z =ïðkOM

= |OM | cos γ. cosα, cosβ, cos γ íàçèâàþòüñÿ ñïðÿìîâóþ÷èìè êîñèíóñàìè

âåêòîðà OM .
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Îçíà÷åííÿ 4. Êîñèíóñè êóòiâ, ÿêi äàíèé íåíóëüîâèé âåêòîð a óòâîðþ¹

ç îñÿìè êîîðäèíàò äàíî¨ ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò,

íàçèâàþòüñÿ ñïðÿìîâóþ÷èìè êîñèíóñàìè a.

Òàêèì ÷èíîì êîîðäèíàòè OM ìîæíà çàäàòè ó âèãëÿäi {|OM | cosα,

|OM | cosβ, |OM | cos γ} = OM .

Çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà |OM | =
√
x2 + y2 + z2.

cosα =
x√

x2 + y2 + z2
, cosβ =

y√
x2 + y2 + z2

, cos γ =
z√

x2 + y2 + z2
,

òîäi cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1. Òîáòî ìè äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà ïðî ñïðÿìîâóþ÷i êîñèíóñè). ßêùî cosα, cosβ, cos γ

ñïðÿìîâóþ÷i êîñèíóñè äàíîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà a â äåêàðòîâié ïðÿ-

ìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, òî cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

Äàëi ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî êîîðäèíàòè âñiõ òî÷îê i âñiõ âåêòîðiâ

çàäàþòüñÿ â äåÿêié ôiêñîâàíié äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäè-

íàò, ÿêùî íå ñêàçàíå ñóïðîòèâíå.

3. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ òà éîãî âëàñòèâîñòi

Íåõàé a, b íåíóëüîâi âåêòîðè, ùî âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè, ϕ - êóò

ìiæ öèìè âåêòîðàìè.

Îçíà÷åííÿ 5. Ñêàëÿðíèì äîáóòêîì a i b íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî (a, b) =

|a||b| cosϕ, àáî, ùî åêâiâàëåíòíî (a, b) = |a|ïðab = |b| ïðba. Äëÿ áóäü-

ÿêîãî a: (a, 0) = 0̄.

Âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó:

1) (a, b) = (b, a) çà îçíà÷åííÿì.

2) (a, b+ c) = (a, b) + (a, c).

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ ïðî ïðîåêöi¨

(ā, b̄ + c̄) = |ā|ïðā(b̄ + c̄) = |ā|(ïðāb̄ + ïðāc̄) = |ā|ïðāb̄ + |ā|ïðāc̄ =

(a, b) + (a, c).
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3) ∀α ∈ R: (a, αb) = α(a, b).

Äiéñíî, (ā, αb̄) = |ā|ïðāαb̄ = α|ā|ïðāb̄ = α(ā, b̄).

4) (a, a) ≥ 0. Ïðè öüîìó (a, a) = 0⇔ a = 0.

Äiéñíî, ÿêùî ā 6= 0̄, òî (ā, ā) = |ā||ā| cos 0 = |ā|2 > 0. ßêùî æ ā = 0̄,

òî (ā, ā) = (0̄, 0̄) = 0.

Âèðàç ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ ÷åðåç êîîðäèíàòè âåêòîðiâ

Íåõàé a i b çàäàþòüñÿ êîîðäèíàòàìè â äåÿêié äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié

ñèñòåìi êîîðäèíàò a = {x1, y1, z1}, b = {x2, y2, z2}. ßêùî i, j, k îäèíè÷íi

âåêòîðè íà îñÿõ êîîðäèíàò, òî a = x1i+ y1j + z1k, b = x2i+ y2j + z2k.

Çíàéäåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê (a, b), ïðè öüîìó âðàõîâó¹ìî

(̄i, ī) = |̄i|2 = 1, (j̄, j̄) = |j̄|2 = 1, (k̄, k̄) = |k̄|2 = 1

(̄i, j̄) = |̄i||j̄| cos
π

2
= 0, (̄i, k̄) = 0, (j̄, k̄) = 0

Òîäi

(ā, b̄) = x1x2(̄i, ī) + x1y2(̄i, j̄) + x1z2(̄i, k̄) + y1y2(j̄, j̄) + y1x2(j̄, ī) + . . .+

+z1z2(k̄, k̄) = x1x2 + y1y2 + z1z2

òàêèì ÷èíîì, ùîá ñêàëÿðíî ïåðåìíîæèòè äâà âåêòîðè, çàäàíi â êîîð-

äèíàòíié, ôîðìi òðåáà äîäàòè äîáóòêè âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò.

(ā, ā) = |a|2

(ā, ā) = x2
1 + y2

1 + z2
1

|ā| =
√
x2

1 + y2
1 + z2

1

3.1. Êóò ìiæ âåêòîðàìè

Íåõàé âåêòîðè ā 6= 0̄, b̄ 6= 0̄, ϕ � êóò ìiæ íèìè.

Çà îçíà÷åííÿì (ā, b̄) = |ā||b̄| cosϕ, çâiäêè cosϕ =
(ā, b̄)

|ā||b̄|
. Ïðèïóñòèìî

âåêòîðè çàäàíi êîîðäèíàòàìè

ā = {x1, y1, z1}, b̄ = {x2, y2, z2},
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òîäi

cosϕ =
x1x2 + y1y2 + z1z2√

x2
1 + y2

1 + z2
1

√
x2

2 + y2
2 + z2

2

Ïðèïóñòèìî ϕ =
π

2
. Òîäi (ā, b̄) = |ā||b̄| cos

π

2
= 0.

Îçíà÷åííÿ 6. ā i b̄ íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè àáî ïåðïåíäèêóëÿð-

íèìè ÿêùî (ā, b̄) = 0. Ïîçíà÷à¹òüñÿ ā ⊥ b̄.

4. Âåêòîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 7. Âåêòîðíèì äîáóòîêîì âåêòîðiâ ā i b̄ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð

c̄, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèìè óìîâàìè:

à) ÿêùî ā i b̄ � êîëiíåàðíi, òî c̄ = 0̄;

á) ÿêùî ā i b̄ � íå êîëiíåàðíi, òî

1) |c̄| = |ā||b̄| sinϕ, äå ϕ � êóò ìiæ ā i b̄

2) c̄ ⊥ ā, c̄ ⊥ b̄

3) ā, b̄, c̄ óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ.

4.1. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò âåêòîðíîãî äîáóòêó

Äîâæèíà âåêòîðíîãî äîáóòêó ā i b̄ äîðiâíþ¹ ïëîùi ïàðàëåëîãðàìà,

ïîáóäîâàíîãî íà öèõ âåêòîðàõ:

S = |ā|h = |ā||b̄| sinϕ

Âåêòîðíèé äîáóòîê ā i b̄ ïîçíà÷à¹òüñÿ [ā, b̄].

4.2. Âëàñòèâîñòi âåêòîðíîãî äîáóòêó

1. −[ā, b̄] = [b̄, ā]

Äîâåäåííÿ. ßêùî îäèí ç âåêòîðiâ = 0̄ òî öå î÷åâèäíî, îñêiëüêè âå-

êòîðè êîëiíåàðíi. Òîìó ïðèïóñòèìî ā 6= 0̄ i b̄ 6= 0̄. Òðåáà ïåðåâiðèòè

3 óìîâè âåêòîðíîãî äîáóòêó

1) | − [ā, b̄]| = |[ā, b̄]| = |ā||b̄| sinϕ = |[b̄, ā]|
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2) îñêiëüêè [ā, b̄] ⊥ ā i îäíî÷àñíî [ā, b̄] ⊥ b̄ òî î÷åâèäíî ùî −[ā, b̄] ⊥ ā,
−[ā, b̄] ⊥ b̄

3) b̄, ā, −[ā, b̄] óòâîðþ¹ ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ

à òîìó −[ā, b̄] çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè [b̄, ā].

2. ∀α ∈ R : [αā, b̄] = α[ā, b̄] = [ā, αb̄]

Äîâåäåííÿ. ßêùî α = 0 àáî ā i b̄ êîëiíåàðíi öå çðîçóìiëî.

Íåõàé α 6= 0, ā i b̄ � íåêîëiíåàðíi. Äîâåäåìî,ùî [αā, b̄] = α[ā, b̄].

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî α > 0.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ 3-õ óìîâ.

1) |α[ā, b̄]| = α|[ā, b̄]| = α|ā||b̄| sinϕ = |αā||b̄| sinϕ = |[αā, b̄]|;

2) îñêiëüêè [ā, b̄] ⊥ ā i [ā, b̄] ⊥ b̄, òî α[ā, b̄] ⊥ ā (òî i αā), α[ā, b̄] ⊥ b̄;

3) îñêiëüêè ā, b̄, [ā, b̄] ïðàâà òðiéêà òî i ā, b̄, α[ā, b̄] ïðàâà òðiéêà.

Îòæå,α[ā, b̄] = [αā, b̄].

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî α < 0. Ïåðåâiðèìî, ùî α[ā, b̄] çàäîâîëüíÿ¹ 3

óìîâè âåêòîðíîãî äîáóòêó.

1) |α[ā, b̄]| = |α||[ā, b̄]| = |α||ā||b̄| sinϕ = |αā||b̄| sinϕ,
|[αā, b̄]| = |αā||b̄| sin(π − ϕ) = |αā||b̄| sinϕ.
Òîáòî |α[ā, b̄]| = |[αā, b̄]|.

2) Îñêiëüêè [ā, b̄] ⊥ ā, [ā, b̄] ⊥ b̄, òî α[ā, b̄] ⊥ ā (αā), α[ā, b̄] ⊥ b̄.

3) αā, b̄, α[ā, b̄] óòâîðþ¹ ïðàâó òðiéêó

Òîìó óìîâè âåêòîðíîãî äîáóòêó âèêîíóþòüñÿ i [αā, b̄] = α[ā, b̄] ïðè

áóäü-ÿêîìó α.

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 1 îäåðæó¹ìî

[ā, αb̄] = −[αb̄, ā] = −α[b̄, ā] = α[ā, b̄],

òîáòî äðóãó âëàñòèâiñòü äîâåäåíî
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3. Ðîçïîäiëüíà âëàñòèâiñòü

[ā, b̄+ c̄] = [ā, b̄] + [ā, c̄]

Äîâåäåííÿ. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ öi¹¨ âëàñòèâîñòi â òðè åòàïè:

1) Ïðèïóñòèìî ā ⊥ b̄, ā ⊥ c̄, |ā| = 1.

Ïðèïóñòèìî âåêòîðè âèõîäÿòü ç îäíî¨ ò. O. Π � ïëîùèíà, â ÿêié

çíàõîäÿòüñÿ b̄ i c̄, òîáòî ā ⊥ Π, OB = b̄, OC = c̄, OD = OB+OC =

b̄+ c̄. OBDC � ïàðàëåëîãðàì

Ïîâåðíåìî ïàðàëåëîãðàì OBDC íà ∠90◦ íàâêîëî òî÷êè O ïðîòè

ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè ÿêùî äèâèòèñü ç êiíöÿ âåêòîðà ā. Îòðèìà-

¹ìî ïàðàëåëîãðàì OB′D′C ′.

Ïîêàæåìî, ùî OB′ = [ā, b̄]

|OB′| = |OB| = |b̄| = |b̄||ā| sin π
2

= |[ā, b̄]|

OB′ ⊥ ā, OB′ ⊥ OB = b̄

ā, b̄, OB′ óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ.

Òàêèì ÷èíîì OB′ = [ā, b̄]

Àíàëîãi÷íî OC ′ = [ā, c̄], OD′ = [ā, b̄+ c̄].

Ïðè ïîâîðîòi ïàðàëåëîãðàì ïåðåõîäèòü â ïàðàëåëîãðàì, òîìó

OD′ = OB′ +OC ′, [ā, b̄+ c̄] = [ā, b̄] + [ā, c̄].

2) Ïðèïóñêà¹ìî ā ⊥ b̄, ā ⊥ c̄

ßêùî ā = 0̄, òî [ā, b̄ + c̄] = 0̄, [ā, b̄] = 0̄, [ā, c̄] = 0̄ i âëàñòèâiñòü

âèêîíó¹òüñÿ.

Òîìó ïðèïóñêà¹ìî ā 6= 0̄, ïîêëàäåìî ā1 =
1

|ā|
ā.

ā1 ⊥ b̄, ā1 ⊥ c̄, |ā1| = 1

[ā1, b̄+ c̄] = [ā1, b̄] + [ā1, c̄][
1

|ā|
ā, b̄+ c̄

]
=

[
1

|ā|
ā, b̄

]
+

[
1

|ā|
ā, c

]
Çà äðóãîþ âëàñòèâiñòþ
1

|a|
[ā, b̄+ c̄] =

1

|a|
([ā, b̄] + [ā, c̄])
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[ā, b̄+ c̄] = [ā, b̄] + [ā, c̄].

3) Íà ā, b̄, c̄ íiÿêèõ óìîâ íå íàêëàäà¹ìî. Ïðèïóñêà¹ìî ùî âñi òðè

âåêòîðè âèõîäÿòü ç ò. O i Π � ïëîùèíà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ò. O

⊥ äî ā.

Ñïðîåêòó¹ìî b̄, c̄ i b̄+ c̄ íà Π

Îòðèìà¹ìî b̄′ = OB′, c̄′ = OC ′, OD′.

Ïîêàæåìî ùî [ā, b̄] = [ā, b̄′].

Ïåðåâiðèìî 3 óìîâè

|[ā, b̄′]| = |ā||b̄′| sin π
2

= |ā||b̄′|
|[ā, b̄]| = |a||b| sinϕ = |a||b′|
|[ā, b̄]| = |[ā, b̄′]|
Çà îçíà÷åííÿì [ā, b̄′] ⊥ a, [ā, b̄′] ⊥ b̄′, [ā, b̄′] ⊥ äî Π â ÿêié ëåæàòü

âåêòîðè ā i b̄′

b̄ çíàõîäèòüñÿ â öié ïëîùèíi, à òîìó [ā, b̄′] ⊥ b̄
ā, b̄, [ā, b̄′] óòâîðþþòü ïðàâó òðiéêó âåêòîðiâ

[ā, b̄′] = [ā, b̄]

Àíàëîãi÷íî [ā, c̄′] = [ā, c̄]

[ā, b̄+ c̄] = [ā, OD′]

Àëå ïðè ïðîåêòóâàííi ïàðàëåëîãðàì ïåðåõîäèòü â ïàðàëåëîãðàì,

òîìó OD′ = OB′ +OC ′ = b̄′ + c̄′

[ā, b̄+ c̄] = [ā, b̄′ + c̄′]

Çà äîâåäåíèì [ā, b̄′ + c̄′] = [ā, b̄′] + [ā, c̄′]

à òîìó [ā, b̄+ c̄] = [ā, b̄] + [ā, c̄].

4.3. Âèçíà÷íèêè äðóãîãî òà òðåòüîãî ïîðÿäêó

Îçíà÷åííÿ 8. Âèçíà÷íèêîì äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî, ðiâíå∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣ = x1y2 − y1x2
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Ïðèêëàä 1. ∣∣∣∣∣1 −3

5 7

∣∣∣∣∣ = 1 · 7− (−3) · 5 = 7 + 15 = 22

Îçíà÷åííÿ 9. Âèçíà÷íèêîì òðåòüîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = x1y2z3 + y1z2x3 + z1x2y3 − z1y2x3 − y1x2z3 − x1z2y3

Äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà 3-ãî ïîðÿäêó çàñòîñîâóþòü ïðàâèëî òðè-

êóòíèêiâ. Âèçíà÷íèêîì âèçíà÷à¹òüñÿ äâi äiàãîíàëi: ãîëîâíà x1y2z3 òà

ïîái÷íà z1y2x3

Âèçíà÷íèê ¹ ñóìîþ øiñòüîõ äîáóòêiâ, 3 ç ÿêèõ áåðóòüñÿ çi çíàêîì

�+� i 3 ç �−�.
Iç çíàêîì �+� äîáóòîê åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi i äîáóòêè åëåìåí-

òiâ, ùî ñòîÿòü â âåðøèíàõ äâîõ òðèêóòíèêiâ ç îñíîâàìè ïàðàëåëüíèìè

ãîëîâíié äiàãîíàëi.

Iç çíàêîì �−� � äîáóòîê åëåìåíòiâ ïîái÷íî¨ äiàãîíàëi i äîáóòêè åëå-

ìåíòiâ, ùî ñòîÿòü â âåðøèíàõ òðèêóòíèêiâ ç îñíîâàìè ïàðàëåëüíèìè

ïîái÷íié äiàãîíàëi.

Ïðèêëàä 2.∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 −3

6 −8 2

9 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1(−8)(−1)+6(−3)3+5 ·9 ·2−(−3)(−8)9−5 ·6(−1)−2 ·3 ·1

4.4. Ðîçêëàä âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó çà ðÿäêîì àáî

ñòîâï÷èêîì

Çàïèøåìî âèçíà÷íèê â òàêîìó âèãëÿäi

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Ïîëîæåííÿ êîæíîãî åëåìåíòà â âèçíà÷íèêó âèçíà÷àþòüñÿ íîìåðîì

ðÿäêà òà íîìåðîì ñòîâï÷èêà, ÿêi çàïèñàíi ÿê äâà iíäåêñè. aij � åëåìåíò

ùî ñòî¨òü â i-ìó ðÿäêó òà j-ìó ñòîâï÷èêó.
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Äîïîâíþþ÷èì ìiíîðîì åëåìåíòà aij íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê äðóãîãî

ïîðÿäêó, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ âèêðåñëåííÿì i-ãî ðÿäêà i j-ãî ñòîâï÷èêà.

Ïîçíà÷èìî ìiíîð � Mij .

Ïðèêëàä 3.

M23 =

∣∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣ = a11a32 − a12a31

Àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì åëåìåíòà aij íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî Aij =

(−1)i+jMij .

Ïðèêëàä 4.

A23 = (−1)5

∣∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣
Òåîðåìà 5 (ïðî ðîçêëàä âèçíà÷íèêà çà ðÿäêîì àáî ñòîâï÷èêîì). Âè-

çíà÷íèê 3-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ ñóìi äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ðÿäêà (ñòîâ-

ï÷èêà) íà ¨õ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ.

Íàïðèêëàä,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a21A21 + a22A22 + a23A23 =

= a21(−1)2+1

∣∣∣∣∣a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣∣+ a22(−1)2+2

∣∣∣∣∣a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣∣+ a23(−1)2+3

∣∣∣∣∣a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣∣
Ïðèêëàä 5.∣∣∣∣∣∣∣∣
1 5 −3

6 −8 2

9 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 9(−1)3+1

∣∣∣∣∣ 5 −3

−8 2

∣∣∣∣∣+3(−1)3+2

∣∣∣∣∣1 −3

6 2

∣∣∣∣∣+(−1)(−1)3+3

∣∣∣∣∣1 5

6 −8

∣∣∣∣∣
4.5. Îá÷èñëåííÿ âåêòîðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ

Ïðèïóñòèìî âåêòîðè çàäàíi êîîðäèíàòàìè â äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié

ñèñòåìi êîîðäèíàò ī, j̄, k̄ - îäèíè÷íi âåêòîðè íà îñÿõ êîîðäèíàò.

Ñêëàäåìî òàáëèöþ âåêòîðíèõ äîáóòêiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ

[̄i, ī] = 0̄, [j̄, j̄] = 0̄, [k̄, k̄] = 0̄
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[̄i, j̄] = k̄, [j̄, ī] = −k̄
[̄i, k̄] = −j̄, [k̄, ī] = j̄

[j̄, k̄] = ī, [k̄, j̄] = −ī
Ïðèïóñòèìî ā, b̄ çàäàíi êîîðäèíàòàìè â áàçèñi ī, j̄, k̄

ā = {x1, y1, z1}
b̄ = {x2, y2, z2}
ā = x1ī+ y1j̄ + z1k̄

b̄ = x2ī+ y2j̄ + z2k̄

Ïåðåìíîæà¹ìî âåêòîðíî äâi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ. Çãiäíî ç âëà-

ñòèâîñòÿìè âåêòîðíîãî äîáóòêó ïåðåìíîæà¹ìî ¨õ ÿê àëãåáðà¨÷íi âèðà-

çè, ïðè öüîìó ÷èñëà âèíîñèìî çà çíàê âåêòîðíîãî äîáóòêó, âñi çíàêè

ìíîæåííÿ çàìiíÿ¹ìî çíàêàìè âåêòîðíîãî äîáóòêó i çáåðiãà¹ìî ïîðÿäîê

ñïiâìíîæíèêiâ.

[ā, b̄] = [x1ī+y1j̄+z1k̄, x2ī+y2j̄+z2k̄] = x1x2 [̄i, ī]+x1y2 [̄i, j̄]+x1z2 [̄i, k̄]+

+y1x2[j̄, ī] + y1y2[j̄, j̄] + y1z2[j̄, k̄] + z1x2[k̄, ī] + z1y2[k̄, j̄] + z1z2[k̄, k̄] =

= x1y2k̄ + x1z2(−j̄) + y1x2(−k̄) + y1z2ī+ z1x2j̄ + z1y2(−ī) =

= (y1z2 − y2z1)̄i+ (z1x2 − x1z2)j̄ + (x1y2 − y1x2)k̄ =

=

∣∣∣∣∣y1 y2

z1 z2

∣∣∣∣∣ ī−
∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣ j̄ +

∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣ k̄
Òàêèì ÷èíîì âåêòîðíèé äîáóòîê

[ā, b̄] =

{∣∣∣∣∣y1 y2

z1 z2

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣
}

4.6. Ïðàâèëà çíàõîäæåííÿ âåêòîðíèõ äîáóòêiâ âåêòîðiâ

Íåõàé ā, b̄ çàäàíi êîîðäèíàòíèìè â äåÿêié äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié

ñèñòåìi êîîðäèíàò

ā = {x1, y1, z1}
b̄ = {x2, y2, z2}
Òîäi∣∣∣∣∣x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣ =

{∣∣∣∣∣y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣
}

= [ā, b̄]
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Ùîá îäåðæàòè ïåðøó êîîðäèíàòó âåêòîðíîãî äîáóòêó çàêðåñëèìî

ïåðøèé ñòîâïåöü òàáëèöi i ðàõó¹ìî âèçíà÷íèê äðóãîãî ïîðÿäêó i ò.ä.

Äðóãó êîîðäèíàòó áåðåìî çi çíàêîì −.
Ïî-iíøîìó, íåõàé ī, j̄, k̄ � îäèíè÷íi âåêòîðè íà îñÿõ êîîðäèíàò. Âèïè-

øåìî òàêèé ñèìâîëüíèé âèçíà÷íèê i ðîçêðè¹ìî éîãî çà ïåðøèì ðÿäêîì.∣∣∣∣∣∣∣∣
ī j̄ k̄

x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣ ī−
∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣ j̄ +

∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣ k̄ = [ā, b̄]

5. Ìiøàíèé äîáóòîê âåêòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 10. Ìiøàíèé äîáóòîê óïîðÿäêîâàíî¨ òðiéêè âåêòîðiâ ā, b̄,

c̄ íàçèâà¹òüñÿ ([ā, b̄], c̄).

5.1. Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìiøàíîãî äîáóòêó

Íåõàé ā, b̄, c̄ � âåêòîðè, ùî âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ ò. O, òîäi íà öèõ âå-

êòîðàõ ìîæíà ïîáóäóâàòè ïàðàëåëåïiïåä. Ïîçíà÷èìî éîãî îá'¹ì ÷åðåç

Vāb̄c̄.

Òåîðåìà 6 (ïðî ìiøàíèé äîáóòîê (ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ìiøàíîãî äîáó-

òêó)). ßêùî òðiéêà âåêòîðiâ ā, b̄, c̄ ïðàâà, òî iõ ìiøàíèé äîáóòîê äî-

ðiâíþ¹ Vāb̄c̄. ßêùî òðiéêà ëiâà, òî ¨õ ìiøàíèé äîáóòîê äîðiâíþ¹ −Vāb̄c̄

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî âåêòîðè âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ ò. O. ×åðåç Π ïîçíà-

÷èìî ïëîùèíó â ÿêié ëåæàòü ā i b̄. Íà öié ïëîùèíi áóäó¹ìî ïàðàëåëî-

ãðàì.

OA = ā, OB = b̄

×åðåç ò. O ïðîâåäåìî ïðÿìó l ⊥ äî Π. Íåõàé OM = [ā, b̄]. Çðîçóìiëî,

ùî OM ⊥ ā, OM ⊥ b̄, à òîìó OM ⊥ Π i ëåæèòü íà ïðÿìié l. ßê âiäîìî

Vāb̄c̄ = Sîñíh.

Sîñí = SOABD i âðàõîâóþ÷è ãåîìåòðè÷íèé çìiñò âåêòîðíîãî äîáóòêó

Sîñí = SOABD = |[OA,OB]| = |[ā, b̄]| = |OM |
Vāb̄c̄ = |OM |h
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Çà îçíà÷åííÿì ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ ([ā, b̄], c̄) = (OM, c̄) =

|OM |ïðOM c̄
ïðOM c̄ ïî ìîäóëþ äîðiâíþ¹ äîâæèíi OK, äå OK ¹ âèñîòîþ ïàðàëå-

ëåïiïåäà.

Ïðèïóñòèìî, ùî ā, b̄, c̄ ïðàâà òðiéêà, òîäi OK i OM ìàþòü îäèí

íàïðÿìîê.

ïðOM c̄ = |OK| = h

([ā, b̄], c̄) = |OM |h = Vāb̄c̄

ßêùî òðiéêà ā, b̄, c̄ ëiâà, òî íàïðàâëåííÿ âåêòîðiâ OK i OM ïðîòè-

ëåæíi.

ïðOM c̄ = −|OK| = −h
([ā, b̄], c̄) = |OM |(−h) = −Vāb̄c̄

5.2. Âëàñòèâîñòi ìiøàíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ

1) Ìiøàíèé äîáóòîê âåêòîðiâ ïî ìîäóëþ äîðiâíþ¹ îá'¹ìó ïàðàëåëåïi-

ïåäà ïîáóäîâàíîãî íà öèõ âåêòîðàõ

2) òðè âåêòîðè ā, b̄, c̄ êîìïëàíàðíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîäè ¨õ ìiøàíèé

äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ā, b̄, c̄ - êîìïëàíàðíi. ßêùî âîíè âèõîäÿòü

ç îäíî¨ òî÷êè òî áóäóòü ëåæàòè â îäíié ïëîùèíi òîáòî Vāb̄c̄ = 0 i

([ā, b̄], c̄) = 0 çà òåîðåìîþ.

ßêùî ([ā, b̄], c̄) = 0, òîäi Vāb̄c̄ = 0 i âåêòîðè ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi,

òîáòî âîíè êîìïëàíàðíi.

3) ([ā, b̄], c̄) = (ā, [b̄, c̄])

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî âåêòîðè âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè; çà òåîðå-

ìîþ |([ā, b̄], c̄)| = Vāb̄c̄

Îñêiëüêè (ā, [b̄, c̄]) = ([b̄, c̄], ā), òî |(ā, [b̄, c̄])| = Vb̄c̄ā. Ïàðàëåëåïiïåäè

ïîáóäîâàíi íà âåêòîðàõ ā, b̄, c̄ i b̄, c̄, ā ñïiâïàäàþòü, òîáòî
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Vāb̄c̄ = Vb̄c̄ā

|([ā, b̄], c̄)| = |(ā, [b̄, c̄])|

Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè, ùî çíàêè öèõ ÷èñåë îäíàêîâi.

Ïðèïóñòèìî òðiéêà ā, b̄, c̄ ïðàâà, òî b̄, ā, c̄ ëiâà, à b̄, c̄, ā çíîâó ïðàâà.

Òîìó ([ā, b̄], c̄) = Vāb̄c̄ = Vb̄c̄ā = ([b̄, c̄], ā) = (ā, [b̄, c̄])

Àíàëîãi÷íî ç ëiâîþ òðiéêîþ

([ā, b̄], c̄) = −Vāb̄c̄ = −Vb̄c̄ā = ([b̄, c̄], ā)

4) ßêùî â òðiéöi ïîìiíÿòè ìiñöÿìè äâà âåêòîðè, òî çíàê ìiøàíîãî äî-

áóòêó çìiíèòüñÿ íà ïðîòèëåæíèé

Äîâåäåííÿ. ā, b̄, c̄ ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ā i b̄

b̄, ā, c̄ i ā, b̄, c̄ ïàðàëåëåïiïåäè ñïiâïàäàþòü

Vāb̄c̄ = Vb̄āc̄

ßêùî ā, b̄, c̄ � ïðàâà, òî b̄, ā, c̄ ëiâà

([ā, b̄], c̄) = Vāb̄c̄ = Vb̄āc̄ = −([b̄, ā], c̄).

ßêùî ā, b̄, c̄ � ëiâà, òî b̄, ā, c̄ � ïðàâà

([ā, b̄], c̄) = −Vāb̄c̄ = −Vb̄āc̄ = −([b̄, ā], c̄).

Òàêèì ÷èíîì ([ā, b̄], c̄) = −([b̄, ā], c̄).

Ç âëàñòèâîñòi 3 âèïëèâà¹ êîðåêòíiñòü òàêîãî ïîçíà÷åííÿ ìiøàíîãî

äîáóòêó

([ā, b̄], c̄) = (ā, b̄, c̄)

îñêiëüêè íåâàæëèâî äå ñòî¨òü âåêòîðíèé äîáóòîê íà ïåðøèõ äâîõ àðãó-

ìåíòàõ ÷è íà îñòàííiõ äâîõ.
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5.3. Âèðàç ìiøàíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ ÷åðåç êîîðäèíàòè

âåêòîðiâ

Íåõàé ā, b̄, c̄ çàäàíi êîîðäèíàòàìè

ā = {x1, y1, z1}
b̄ = {x2, y2, z2}
c̄ = {x3, y3, z3}
Òîäi

[ā, b̄] =

{∣∣∣∣∣y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣
}

(ā, b̄, c̄) = ([ā, b̄], c̄) =

∣∣∣∣∣y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣x3−

∣∣∣∣∣x1 z1

x2 z2

∣∣∣∣∣ y3+

∣∣∣∣∣x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣ z3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Òàêèì ÷èíîì ìiøàíèé äîáóòîê òðüîõ âåêòîðiâ ā, b̄, c̄ äîðiâíþ¹ âè-

çíà÷íèêó òðåòüîãî ïîðÿäêó.

Íàñëiäîê 1. Òðè âåêòîðè êîìïëàíàðíi ⇔ âèçíà÷íèê ðÿäêàìè ÿêîãî ¹

êîîðäèíàòè öèõ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ 0.

Íàñëiäîê 2. Òðè âåêòîðè óòâîðþþòü ïðàâó (ëiâó) òðiéêó ⇔ âèçíà-

÷íèê ðÿäêàìè ÿêîãî ¹ êîîðäèíàòè öèõ âåêòîðiâ > 0 (< 0).

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó

Âèçíà÷íèê òðåòüîãî ïîðÿäêó äîðiâíþ¹ Vāb̄c̄ iç çíàêîì + ÿêùî òðiéêà

âåêòîðiâ ïðàâà i çi çíàêîì − ÿêùî òðiéêà âåêòîðiâ ëiâà.

29



Ðîçäië 2

Ïðÿìà i ïëîùèíà â ïðîñòîði

1. Ïëîùèíà â ïðîñòîði

Áóäåìî êàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ F (x, y, z) = 0 ç òðüîìà çìiííèìè çàäà¹

ïîâåðõíþ P â ïðîñòîði, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè:

1) ÿêùî α, β, γ � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, òî ò. M(α, β, γ) íàëåæèòü P .

2) ÿêùî M(α, β, γ) ∈ P , òî F (α, β, γ) = 0.

Òàêèì ÷èíîì P � öå ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïðîñòîðó, êîîðäèíàòè

ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü äàíå ðiâíÿííÿ.

Àíàëîãi÷íî ðiâíÿííÿ ç äâîìà çìiííèìè F (x, y) = 0 çàäà¹ ëiíiþ l íà

ïëîùèíi, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè:

1) ÿêùî α, β � ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ, òî M(α, β) ∈ l

2) ÿêùî M(α, β) ∈ l, òî F (α, β) = 0

1.1. Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíà äåÿêà ïëîùèíà P . Íà ïëîùèíi âiäîìi êîîð-

äèíàòè îäíî¨ ò. N(x0, y0, z0). n̄ = {a, b, c} � äåÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð

⊥ P .
Ïîçíà÷èìî M(z, y, z) äîâiëüíó òî÷êó ∈ P , òîäi NM = {x − x0, y −

y0, z − z0} ëåæèòü â ïëîùèíi P , à òîìó n̄ ⊥MN

(n̄, NM) = 0

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

ax+ by + cz − ax0 − by0 − cz0 = 0

d := −ax0 − by0 − cz0

ax+ by + cz + d = 0

îäåðæó¹ìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ ç òðüîìà íåâiäîìèìè, ïðè ÷îìó êîîðäè-

íàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ïëîùèíè P çàäîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ.
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Ïðèïóñòèìî (α, β, γ) äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ

aα+ bβ + cγ + d = 0

Âiäîìî, ùî êîîðäèíàòè òî÷êè N òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü öå ðiâíÿííÿ.

ax0 + by0 + cz0 + d = 0 òîáòî

aα+ bβ + cγ + d = ax0 + by0 + cz0 + d

a(α− x0) + b(β − y0) + c(γ − z0) = 0

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K òî÷êó â ïðîñòîði êîîðäèíàòàìè ÿêî¨ ¹ (α, β, γ)

NK = {α− x0, β − y0, γ − z0}
i îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî (n̄, NK) = 0

n̄ ⊥ NK
Îñêiëüêè ïî÷àòîê NK ò. N ∈ P , òî n̄ ⊥ NK ⇔ ò. K ∈ P .
Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè, ùî ïëîùèíà P â ïðîñòîði çàäà¹òüñÿ ëiíié-

íèì ðiâíÿííÿì ax+ by+ cz+ d = 0. Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ çàãàëüíèì

ðiâíÿííÿì ïëîùèíè.

Äëÿ çàïèñó öüîãî ðiâíÿííÿ ìè êîðèñòóâàëèñÿ n̄ = {a, b, c} äîâiëüíèì
íåíóëüîâèì âåêòîðîì, ïåðïåíäèêóëÿðíèì P.

Îçíà÷åííÿ 11. Íîðìàëüíèì âåêòîðîì ïëîùèíè P íàçèâà¹òüñÿ áóäü

ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð ïåðïåíäèêóëÿðíèé äàíié ïëîùèíi.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî âiäîìå çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè, òî êîîðäè-

íàòàìè íîðìàëüíîãî âåêòîðà ¹ êîåôiöi¹íòè ïðè íåâiäîìèõ â öüîìó ðiâ-

íÿííi.

Çàóâàæåííÿ 3. Ìè ðîçâ'ÿçàëè òàêó çàäà÷ó: âèïèñàòè ðiâíÿííÿ ïëîùè-

íè, ÿêùî âiäîìi íîðìàëüíèé âåêòîð ïëîùèíè n̄ = {a, b, c} i òî÷êà íà

ïëîùèíi N(x0, y0, z0). Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

1.2. Âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ ïëîùèíè i ñèñòåìè êîîðäèíàò

Íåõàé ïëîùèíó P çàäàíî ðiâíÿííÿì ax+ by + cz + d = 0
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1) ïðèïóñòèìî d = 0, òîáòî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä ax+ by + cz = 0. Çðî-

çóìiëî, ùî êîîðäèíàòè ò.O(0, 0, 0) çàäîâîëüíÿþòü öå ðiâíÿííÿ. Òîáòî

ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò. Òàêèì ÷èíîì íåîáõi-

äíà i äîñòàòíÿ óìîâà òîãî, ùî ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê

êîîðäèíàò, öå d = 0

2) ïðèïóñòèìî c = 0, òîáòî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä ax + by + d = 0. Â

öüîìó âèïàäêó íîðìàëüíèé âåêòîð n̄ = {a, b, 0}. Òîìó n̄ ⊥ Oz, òîáòî

n̄ ‖ xOy. À ñàìà ïëîùèíà P ‖ Oz, òîáòî P ⊥ xOy.

3) ïðèïóñòèìî a = 0, c = 0, òîáòî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä by + d = 0,

àáî y = m. Â öüîìó âèïàäêó íîðìàëüíèé âåêòîð n̄ = {0, b, 0}. Òîìó
n̄ ⊥ Ox, n̄ ⊥ Oz, çâiäêè n̄ ⊥ xOz, òîáòî n̄ ‖ Oy. À ñàìà ïëîùèíà

P ⊥ Oy, òîáòî P ‖ xOz.

1.3. Âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ äâîõ ïëîùèí.

Ïðèïóñòèìî ïëîùèíè P1, P2 â ïðîñòîði çàäàíi çàãàëüíèìè ðiâíÿííÿ-

ìè.

P1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0;

n̄1 = {a1, b1, c1} ;

P2 : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0;

n̄2 = {a2, b2, c2} .

Âèçíà÷èìî äâîãðàííèé êóò ìiæ íèìè.

Äâîãðàííèé êóò ìiæ ïëîùèíàìè P1, P2 äîðiâíþ¹ êóòó ϕ ìiæ íîðìàëü-

íèìè âåêòîðàìè n̄1, n̄2,

cosϕ =
(n̄1, n̄2)

|n̄1| |n̄2|
=

a1a2 + b1b2 + c1c2√
a2

1 + b21 + c21
√
a2

2 + b22 + c22
.

Öå äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè óìîâè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi i ïàðàëåëü-

íîñòi

P1⊥P2 : ϕ =
π

2
; n̄1⊥n̄2, òîáòî (n̄1, n̄2) = 0, a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0;

P1 ‖ P2 ⇔ n̄1 ‖ n̄2;
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Óìîâîþ ïàðàëåëüíîñòi n̄1 ‖ n̄2 ¹ ïðîïîðöiéíiñòü âiäïîâiäíèõ êîîðäèíàò
a1

a2
=
b1
b2

=
c1
c2
, ÿêùî ñåðåä êîîðäèíàò ¹ 0, òî íåíóëüîâi ïðîïîðöiéíi, à

íóëüîâi îäíîãî âiäïîâiäàþòü íóëüîâèì iíøîãî.

1.4. Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òðè çàäàíi

òî÷êè

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíî òðè òî÷êèA(x0, y0, z0), B(x1, y1, z1), C(x3, y3, z3),

ÿêi íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. ßê âiäîìî, iñíó¹ ¹äèíà ïëîùà P , â ÿêié

ìiñòÿòüñÿ âñi òðè òî÷êè.

Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ðiâíÿííÿ P .

Íåõàé D(x, y, z) � äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó. Ââåäåìî âåêòîðè

AB{x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0},

AC{x2 − x0, y2 − y0, z2 − z0},

AD{x− x0, y − y0, z − z0}.

AB iAC ëåæàòü â P , çðîçóìiëî, ùîD ∈ P ⇔AD ∈ P , òîáòîAD,AB,AC �

êîìïëàíàðíi âåêòîðè.

Âåêòîðè êîìïëàíàðíi ⇔ ¨õíié äîáóòîê äîðiâíþ¹ 0, òîáòî,

(AD AB AC) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− x0 y − y0 z − z0

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðîçêëàäåìî öåé âèçíà÷íèê çà ïåðøèì ðÿäêîì∣∣∣∣∣y1 − y0 z1 − z0

y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣ (x− x0)−

∣∣∣∣∣x1 − x0 z1 − z0

x2 − x0 z2 − z0

∣∣∣∣∣ (y − y0)+

+

∣∣∣∣∣x1 − x0 y1 − y0

x2 − x0 y2 − y0

∣∣∣∣∣ (z − z0) = 0.

Îäåðæàëè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè A,B,C, òîáòî

P .
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Íîðìàëüíèì âåêòîðîì ¹ âåêòîð ç êîîðäèíàòàìè

n̄ =

{∣∣∣∣∣y1 − y0 z1 − z0

y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣∣x1 − x0 z1 − z0

x2 − x0 z2 − z0

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣x1 − x0 y1 − y0

x2 − x0 y2 − y0

∣∣∣∣∣
}

=

= [AB,AC].

1.5. Íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíî ïëîùèíó Π. Ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò ò. O íà

ïëîùèíó ïðîâîäèìî ïåðïåíäèêóëÿð OP , äîâæèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ p =

|OP |.
n̄ � îäèíè÷íèé âåêòîð ⊥Π, ùî âèõîäèòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò O,

ñïðÿìîâàíèé äî Π. ßêùî Π ïðîõîäèòü ÷åðåç (0, 0, 0), òî çà n̄ ââàæàòè-

ìåìî ∀ ç äâîõ ìîæëèâèõ âåêòîðiâ.

Íåõàé A(x, y, z)� äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó. Çðîçóìiëî, ùî A ∈ Π ⇔
ïðn̄0A = |0P | = p, àëå |n̄| = 1, òîìó ïðn̄0A = |n̄|ïðn̄0A = (n̄, 0A).

Îòæå A ∈ Π ⇔ (n̄, 0A) = p.

0A = {x, y, z}. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç α, β, γ êóòè ÿêi âåêòîð n̄ óòâîðþ¹ ç

îñÿìè êîîðäèíàò, òîäi

n̄ = { |n̄| cosα, |n̄| cosβ, |n̄| cos γ} = {cosα, cosβ, cos γ}

Òàêèì ÷èíîì, ò. A ∈ Π ⇔

x cosα+ y cosβ + z cos γ = p,

x cosα+ y cosβ + z cos γ − p = 0.

Îäåðæàëè íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè.

Íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè âiäñòàíü âiä çà-

äàíî¨ òî÷êè ïðîñòîðó äî ïëîùèíè.

Îçíà÷åííÿ 12. Âiäõèëåííÿì äàíî¨ ò.M âiä ïëîùèíè Π íàçèâà¹òüñÿ âiä-

ñòàíü âiä íå¨ äî ïëîùèíè çi çíàêîì (+) ÿêùî M i ïî÷àòîê êîîðäèíàò O

çíàõîäÿòüñÿ ïî ðiçíi áîêè âiä ïëîùèíè Π, i çi çíàêîì (−) ÿêùî ç îäíîãî

áîêó âiä ïëîùèíè.

Ïîçíà÷àþòü âiäõèëåííÿ δΠ(M).
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ßêùî Ï ïðîõîäèòü ÷åðåç ò. O, òî äëÿ âñiõ òî÷îê ç îäíîãî áîêó ïëîùèíè

áåðåìî âiäñòàíü çi çíàêîì (+), à ç iíøîãî çi çíàêîì (−).

Çðîçóìiëî ùî âiäñòàíü à âiä ò. M äî Π = |δΠ(M)|.
Ïðèïóñòèìî A∗(x∗, y∗, z∗) � äîâiëüíà òî÷êà ïðîñòîðó. Çíàéäåìî âiä-

õèëåííÿ A∗ âiä Π. δΠ(A∗) = ïðn̄0A∗ − p. Àëå |n̄| = 1 òîìó ïðn̄0A∗ =

|n̄|ïðn̄0A∗ = (n̄, 0A∗). 0A∗ = {x∗, y∗, z∗}, n̄ = {cosα+ cosβ + cos γ}.
Òîìó âiäõèëåííÿ δΠ(A∗) = (n̄, 0A∗)− p = x∗ cosα+ y∗ cosβ+ z∗ cos γ− p.

Ùîá çíàéòè âiäõèëåííÿ äàíî¨ òî÷êè âiä ïëîùèíè, äîñòàòíüî ïiäñòà-

âèòè ¨¨ êîîðäèíàòè â ëiâó ÷àñòèíó íîðìàëüíîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïëîùèíè.

1.6. Ïåðåõiä âiä çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè äî

íîðìàëüíîãî

Íåõàé Ï â ïðîñòîði çàäà¹òüñÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ax+by+cz+d = 0,

n̄ = {a, b, c}. Äîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ íà µ = ± 1√
a2 + b2 + c2

. Îäåðæèìî

íîâå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè Π: a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, äå a1 = µa, b1 = µb,

c1 = µc, d1 = µd. Äëÿ íîðìàëüíîãî âåêòîðà ïëîùèíè n̄1 = {a1, b1, c1}
âèêîíó¹òüñÿ

|n̄1| =
√
a2

1 + b21 + c21 =
√
µ2(a2 + b2 + c2) =

=

√
1

a2 + b2 + c2
(a2 + b2 + c2) = 1.

ßêùî cosα, cosβ, cos γ � ñïðÿìîâóþ÷i êîñèíóñè âåêòîðà n̄1, òî n̄1 =

{cosα, cosβ, cos γ}, òîáòî a1 = cosα, b1 = cosβ, c1 = cos γ.

Äëÿ òîãî ùîá îäåðæàíå ðiâíÿííÿ ïëîùèíè áóëî íîðìàëüíèì, òðåáà

ïiäiáðàòè çíàê ìíîæíèêà µ òàê, ùîá ïiñëÿ ïðèêëàäàííÿ äî ò. O âåêòîð

n̄1 áóâ íàïðâëåíèé â áiê ïëîùèíè Π.

Ïðèïóñòèìî M(x0, y0, z0) � äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè Π. Çðîçóìiëî ùî,

n̄1 ñïðÿìîâàíèé â áiê Π⇔ êóò ϕ ìiæ n̄1 i OM < 90◦, òîáòî (n̄1, OM) > 0.

Îñêiëüêè OM = {x0, y0, z0}, òî öå îçíà÷à¹, ùî a1x0 + b1y0 + c1z0 > 0.

Àëå îñêiëüêè M ∈ Π, òî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ìà¹ âèãëÿä a1(x − x0) +

b1(y−y0)+ c1(z−z0) = 0 àáî a1x+ b1y+ c1z−a1x0− b1y0− c1z0 = 0. Ìà¹

âèêîíóâàòèñü d1 = −a1x0− b1y0− c1z0 = −(n̄1, OM) < 0. Òîäi çíàê ìíî-
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æíèêà µ ïiäáèðà¹ìî òàê, ùîá âèêîíóâàëîñü d1 < 0, òîáòî ïðîòèëåæíèé

çíàêód.

Ùîá iç çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ax + by + cz + d = 0 îäåðæà-

òè íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïëîùèíè, òðåáà äîìíîæèòè öå ðiâíÿííÿ íà

ìíîæíèê µ = ± 1√
a2 + b2 + c2

, äå çíàê ìíîæíèêà áåðåòüñÿ ïðîòèëåæíèì

çíàêó d; ÿêùî d = 0, çíàê ìíîæíèêà âèáèðà¹òüñÿ áóäü-ÿêèé.

1.7. Âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïëîùèíè

Ïðèïóñòèìî, ïîòðiáíî çíàéòè âiäñòàíü âiä M(x0, y0, z0) äî ïëîùèíè

Π, ÿêà çàäàíà çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ax+ by + cz + d = 0.

Äîìíîæèìî öå ðiâíÿííÿ íà µ = ± 1√
a2 + b2 + c2

i îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0.

Òîäi âiäõèëåííÿ ò. M âiä ïëîùèíè Π äîðiâíþ¹ δΠ(M) = a1x0 + b1y0 +

c1z0 + d1, âiäñòàíü âiä ò. M äî ïëîùèíè Π äîðiâíþ¹

d = |δΠ(M)| = |a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1| =

= |µ(ax0 + by0 + cz0 + d1)| = |ax0 + by0 + cz0 + d|√
a2 + b+c2

.

1.8. Ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ó âiäðiçêàõ

Ïðèïóñòèìî, Π çàäàíà çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì Ax+By +Cz +D = 0,

i ïðèïóñòèìî A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0, D 6= 0.

Ïåðåïèøåìî öå ðiâíÿííÿ òàê: −Ax−By − Cz = D,

−Ax
D
− By

D
− Cz

D
= 1,

x

−DA
+

y

−DB
+

z

−DC
= 1,

àáî
x

a
+
y

b
+
z

c
= 1,

äå a = −D
A
, b = −D

B
, c = −D

C
.

Îòðèìàëè ðiâíÿííÿ ïëîùèíè ó âiäðiçêàõ.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ÷èñåë a, b, c:

Âèçíà÷èìî òî÷êè ïåðåòèíó ïëîùèíè ç îñÿìè êîîðäèíàò. Ç âiññþ Ox:
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y = 0, z = 0, x = a. Àíàëîãi÷íî äëÿ Oy, Oz.

×èñëà a, b, c âèçíà÷àþòü òî÷êè ïåðåòèíó ïëîùèíè ç îñÿìè êîîðäèíàò,

àáî, ÿê êàæóòü, âîíè âèçíà÷àþòü âiäðiçêè, ÿêi ïëîùèíà âiäðiçà¹ íà îñÿõ

êîîðäèíàò ïî÷èíàþ÷è ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò ç óðàõóâàííÿì çíàêó.

2. Ïðÿìà íà ïëîùèíi

Ïðÿìà íà ïëîùèíi çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ç äâîìà çìiíèìè ax+by+c =

0. n̄ = {a, b} � íîðìàëüíèé âåêòîð ïðÿìî¨, òîáòî äåÿêèé íå íóëüîâèé

âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïðÿìî¨. Íåõàé ïðÿìà l ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êó M(x0, y0), ¨ ¨ íîðìàëüíèé âåêòîð n̄ = {a, b}. Òîäi ðiâíÿííÿ öi¹¨

ïðÿìî¨ a(x− x0) + b(y − y0) = 0.

Ïðèïóñòèìî çàäàíi äâi ïðÿìi l1 i l2 ðiâíÿííÿìè

l1 : a1x+ b1y + c1 = 0; n̄1 = {a1, b1};

l2 : a2x+ b2y + c2 = 0; n̄2 = {a2, b2};

ϕ - êóò ìiæ ïðÿìèìè. Òîäi

cosϕ =
(n̄1, n̄2)

|n̄1||n̄2|
=

a1a2 + b1b2√
a2

1 + b21
√
a2

2 + b22
.

Óìîâà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi äâîõ ïðÿìèõ: (n̄1, n̄2) = 0, àáî a1a2+b1b2 = 0.

Óìîâà ïàðàëåëüíîñòi äâîõ ïðÿìèõ: n̄1 ‖ n̄2, àáî
a1

a2
=
b1
b2
.

3. Ïðÿìà ëiíiÿ â ïðîñòîði

3.1. Äâà ñïîñîáè çàäàííÿ ëiíié â ïðîñòîði

I. Çàâäàííÿ ëiíi¨ ïåðåòèíîì äâîõ ïîâåðõîíü.

Ïðèïóñòèìî l ¹ ïåðåòèíîì ïîâåðõîíü P i Q, ïîâåðõíi çàäàþòüñÿ ðiâíÿ-

ííÿìè ç òðüîìà çìiííèìè

P : F (x, y, z) = 0,

Q : G(x, y, z) = 0.

Òàêèì ÷èíîì l � öå ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê â ïðîñòîði ÿêi íàëåæèòü

îáîì ïîâåðõíÿì, òîáòî êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü îäíî÷àñíî îáè-
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äâà ðiâíÿííÿ, à òîìó ñèñòåìó ðiâíÿíüF (x, y, z) = 0,

G(x, y, z) = 0.

Òîáòî l çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ äâîõ ðiâíÿíü ç òðüîìà íåâiäîìèìè.

II. Ïàðàìåòðè÷íå çàäàííÿ ëiíié

Ïðèïóñòèìî â ïðîñòîði ðóõà¹òüñÿ ìàòåðiàëüíà òî÷êà. Âîíà îïèñó¹ äåÿêó

òðàåêòîðiþ, ÿêà ¹ ëiíi¹þ â ïðîñòîði. Êîæíà òî÷êà â ïðîñòîði îäíîçíà÷íî

âèçíà÷à¹òüñÿ êîîðäèíàòàìè. Ïîëîæåííÿ òî÷êè íà òðàåêòîði¨ çàëåæèòü

âiä ìîìåíòó ÷àñó, à òîìó êîîðäèíàòè òî÷êè íà ëiíi¨ l ¹ ôóíêöiÿìè âiä

÷àñó x = x(t), y = y(t), z = z(t). Öi ðiâíîñòi ¹ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì

ëiíi¨ l, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè:

1) ïðè êîæíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà t = t0 ò. M(x(t0), y(t0), z(t0)) ∈ l;
2) äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êèM(x0, y0, z0) íà l iñíó¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t = t0

òàêå, ùî x0 = x(t0), y0 = y(t0), z0 = z(t0).

3.2. Çàâäàííÿ ïðÿìî¨ ÿê ïåðåòèíó äâîõ ïëîùèí

Â ïðîñòîði äâi íåïàðàëåëüíi ïëîùèíè ïðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìié ëiíi¨.

Ïðèïóñòèìî l ¹ ïåðåòèíîì ïëîùèí P1 i P2, ÿêi çàäàíi çàãàëüíèì ðiâíÿ-

ííÿì

P1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, n̄1 = {a1, b1, c1};

P2 : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0, n̄2 = {a2, b2, c2}.

Îñêiëüêè ïëîùèíè íå ïàðàëåëüíi òî n̄1 i n̄2 íå êîëiíåàðíi. Òîäi ïðÿìà

¹ ãåîìåòðè÷íèì ìiñöåì òî÷îê êîîðäèíàòè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü îáèäâà

ðiâíÿííÿ îäíî÷àñíî, òîáòî ñèñòåìó ðiâíÿíüa1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Òàêèì ÷èíîì ïðÿìà â ïðîñòîði çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ äâîõ ëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü ç òðüîìà íåâiäîìèìè. Öi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ çàãàëüíèìè ðiâíÿ-

ííÿìè ïðÿìî¨ â ïðîñòîði.
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Âiäîìî, ùî áóäü-ÿêå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ ç 3-ìà íåâiäîìèìè çàäà¹ ïëî-

ùèíó â ïðîñòîði. Ñèñòåìà 2-õ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç 3-ìà íåâiäîìèìè çà-

äà¹ ïðÿìó â ïðîñòîði ⇔ ïëîùèíè, ùî çàäàþòüñÿ öèìè ðiâíÿííÿìè, íå

ïàðàëåëüíi, òîáòî ¨õ íîðìàëüíi âåêòîðè íå êîëiíåàðíi. Öå îçíà÷à¹ ùî

ñèñòåìà 2-õ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç 3-ìà íåâiäîìèìè çàäà¹ ïðÿìó â ïðîñòîði

⇔ êîåôiöi¹íòè ïðè íåâiäîìèõ â ðiâíÿííÿõ íå ¹ ïîïàðíî ïðîïîðöiéíèìè.

3.3. Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

Îçíà÷åííÿ 13. Ñïðÿìîâóþ÷èì âåêòîðîì ïðÿìî¨ â ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ

áóäü-ÿêèé íåíóëüîâèé âåêòîð, ïàðàëåëüíèé ïðÿìié.

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíà ïðÿìà l i ¨¨ ñïðÿìîâóþ÷èé âåêòîð m̄ =

{a, b, c}. Íà ïðÿìié ôiêñó¹òüñÿ äåÿêà òî÷êà M0(x0, y0, z0). Äîâiëüíà òî-

÷êà M(x, y, z) â ïðîñòîði íàëåæèòü ïðÿìié ⇔ âåêòîðè M0M i m̄ êîëiíå-

àðíi, òîáòî iñíó¹ òàêå äiéñíå ÷èñëî t, ïðè ÿêîìóM0M = tm̄. Ðîçãëÿíåìî

öþ ðiâíiñòü. Ç îäíîãî áîêó äëÿ áóäü-ÿêîãî t = t0 âåêòîðè m̄ iM0M = t0m̄

êîëiíåàðíi, òîáòî M ∈ l; ç iíøîãî áîêó äëÿ áóäü-ÿêî¨ ò. M ∈ l ìîæíà
ïiäiáðàòè òàêå çíà÷åííÿ t, ùî M0M = tm̄. Ðiâíÿííÿ M0M = tm̄ íàçèâà-

¹òüñÿ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ l.

Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ìà¹ òàêèé ôiçè÷íèé çìiñò: ïðèïóñòèìî t - ÷àñ,

m̄ - âåêòîð øâèäêîñòi, òîäi âåêòîðíå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ïðÿìîëiíiéíèé

ðiâíîìiðíèé ðóõ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè ïî ïðÿìié l ç ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ

|m̄| i ïî÷àòêîâèì ïîëîæåííÿì M0.

3.4. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíà ïðÿìà l, m̄ = {a, b, c} � ¨¨ ñïðÿìîâóþ÷èé

âåêòîð. Íà ïðÿìié ôiêñó¹ìî òî÷êó M0(x0, y0, z0), M(x, y, z) � äîâiëüíà

òî÷êà â ïðîñòîði.

Òî÷êà M ∈ l ⇔ êîëè M0M i m̄ êîëiíåàðíi.

M0M = {x− x0, y − y0, z − z0}
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i öÿ óìîâà îçíà÷à¹ ùî,

x− x0

a
=
y − y0

b
=
z − z0

c
.

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ â ïðîñòîði.

Òàêèì ÷èíîì, ùîá âèïèñàòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ïîòðiáíî

çíàòè êîîðäèíàòè ñïðÿìîâóþ÷îãî âåêòîðà ïðÿìî¨ i äåÿêî¨ òî÷êè íà ïðÿ-

ìié. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ïðÿìà çàäàíà êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì, òî çíà-

ìåííèêè äàþòü êîîðäèíàòè ñïðÿìîâóþ÷îãî âåêòîðà, à ÷èñëà x0, y0, z0 �

êîîðäèíàòè òî÷êè íà ïðÿìié.

3.5. Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíà ïðÿìà l, m̄ = {a, b, c} � ¨¨ ñïðÿìîâóþ÷èé

âåêòîð. Íà ïðÿìié ôiêñó¹ìî òî÷êó M0(x0, y0, z0), M(x, y, z) � äîâiëüíà

òî÷êà â ïðîñòîði.

Òî÷êà M ∈ l ⇔ iñíó¹ òàêå çíà÷åííÿ t ùî âåêòîð M0M = tm̄. Ïåðåõî-

äèìî äî êîîðäèíàò âåêòîðiâ M0M = {x− x0, y − y0, z − z0}, òîìó

x− x0 = ta àáî x = x0 + ta

y − y0 = tb y = y0 + tb

z − z0 = tc z = z0 + tc

Öi ðiâíÿííÿ íàçèâàþòüñÿ ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ïðÿìî¨.

Äëÿ òîãî ùîá çàïèñàòè ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, òðåáà çíàòè

êîîðäèíàòè ñïðÿìîâóþ÷îãî âåêòîðà ïðÿìî¨ i äåÿêî¨ òî÷êè íà ïðÿìié.

ßêùî æ ïðÿìà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè, òî êîåôiöi¹íòè ïðè

ïàðàìåòði ðiâíÿííÿ ¹ êîîðäèíàòàìè ñïðÿìîâóþ÷îãî âåêòîðà, à ÷èñëà x0,

y0, z0 �êîîðäèíàòàìè òî÷êè íà ïðÿìié.

Íåâàæêî ïåðåéòè âiä êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ äî ïàðàìåòðè÷íèõ i íàâ-

ïàêè. ßêùî ïðÿìà çàäàíà êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì, òî äîñòàòíüî ïðèðiâ-

íÿòè âñi âiäíîøåííÿ ïàðàìåòðó t:

x− x0

a
=
y − y0

b
=
z − z0

c
= t

i âèðàçèòè x, y, z.
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ßêùî ïðÿìà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè, ùîá ïåðåéòè äî êà-

íîíi÷íîãî, òðåáà ç êîæíî¨ ðiâíîñòi âèðàçèòè ïàðàìåòð t i ïðèðiâíÿòè.

3.6. Ïåðåõiä âiä çàãàëüíèõ ðiâíÿíü ïðÿìî¨ äî êàíîíi÷íèõ, i

íàâïàêè

Íåõàé l � ïåðåòèí ïëîùèí P1 i P2, ïëîùèíè çàäàíi çàãàëüíèìè ðiâ-

íÿííÿìè:

P1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, n̄1 = {a1, b1, c1} ;

P2 : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0, n̄2 = {a2, b2, c2} .

Îñêiëüêè ïëîùèíè íå ïàðàëåëüíi, íîðìàëüíi âåêòîðè íå êîëiíåàðíi. Òîäi

l çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü:a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Äëÿ òîãî ùîá ïîáóäóâàòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, òðåáà çíàéòè ñïðÿ-

ìîâóþ÷èé âåêòîð ïðÿìî¨ i äåÿêó òî÷êó íà ïðÿìié, îñêiëüêè l ∈ P1 ∩ P2

òî ¨¨ ñïðÿìîâóþ÷èé âåêòîð n̄ ïåðïåíäèêóëÿðíèé íîðìàëüíèì âåêòîðàì

ïëîùèí n̄1 i n̄2.

Âiäîìî ùî âåêòîðíèé äîáóòîê [n̄1, n̄2] ⊥ n̄1 i [n̄1, n̄2] ⊥ n̄2. Îñêiëüêè

n̄1 ∦ n̄2, òî [n̄1, n̄2] 6= 0̄. Îòæå [n̄1, n̄2] � íåíóëüîâèé âåêòîð ïàðàëåëüíèé

l, òîáòî ¹ ñïðÿìîâóþ÷èì âåêòîðîì ïðÿìî¨. n̄ = [n̄1, n̄2], n̄ = {a, b, c},

a =

∣∣∣∣∣b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣∣, b = −

∣∣∣∣∣a1 c1

a2 c2

∣∣∣∣∣, c =

∣∣∣∣∣a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣.
Ùîá çíàéòè òî÷êó íà l, òðåáà çíàéòè äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç 3 íåâiäîìèìè. Îñêiëüêè P1 ∦ P2 òî â öèõ ðiâíÿ-

ííÿõ ¹ ïðèíàéìíi äâi ïàðè íåïðîïîðöiéíèõ êîåôiöi¹íòiâ ïðè íåâiäîìèõ,

öèì êîåôiöi¹íòàì âiäïîâiäàþòü äâi çìiííi, òîìó òðåòié çìiííié ìîæíà

íàäàòè äîâiëüíå çíà÷åííÿ i ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç
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äâîìà íåâiäîìèìè. Íàïðèêëàä,
a1

a2
6= b1
b2
; z = z0 = 0.a1x+ b1y + d1 = 0,

a2x+ b2y + d2 = 0.

Öÿ ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (x0, y0) òîìó (x0, y0, z0) � äåÿêèé

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ç òðüîìà çìiííèìè òîáòî Ì (x0, y0, z0) ∈ l.

Çàïèøåìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ:

x− x0

a
=
y − y0

b
=
z − z0

c
.

Ïðèïóñòèìî, íàâïàêè, ïðÿìà çàäàíà êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì i òðåáà

âèïèñàòè çàãàëüíi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, òîáòî çàäàòè ïðÿìó ÿê ïåðåòèí äâîõ

ïëîùèí. Îñêiëüêè n̄ = {a, b, c} 6= 0̄, òî ïðèíàéìíi îäíà ç 3-õ êîîðäèíàò

6= 0, íàïðèêëàä b 6= 0. Òîäi ïåðåïèñó¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ


x− x0

a
=
y − y0

b
,

y − y0

b
=
z − z0

c
;

àáî

b(x− x0) = a(y − y0),

c(y − y0) = b(z − z0);
àáî

bx− ay + (ay0 − bx0) = 0,

cy − bz + (bz0 − cy0) = 0.

Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨

ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ îäåðæàíî¨ ñèñòåìè äâîõ ëiíié-

íèõ ðiâíÿíü. Îñêiëüêè b 6= 0, òî êîæíå ç öèõ ðiâíÿíü çàäà¹ ïëîùèíó

ðîçâ'ÿçêiâ. Ùîá äîâåñòè, ùî ïåðåòèí öèõ ïëîùèí ñïiâïàäà¹ ç äàíîþ

ïðÿìîþ, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî ïëîùèíè íå ïàðàëåëüíi.

n̄1 = {b,−a, 0}, n̄2 = {0, c,−b}. ßêùî b 6= 0, òî öi âåêòîðè ∦, à òîìó

ïëîùèíè ∦, òîáòî ìè îäåðæàëè çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨.
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3.7. Âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ ïðÿìî¨ òà ñèñòåìè êîîðäèíàò

Ïðèïóñòèìî ïðÿìà â ïðîñòîði çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿíÿìè,

n̄ = {a, b, c} � ñïðÿìîâóþ÷èé âåêòîð:

1) a = 0;x = x0;

y = y0 + tb;

z = z0 + tc;

n̄ = {0, b, c}⊥Ox;

òîáòî, n̄‖y0z, l∈ P‖y0z.

2)a = 0, b = 0;

x = x0; y = y0;

z = z0 + tc;

n̄ = {0, 0, c};

n⊥x0y, n ‖ 0z;

òîáòî, l ‖ 0z.

3.8. Âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ ïðÿìî¨ òà ïëîùèíè

Íåõàé ïðÿìó l çàäàíî ïàðàìåòðè÷íî: x = x0 + ta1, y = y0 + tb1, z = z0;

n̄1 = {a1, b1, c1} � ¨¨ ñïðÿìîâóþ÷èé âåêòîð.

Ïëîùèíà Π: a2x + b2y + c2z + d2 = 0; n̄2 = {a2, b2, c2} � ¨¨ íîðìàëüíèé

âåêòîð.

Çíàéäåìî êóò ϕ ìiæ l i Π. Íåõàé ψ � êóò ìiæ n̄1 òà n̄2. Çðîçóìiëî ùî

sinϕ = cos(
π

2
− ϕ) = cosψ =

(n̄1, n̄2)

|n̄1| |n̄2|
=

a1a2 + b1b2 + c1c2√
a2

1 + b21 + c21
√
a2

2 + b22 + c22
.

Íåõàé l ‖ Π, öå âèêîíó¹òüñÿ⇔ n̄1⊥n̄2, òîáòî (n̄1, n̄2) = 0, a1a2+b1b2+

c1c2 = 0.

Íåõàé l⊥Ï, öå âèêîíó¹òüñÿ ⇔ êîëè n1 ‖ n2, òîáòî
a1

a2
=
b1
b2

=
c1
c2
.
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3.9. Âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ äâîõ ïðÿìèõ

Íåõàé ïðÿìi l1, l2 çàäàíi ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè

l1 : x = x1 + ta1; l2 : x = x2 + ta2;

y = y1 + tb1; y = y2 + tb2;

z = z1 + tc1; z = z2 + tc2;

n̄1 = {a1, b1, c1} n̄2 = {a2, b2, c2}

Ïiä êóòîì ϕ ìiæ ïðÿìèìè l1 i l2 áóäåìî ðîçóìiòè êóò ìiæ ¨õ ñïðÿ-

ìîâóþ÷èìè âåêòîðàìè. Òîäi

cosϕ = cos
(n̄1, n̄2)

|n̄1||n̄2|
=

a1a2 + b1b2 + c1c2√
a2

1 + b21 + c21
√
a2

2 + b22 + c22
.

Óìîâà ⊥ ïðÿìèõ öå îðòîãîíàëüíiñòü ¨õ ñïðÿìîâóþ÷èõ âåêòîðiâ:

(n̄1, n̄2) = 0, àáî a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0.

Óìîâà ‖ ïðÿìèõ öå êîëiíåàðíiñòü ¨õ ñïðÿìîâóþ÷èõ âåêòîðiâ:

a1

a2
=
b1
b2

=
c1
c2
.

3.10. Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâi çàäàíi òî÷êè

Íåõàé ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåçM1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2). Öÿ ïðÿìà

l � ¹äèíà. Ñòî¨òü çàäà÷à âèïèñàòè êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïðÿìî¨. Äëÿ

öüîãî ïîòðiáíî çíàòè êîîðäèíàòè ñïðÿìîâóþ÷îãî âåêòîðà i òî÷êè íà

ïðÿìié. Çðîçóìiëî ùî âåêòîðM1M2 ëåæèòü íà ïðÿìié, i îñêiëüêè òî÷êè

ðiçíi, öåé âåêòîð íå íóëüîâèé. Òàêèì ÷èíîì öåé âåêòîð ìîæíà âçÿòè

ñïðÿìîâóþ÷èì äëÿ ïðÿìî¨.

M1M2 = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1}.

Òîäi áåðó÷è îäíó òî÷êó M1 ÿê òî÷êó íà ïðÿìié, çàïèñó¹ìî êàíîíi÷íå

ðiâíÿííÿ
x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
.

Çàóâàæåííÿ 4. Ïðèïóñòèìî l � ïðÿìà íà ïëîùèíi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êó M0(x0, y0), n̄ = {a, b} � äåÿêèé íå íóëüîâèé âåêòîð || l, òîáòî
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ñïðÿìîâóþ÷èé, òîäi ïðÿìà l çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
x− x0

a
=
y − y0

b
.

4. Â'ÿçêà ïëîùèí

Íåõàé â ïðîñòîði çàäàíà ïðÿìà l i ñòî¨òü çàäà÷à îïèñàòè âñi ïëîùè-

íè, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç öþ ïðÿìó. Ôiêñó¹ìî ÿêiñü 2 ïëîùèíè Π1, Π2,

ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç l.

Π1: a1x+ b1y + c1z + d1 = 0, n̄1 = {a1, b1, c1};
Π2: a2x+ b2y + c2z + d2 = 0, n̄2 = {a2, b2, c2}.

Îñêiëüêè ïëîùèíè ðiçíi i ïðîõîäÿòü ÷åðåç l, òî âîíè íå ïàðàëåëüíi i

n̄1 ∦ n̄2. Ïðèïóñòèìî α, β � äiéñíi ÷èñëà, ÿêi îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü

0, α2 + β2 6= 0. Ñêëàäåìî òàêå ðiâíÿííÿ

α(a1x+ b1y + c1z + d1) + β(a2x+ b2y + c2z + d2) = 0, (4.1)

àáî ïåðåïèøåìî éîãî òàê

(αa1 + βa2)x+ (αb1 + βb2)y + (αc1 + βc2)z + (αd1 + βd2) = 0.

Îäåðæèìî ëiíiéíå ðiâíÿííÿ ç 3-ìà íåâiäîìèìè.

Òàêå ðiâíÿííÿ çàäà¹ ïëîùèíó â ïðîñòîði, ÿêùî ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ ïðè

íåâiäîìèõ ïðèíàéìíi îäèí íå äîðiâíþ¹ 0, òîáòî

n̄α,β = {αa1 + βa2, αb1 + βb2, αc1 + βc2} 6= 0̄.

Ïîêàæåìî, ùî ïðè íàøîìó âèáîði α, β öå âèêîíó¹òüñÿ.

Ïðèïóñòèìî n̄α,β = 0̄, àëå n̄α,β = αn̄1 + βn̄2, òîáòî αn̄1 + βn̄2 = 0̄.

Âåêòîðè n̄1 i n̄2 íå ïàðàëåëüíi, òîáòî ëiíiéíî íåçàëåæíi, òîìó çâiäñè

âèïëèâà¹ ùî α = β = 0 ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó ÷èñåë α i β.

Òàêèì ÷èíîì ðiâíÿííÿ (4.1) çàäà¹ ïëîùèíó Πα,β , à n̄α,β � íîðìàëüíèé

âåêòîð öi¹¨ ïëîùèíè.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ïëîùèíà Πα,β ïðîõîäèòü ÷åðåç l. Áåðåìî íà l

äîâiëüíó òî÷êó M(x0, y0, z0). Çðîçóìiëî, ùî êîîðäèíàòè öi¹¨ òî÷êè çà-

äîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ ïëîùèí Π1 i Π2
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a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1 = 0

a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2 = 0
,

à òîìó α(a1x0 + b1y0 + c1z0 + d1) + β(a2x0 + b2y0 + c2z0 + d2) = 0, òîáòî

êîîðäèíàòè òî÷êè M çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (4.1) à òîìó M ∈ Πα,β i

ìè äîâåëè, ùî l ∈ Πα,β .

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïëîùèíè Π, ùî ïðîõîäèòü

÷åðåç l, ìîæíà ïiäiáðàòè α, β òàê, ùî Πα,β áóäå ñïiâïàäàòè ç Π.

Ïðèïóñòèìî Π: ax+ by+ cz+ d = 0, n̄ = {a, b, c}. Ïðèïóñòèìî òàêîæ,
ùî n̄, n̄1, n̄2 âèõîäÿòü ç îäíi¹¨ òî÷êè, ÿêà ëåæèòü íà ïðÿìié l. Îñêiëüêè

l ∈ Π,Π1,Π2 òî âîíà îðòîãîíàëüíà äî n̄, n̄1, n̄2 à òîìó öi âåêòîðè ëåæàòü

îäíié ïëîùèíi P , ÿêà îðòîãîíàëüíà l.

n̄1 ∦ n̄2 òîáòî óòâîðþþòü áàçèñ P , à òîìó çà òåîðåìîþ ïðî áàçèñ n̄

ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç n̄1 i n̄2, òîáòî iñíóþòü òàêi äiéñíi ÷èñëà α i

β ùî n̄ = αn̄1 + βn̄2. Îñêiëüêè n̄ 6= 0̄, òî α2 + β2 6= 0. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ

öèõ α, β: Π = Πα,β . Çðîçóìiëî ùî n̄ = {αa1 + βa2, αb1 + βb2, αc1 + βc2},
òîáòî n̄ = n̄α,β . Íîðìàëüíi âåêòîðè ñïiâïàäàþòü, à òîìó Π ‖ Πα,β . Àëå

öi ïëîùèíè ïðîõîäÿòü ÷åðåç l, òîìó âîíè ñïiâïàäàþòü.

Îçíà÷åííÿ 14. Ðiâíÿííÿ (4.1) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì â'ÿçêè ïëîùèí,

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó l.
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Ðîçäië 3

Êðèâi äðóãîãî ïîðÿäêó

Âñi êðèâi 2-ãî ïîðÿäêó áóäåìî ðîçãëÿäàòè íà ïëîùèíi.

1. Åëiïñ òà éîãî âëàñòèâîñòi

Îçíà÷åííÿ 15. Åëiïñîì íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê ïëîùèíè ñóìà âiä-

ñòàíåé âiä ÿêèõ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê, ùî íàçèâàþòüñÿ ôîêóñàìè, ¹ âå-

ëè÷èíà ñòàëà i áiëüøà çà âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè.

1.1. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà

Ââåäåìî íà ïëîùèíi òàêó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ùî ôîêóñè åëiïñà F1,

F2 ðîçòàøîâàòi íà îñi àáñöèñ ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ïîçíà÷èìî âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè 2c, c > 0. Òîäi F1(−c, 0), F2(c, 0).

Íåõàé A(x, y) � äîâiëüíà òî÷êà åëiïñà. Ïîçíà÷èìî ñóìó âiäñòàíåé âiä

öi¹¨ òî÷êè äî ôîêóñiâ ÷åðåç 2a, çà îçíà÷åííÿì 2a > 2c, a > c. Çðîçóìiëî,

ùî åëiïñ öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ a i c. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r1, r2 âiäðiçêè AF1 i

AF2. Âîíè íàçèâàþòüñÿ ôîêàëüíèìè ðàäióñàìè òî÷êè A. Çà îçíà÷åííÿì

åëiïñà r1 + r2 = 2a.√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a;√

(x+ c)2 + y2 = 2a−
√

(x− c)2 + y2; ïiäíåñåìî äî êâàäðàòó

(x+ c)2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2;

��x
2 + 2xc+��c

2 + ��y
2 = 4a2 − 4a

√
(x− c)2 + y2 +��x

2 − 2xc+��c
2 + ��y

2;

4a
√

(x− c)2 + y2 = 4a2 − 4xc; ïîäiëèìî íà 4

a
√

(x− c)2 + y2 = a2 − xc; ïiäíåñåìî äî êâàäðàòó
a2((x− c)2 + y2) = a4 − 2a2xc+ x2c2;

a2x2 −���2a2xc+ a2c2 + a2y2 = a4 −���2a2xc+ x2c2;

a2x2 − x2c2 + a2y2 = a4 − a2c2;

(a2 − c2)x2 + a2y2 = (a2 − c2)a2.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ a > c, òî a2 − c2 > 0, iñíó¹ òàêå ÷èñëî b > 0 ùî

b2 = a2 − c2, òîìó
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b2x2 + a2y2 = a2b2; ïîäiëèìî íà a2b2

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Òàêèì ÷èíîì, êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè åëiïñà çàäîâîëüíÿþòü öå

ðiâíÿííÿ. Ùîá äîâåñòè, ùî öå ðiâíÿííÿ çàäà¹ åëiïñ, òðåáà äîâåñòè íàâ-

ïàêè, ùî êîæíà òî÷êà ïëîùèíè, êîîðäèíàòè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü öå ðiâ-

íÿííÿ, ¹ òî÷êà íà åëiïñi.

Òîìó íåõàé A(x, y) òàêà òî÷êà íà ïëîùèíi äëÿ êîîðäèíàò ÿêî¨ âèêî-

íó¹òüñÿ
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Ïîêàæåìî ùî äëÿ öi¹¨ òî÷êè r1 + r2 = 2a.

r1 =
√

(x+ c)2 + y2 =
√
x2 + 2xc+ c2 + y2,

àëå y2 = b2(1− x2

a2
) = b2 − x2b2

a2
,

òîìó r1 =

√
x2 + 2xc+ c2 + b2 − x2b2

a2
=

√
x2(1− b2

a2
) + 2xc+ c2 + b2 =

=

√
x2
a2 − b2
a2

+ 2xc+ c2 + b2,

àëå b2 = a2 − c2, b2 + c2 = a2, a2 − b2 = c2,

r1 =

√
x2
c2

a2
+ 2xc+ a2 =

√
(
xc

a
+ a)2 =

∣∣∣xc
a

+ a
∣∣∣.

Àíàëîãi÷íî, r2 =
√

(x− c)2 + y2 = ... =
∣∣∣xc
a
− a
∣∣∣.

Çà îçíà÷åííÿì c < a, îñêiëüêè
x2

a2
= 1− y2

b2
, òî

x2

a2
6 1, x2 6 a2, |x| 6 a,

òîìó
∣∣∣xc
a

∣∣∣ < a, r1 =
∣∣∣xc
a

+ a
∣∣∣ =

xc

a
+ a,

r2 =
∣∣∣xc
a
− a
∣∣∣ = a− xc

a
,

r1 + r2 =
xc

a
+ a+ a− xc

a
= 2a.

Ðiâíÿííÿ
x2

a2
+
y2

b2
= 1 � íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì åëiïñà,

÷èñëà a i b íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî âåëèêîþ i ìàëîþ ïiââiñÿìè åëiïñà, à

2a, 2b � âåëèêîþ i ìàëîþ âiñÿìè.

Çàóâàæåííÿ 5. ßêùî åëiïñ çàäàíî ðiâíÿííÿì
x2

a2
+
y2

b2
= 1, äå b > a,

òî ôîêóñè åëiïñà çíàõîäÿòüñÿ íà îñi îðäèíàò, b � âåëèêà ïiââiñü, a �

ìàëà ïiââiñü. Äàëi, ÿêùî íå ñêàçàíî ñóïðîòèâíå, ìè â ðiâíÿííÿõ åëiïñà

ââàæà¹ìî a > b.
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1.2. Åêñöåíòðèñèòåò i äèðåêòðèñè åëiïñà

Îçíà÷åííÿ 16. Åêñöåíòðèñèòåòîì åëiïñà, çàäàíîãî ðiâíÿííÿì
x2

a2
+
y2

b2
=

1 íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî ε =
c

a
(a > b). Çðîçóìiëî, ùî äëÿ åëiïñà ε < 1

çàâæäè.

Îçíà÷åííÿ 17. Äèðåêòðèñàìè åëiïñà íàçèâàþòüñÿ ïðÿìi, ÿêi çàäàíi ðiâ-

íÿííÿì x = ±a
ε
.

1.3. Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà

Ïðèïóñòèìî åëiïñ çàäàíî ðiâíÿííÿì
x2

a2
+
y2

b2
= 1. Íà ïëîùèíi áåðåìî

äâà êîëà ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ðàäióñàìè âiäïîâiäíî a i b.

Íåõàé ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò âèõîäèòü ïðîìiíü ÿêèé ïåðåòèíà¹ âåëèêå i

ìàëå êîëî â òî÷êàõ A i B. ×åðåç t ïîçíà÷èìî êóò, ÿêèé ïðîìiíü óòâîðþ¹

ç âiññþ Ox, ÷åðåç B ïðîâåäåìî ïðÿìó l1 ‖ Ox, ÷åðåç A ïðîâåäåìî ïðÿìó

l2 ‖ Oy. Íåõàé C(x, y) � òî÷êà ïåðåòèíó l1 i l2. Ïîêàæåìî, ùî C íàëå-

æèòü åëiïñó. Äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè C âèêîíó¹òüñÿ x = a cos t, y = b sin t,

ïiäñòàâèìî öi êîîðäèíàòè â ðiâíÿííÿ

(a cos t)2

a2
+

(a sin t)2

b2
= cos2 t+ sin2 t = 1.

Òîáòî òî÷êà C ¹ òî÷êîþ íà åëiïñi, ÿêùî ïðîìiíü ïîâåðòà¹òüñÿ íàâêîëî

O, òî C ïðîáiãà¹ âåñü åëiïñ.

Ðiâíÿííÿ x = a cos t, y = b sin t � íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿí-

íÿì åëiïñà.

1.4. Åëiïñ ÿê ïåðåðiç öèëiíäðà

Ïðèïóñòèìî â ïðîñòîði çàäàíî äåÿêèé ïðÿìèé öèëiíäð ç êîëîì â

îñíîâi, i öåé öèëiíäð ïåðåòèíà¹òüñÿ äåÿêîþ ïëîùèíîþ P , íå ïàðàëåëü-

íîþ òâiðíié öèëiíäðà. Ïîêàæåìî, ùî êðèâà â ïåðåðiçi ïëîùèíè ç ïî-

âåðõíåþ öèëiíäðà ¹ åëiïñîì. Äîâåäåìî öå òàê çâàíèì ìåòîäîì äâîõ êóëü.

Ïîìiñòèìî â öèëiíäð 2 êóëi òàê ùîá âîíè äîòèêàëèñü äî ïîâåðõíi öèëií-

äðà i äî ïëîùèíè P , i íåõàé F1 i F2 - òî÷êè äîòèêó ïëîùèíè P äî êóëü.
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Äîâåäåìî ùî êðèâà â ïåðåðiçi ¹ åëiïñîì ç ôîêóñàìè F1, F2. Íåõàé A �

äîâiëüíà òî÷êà íà êðèâié ; BC � òâiðíà öèëiíäðà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç

òî÷êó A; B, C � òî÷êè äîòèêó êóëü äî òâiðíî¨ BC. Òîäi çðîçóìiëî, ùî

AF1 = AC, AF2 = AB, ÿê äîòè÷íi ïðîâåäåíi ç îäíî¨ òî÷êè äî êóëi, à

òîìó AF1 +AF2 = AC+AB, AF1 +AF2 = BC. Ñóìà âiäñòàíåé âiä A äî

F1 i F2 íå çàëåæèòü âiä âèáîðó òî÷êè A i äîðiâíþ¹ ïðîñòî âiäñòàíi ìiæ

öåíòðàìè êóëü, òîáòî êðèâà â ïåðåðiçi ¹ åëiïñîì.

Çàóâàæåííÿ 6. Ïðîåêöiÿ êîëà íà áóäü-ÿêó ïëîùèíó ¹ åëiïñîì.

1.5. Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü åëiïñà

ßêùî â îäíîìó ç ôîêóñiâ åëiïñà çíàõîäèòüñÿ äæåðåëî ñâiòëà, òî ïðî-

ìåíi, âiäáèâàþ÷èñü âiä åëiïñà, ïðîõîäÿòü ÷åðåç iíøèé ôîêóñ.

ßê âiäîìî, çà çàêîíîì ïàäiííÿ ñâiòëà, êóò ïàäiííÿ äîðiâíþ¹ êóòó

âiäáèòòÿ, çâiäñè âèïëèâà¹ ãåîìåòðè÷íèé çìiñò:

Ôîêàëüíi ðàäióñè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè åëiïñà óòâîðþþòü ç äîòè÷íîþ äî åëi-

ïñà â öié òî÷öi îäíàêîâi êóòè α = β.

Äëÿ äîâåäåííÿ îïòè÷íî¨ âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿæåìî ñïî÷àòêó òàêó çà-

äà÷ó:

Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíî ïðÿìó l. Çíàéòè íà öié ïðÿìié òàêó òî÷êó, ñó-

ìà âiäñòàíåé âiä ÿêî¨ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê íà ïëîùèíi A, B ìiíiìàëüíà.

Ðîçãëÿíåìî 2 âèïàäêè:

1) A, B çíàõîäÿòüñÿ ïî ðiçíi áîêè âiä ïðÿìî¨ l. ×åðåç A i B ïðîâîäèìî

ïðÿìó l1. ×åðåç C ïîçíà÷èìî òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìèõ l i l1. Ïîêàæåìî,

ùî C �øóêàíà. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ C: AC+BC = AB. ßêùî C1 � äåÿêà

iíøà òî÷êà íà ïðÿìié l, òî A, C1, B íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié, à òîìó ¹

âåðøèíàìè òðèêóòíèêà. Çà ïðàâèëîì òðèêóòíèêà AC1 + BC1 > AB ⇒
AC1 +BC1 > AC +BC.

2) A, B çíàõîäÿòüñÿ ç îäíîãî áîêó âiä ïðÿìî¨ l. Áåðåìî îäíó ç òî÷îê, íà-

ïðèêëàä B, i äëÿ íå¨ çíàõîäèìî ò. B′, ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî l. Çðîçóìiëî,

ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè C1 íà ïðÿìié l: BC1 = B′C1. Îñêiëüêè äëÿ BB′

l ¹ ñåðåäèííèì ïåðïåíäèêóëÿðîì. Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó äëÿ òî÷îê A,B′ çà
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1) âèïàäêîì. Ïîêàæåìî, ùî òî÷êà C ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàøî¨ çàäà÷i.

AC +BC = AC +B′C = AB′.

ßêùî C1 iíøà òî÷êà íà ïðÿìié, òî

AC1 +BC1 = AC1 +B′C1 > AB′ ⇒ AC1 +BC1 > AC +BC.

Ïîâåðòà¹ìîñü äî íàøîãî åëiïñà. Íåõàé F1, F2 � ôîêóñè åëiïñà, ñóìà

âiäñòàíåé âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè åëiïñà äî ôîêóñiâ = 2a . Ïîêàæåìî, ùî

åëiïñ äiëèòèòü ïëîùèíó íà äâi ÷àñòèíè: äëÿ âñiõ òî÷îê ïëîùèíè çîâíi

åëiïñà ñóìà âiäñòàíåé äî F1 i F2 > 2a, à äëÿ âñiõ òî÷îê âñåðåäèíi åëiïñà

< 2a. Äîâåäåìî öå äëÿ òî÷îê çîâíi åëiïñà.

Íåõàé A � òî÷êà çîâíi åëiïñà. Äîâåäåìî, ùî AF1 + AF2 > 2a. Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç B òî÷êó ïåðåòèíó AF1 ç åëiïñîì. Òîäi AF1 = AB +BF1,

BF1 +BF2 = 2a. Òî÷êè A, B, F1 ¹ âåðøèíàìè òðèêóòíèêà, òîìó AB +

AF2 > BF2, 2a = BF1 +BF2 > BF1 +AB +AF2 = AF1 +AF2.

Äîâåäåìî îïòè÷íó âëàñòèâiñòü åëiïñà.

Íåõàé F1, F2 � ôîêóñè åëiïñà, A � äåÿêà òî÷êà íà åëiïñi, l � äîòè÷íà äî

åëiïñà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A. Ïîêàæåìî, ùî âiäðiçêè F1A i F2A

óòâîðþþòü îäíàêîâi êóòè ç ïðÿìîþ l, òîáòî α = β. Âñi òî÷êè ïðÿìî¨

l, êðiì ò. A, ëåæàòü çîâíi åëiïñà. Òàêèì ÷èíîì, çà äîâåäåíèì, äëÿ âñiõ

òàêèõ òî÷îê ñóìà âiäñòàíåé äî òî÷îê F1 i F2 > 2a, à äëÿ ò. A = 2a. Òîáòî

A ¹ òî÷êîþ íà ïðÿìié l, äëÿ ÿêî¨ ñóìà âiäñòàíåé äî F1 i F2 ìiíiìàëüíà,

à òîìó A ¹ ðîçâ'ÿçêîì äîïîìiæíî¨ çàäà÷i äëÿ ïðÿìî¨ l i òî÷îê F1 òà

F2, ÿêi ëåæàòü ç îäíîãî áîêó âiä ïðÿìî¨. Çãiäíî ç ìåòîäîì ðîçâ'ÿçàííÿ

òàêî¨ çàäà÷i, äëÿ ò. F1 áóäó¹ìî ò. F ′1, ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî l. Íåõàé ò.

D � òî÷êà ïåðåòèíó F1F
′
1 ç l. Òîäi ïðÿìà l1, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè

F ′1 i F2, ïåðåòèíà¹ l â ò. A, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì äîïîìiæíî¨ çàäà÷i, òîáòî

F ′1F2 ïðîõîäèòü ÷åðåç ò. A.

l � ñåðåäèííèé ïåðïåíäèêóëÿð F1F
′
1, òîáòî F1A = F ′1A. Â ðiâíîáåäðåí-

íîìó òðèêóòíèêó F1AF
′
1 âiäðiçîê AD ¹ âèñîòîþ, ìåäiàíîþ i áiñåêòðèñîþ,

òîáòî ∠F1AD = ∠DAF ′1, àáî α = γ. Àëå êóòè γ = β ÿê âåðòèêàëüíi, òî-

ìó α = β i îïòè÷íó âëàñòèâiñòü äîâåäåíî.
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1.6. Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî åëiïñà

Íåõàé åëiïñ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
x2

a2
+
y2

b2
= 1, M(x0, y0) � äåÿêà

òî÷êà íà åëiïñi. Òîäi äîòè÷íà äî åëiïñà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x0x

a2
+
y0y

b2
= 1.

2. Ãiïåðáîëà òà ¨¨ âëàñòèâîñòi

Îçíà÷åííÿ 18. Ãiïåðáîëîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê ïëîùèíè, ìî-

äóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé âiä ÿêèõ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê ïëîùèíè, ÿêi íàçè-

âàþòüñÿ ôîêóñàìè, ¹ âåëè÷èíà ñòàëà, äîäàòíÿ i ìåíøà çà âiäñòàíü ìiæ

ôîêóñàìè.

2.1. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè

Ââåäåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêó, ùî ôîêóñè ãiïåðáîëè F1, F2 çíà-

õîäÿòüñÿ íà îñi àáñöèñ ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ïîçíà-

÷èìî âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè ÷åðåç 2c. Òîäi ôîêóñè ìàþòü êîîðäèíàòè

F1(−c, 0), F2(c, 0). Íåõàé ò. A(x, y) � äîâiëüíà òî÷êà ãiïåðáîëè. Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç 2a ìîäóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé âiä ò. A äî òî÷îê F1, F2. Çà

îçíà÷åííÿì 2a < 2c, 0 < a < c.

ßêùî r1 i r2 � âiäñòàíi âiä ò. A äî F1 i F2, òî çà îçíà÷åííÿì

|r1 − r2| = 2a, r1 − r2 = ±2a;√
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = ±2a;√

(x+ c)2 + y2 = ±2a+
√

(x− c)2 + y2; ïiäíåñåìî äî êâàäðàòó

(x+ c)2 + y2 = 4a2 ± 4a
√

(x− c)2 + y2 + (x− c)2 + y2;

��x
2 + 2xc+��c

2 + ��y
2 = 4a2 ± 4a

√
(x− c)2 + y2 +��x

2 − 2xc+��c
2 + ��y

2;

4xc− 4a2 = ±4a
√

(x− c)2 + y2; ïîäiëèìî íà 4

xc− a2 = ±a
√

(x− c)2 + y2; ïiäíåñåìî äî êâàäðàòó(
xc− a2

)2
= a2

(
(x− c)2 + y2

)
;

x2c2 −���2a2xc+ a4 = a2x2 −���2a2xc+ a2c2 + a2y2;

x2c2 − x2a2 − y2a2 = a2c2 − a4;

x2(a2 − c2)− y2a2 = a2(a2 − c2).
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Îñêiëüêè çà óìîâîþ a < c, òî c2 − a2 > 0, iñíó¹ òàêå ÷èñëî b > 0 ùî

b2 = c2 − a2, òîìó

x2b2 − y2a2 = a2b2; ïîäiëèìî íà a2b2

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ãiïåðáîëè.

Ìè ïîêàçàëè, ùî ∀ ò. ãiïåðáîëà çàäîâîëüíÿ¹ öå ðiâíÿííÿ.

Âïðàâà 3. Ñàìîñòiéíî ïîêàçàòè, ùî öå ¹ ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, òîáòî ∀ ò.
íà ïëîùèíi, êîîðäèíàòè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü öå ðiâíÿííÿ, ¹ ò. íà ãiïåð-

áîëi.

Çðîçóìiëî, ÿêùî ò. A(x, y) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè, òî âñi ò. ç

êîðäèíàòàìè (±x,±y) òàêîæ çàäîâîëüíÿþòü öå ðiâíÿííÿ, òîáòî ãiïåðáî-

ëà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî êîðäèíàòíèõ îñåé i âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Ç ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè âèïëèâà¹, ùî
x2

a2
= 1+

y2

b2
≥ 1, òîáòî |x| ≥ a. ßêùî

y = 0, x = ±a. Òî÷êè A1(−a, 0), A2(a, 0) � âåðøèíè ãiïåðáîëè.

ßêùî x = 0, òî ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, òîáòî ãiïåðáîëà íå ïåðåòè-

íà¹ âiñü êîîðäèíàò Oy.

Âiñi êîîðäèíàò ¹ îñÿìè ñèìåòði¨ ãiïåðáîëè, àáî ïðîñòî âiñÿìè ãiïåðáîëè,

à òî÷êà ¨õ ïåðåòèíó � öåíòð ãiïåðáîëè. Ãiïåðáîëà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ

ñèìåòðè÷íèõ âiòîê.

Âèçíà÷èìî ôîðìó ãiïåðáîëè. Â ñèëó ñèìåòði¨ äîñòàòíüî äîñëiäèòè

îäíó âiòêó â îäíié ÷âåðòi, íàïðèêëàä â ïåðøié. Ðàçîì ç ãiïåðáîëîþ ðîç-

ãëÿíåìî ïðÿìó l, ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì y =
b

a
x. Íà ãiïåðáîëi áåðåìî

äîâiëüíó òî÷êó M(x, y). Îñêiëüêè óñi òî÷êè çíàõîäÿòüñÿ â ïåðøié ÷âåð-

òi, ¨¨ êîîðäèíàòè y2 = b2
(
x2

a2
− 1

)
> 0, òî x > a.

Êðiì òîãî,y = b

√
x2

a2
− 1 =

b

a

√
x2 − a2. Ïîêàæåìî, ùî l ¹ àñèìïòîòîþ

ãiïåðáîëè. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíîþ òî-

÷êîþ íà ãiïåðáîëi i íàéáëèæ÷îþ äî íå¨ òî÷êîþ ïðÿìî¨ l → 0, x→∞.

×åðåç M ïðîâåäåìî ïðÿìó l1 ‖ OY , íåõàé K � òî÷êà ïåðåòèíó l i

1. Ç M îïóñêà¹ìî ïåðïåíäèêóëÿð MNíà l. Íàì òðåáà ïîêàçàòè, ùî
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lim
x→∞

MN = 0. Àëå òðèêóòíèêMNK � ïðÿìîêóòíèé, òîìóMN < MK i

äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî lim
x→∞

MK = 0. Îñêiëüêè, ÿê ìè ïîêàçàëè, x > a,

òî
b

a
x >

b

a

√
x2 − a2, à òîìó ãiïåðáîëà íå ïåðåòèíà¹ l i çíàõîäèòüñÿ íèæ-

÷å ¨¨.

MK =
b

a
x− b

a

√
x2 − a2 =

b

a

(
x−

√
x2 − a2

)
;

äîìíîæèìî òà ïîäiëèìî íà x+
√
x2 − a2

lim
x→∞

MK =
b

a
lim
x→∞

x2 −
(
x2 − a2

)
x+
√
x2 − a2

=
b

a
lim
x→∞

a2

x+
√
x2 − a2

= 0,

îñêiëüêè çíàìåííèê →∞.

Ìè äîâåëè, ùî ïðÿìà y =
b

a
x ¹ àñèìïòîòîþ ãiïåðáîëè. Àíàëîãi÷íî

äëÿ iíøèõ ÷âåðòåé ìîæíà äîâåñòè, ùî y = − b
a
x ¹ àñèìïòîòîþ ãiïåðáîëè.

2.2. Åêñöåíòðèñèòåò òà äèðåêòðèñè ãiïåðáîëè

Íåõàé ãiïåðáîëà çàäàíà ðiâíÿííÿì
x2

a2
− y2

b2
= 1.

Îçíà÷åííÿ 19. Åêñöåíòðèñèòåòîì ãiïåðáîëè íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî ε =
c

a
.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ãiïåðáîëè çàâæäè ε > 1.

Îçíà÷åííÿ 20. Äèðåêòðèñàìè ãiïåðáîëè íàçèâàþòüñÿ ïðÿìi, ÿêi çàäàíi

ðiâíÿííÿì x = ±a
ε
.

2.3. Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ãiïåðáîëè

ßêùî â îäíîìó ç ôîêóñiâ ãiïåðáîëè çíàõîäèòüñÿ äæåðåëî ñâiòëà, òî

ïðîìåíi, âiäáèâàþ÷èñü âiä ãiïåðáîëè, éäóòü òàê, ÿê áè âîíè éøëè ç ií-

øîãî ôîêóñó.

Ãåîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ãiïåðáîëè ¨¨ ôî-

êàëüíi ðàäióñè óòâîðþþòü îäíàêîâi êóòè ç äîòè÷íîþ äî ãiïåðáîëè â öié

òî÷öi.

Çàóâàæåííÿ 7. Äëÿ äîâåäåííÿ îïòè÷íî¨ âëàñòèâîñòi ãiïåðáîëè òðåáà

ðîçâ'ÿçàòè òàêó çàäà÷ó:

Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíî ïðÿìó l. Çíàéòè íà öié ïðÿìié òàêó òî÷êó,
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ìîäóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé âiä ÿêî¨ äî äâîõ äàíèõ òî÷îê ïëîùèíè A i B

íàéáiëüøèé.

Âïðàâà 4. Ðîâ'ÿçàòè äîïîìiæíó çàäà÷ó i äîâåñòè îïòè÷íó âëàñòèâiñòü

ãiïåðáîëè.

2.4. Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ãiïåðáîëè

Íåõàé ãiïåðáîëà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
x2

a2
− y

2

b2
= 1,M(x0, y0) � äåÿêà

òî÷êà íà ãiïåðáîëi. Òîäi äîòè÷íà äî åëiïñà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x0x

a2
− y0y

b2
= 1.

2.5. Çâ'ÿçîê ìiæ åêñöíòðèñèòåòîì i äèðåêòðèñàìè åëiïñà òà

ãiïåðáîëè

Òåîðåìà 7. Âiäíîøåííÿ âiäñòàíåé âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè åëiïñà (ãiïåðáî-

ëè) äî ôîêóñà i äî íàéáëèæ÷î¨ äî öüîãî ôîêóñà äèðåêòðèñè ¹ âåëè÷èíà

ñòàëà i äîðiâíþ¹ åêñöåíòðèñèòåòó åëiïñà (ãiïåðáîëè).

Äîâåäåííÿ. (äëÿ åëiïñà)
x2

a2
+
y2

b2
= 1 � ðiâíÿííÿ åëiïñà. Áåðåìî äî-

âiëüíó òî÷êó íà åëiïñi M(x, y). äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ ïðàâèõ ôîêóñà i

äèðåêòðèñè F2 i d2.

F2(c, 0), d2 : x =
a

ε
. Ïðîâåäåìî MA⊥d2 òà MF2. Òðåáà ïîêàçàòè, ùî

MF2

MA
=
c

a
= ε.

MF2 =
√

(x− c)2 + y2 =
√
x2 − 2xc+ c2 + y2.

Êîîðäèíàòè òî÷êè M çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ åëiïñà, à òîìó

y2 = b2
(

1− x2

a2

)
= b2 − b2x2

a2
.

MF2 =

√
x2 − 2xc+ c2 + b2 − b2x2

a2
=

√
x2

(
1− b2

a2

)
− 2xc+ c2 + b2 =

=

√
x2
a2 − b2
a2

− 2xc+ c2 + b2,
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àëå äëÿ åëiïñà a2 = b2 + c2, a2 − b2 = c2,

MF2 =

√
x2c2

a2
− 2xc+ a2 =

√(xc
a
− a
)2

=
∣∣∣xc
a
− a
∣∣∣ ,

äëÿ åëiïñà c < a, |x| ≤ a, òîìó
∣∣∣xc
a

∣∣∣ < a,

MF2 = a− xc

a
=
c

a

(
a2

c
− x
)

;

MA =
a

ε
− x =

a2

c
− x;

MF2

MA
=

c
a

(
a2

c − x
)

a
ε − x = a2

c − x
=
c

a
= ε.

Âïðàâà 5. Äîâåñòè öþ òåîðåìó äëÿ ãiïåðáîëè.

Îñòàííÿ òåîðåìà äà¹ ìîæëèâiñòü äàòè ùå îäíå îçíà÷åííÿ åêñöåíòðè-

ñèòåòó.

Îçíà÷åííÿ 21. Åêñöåíòðèñèòåòîì åëiïñà (ãiïåðáîëè) íàçèâà¹òüñÿ âiäíî-

øåííÿ âiäñòàíåé âiä ∀ ò. åëiïñà (ãiïåðáîëè) äî ∀ ôîêóñà i äî íàéáëèæ÷î¨
äî öüîãî ôîêóñà äèðåêòðèñè.

3. Ïàðàáîëà òà ¨¨ âëàñòèâîñòi

Îçíà÷åííÿ 22. Ïàðàáîëîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà òî÷îê ïëîùèíè, âiä-

ñòàíü âiä ÿêèõ äî äàíî¨ ò. F , ùî íàçèâà¹òüñÿ ôîêóñîì, i äî äàíî¨ ïðÿìî¨

d, øî íàçèâà¹òüñÿ äèðåêòðèñîþ, îäíàêîâi.

3.1. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè

Ââåäåìî äåêàðòîâó ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêó, ùî F çíà-

õîäèòüñÿ íà Ox, Oy ‖ d, F i òî÷êà ïåðåòèíó Ox ç d ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî

ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Ââàæà¹ìî, ùî â öié ñèñòåìi êîîðäèíàò F çíàõîäè-

òüñÿ ïðàâîðó÷ âiä d i ïîçíà÷èìî ÷åðåç p âiäñòàíü âiä F äî d, p > 0. ßêùî

F çíàõîäèòüñÿ ëiâîðó÷ âiä d, òî çà p áåðåìî âiäñòàíü ìiæ F i d çi çíàêîì

"−". Ïàðàìåòð p öiëêîì âèçíà÷à¹ ïàðàáîëó. F
(p

2
, 0
)
, d : x = −p

2
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Íåõàé M(x, y) � áóäü-ÿêà òî÷êà, ùî íàëåæèòü ïàðàáîëi, MA⊥d
Çà îçíà÷åííÿ ïàðàáîëè MF = MA ⇒√(

x− p

2

)2

+ y2 = x+
p

2
,(

x− p

2

)2

+ y2 =
(
x+

p

2

)2

,

x2 − px+
p2

4
+ y2 = x2 + px+

p2

4
,

ñêîðîòèìî âèðàç i îòðèìà¹ìî:

y2 = 2px � êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè.

Ìè äîâåëè, ùî êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ïàðàáîëè çàäîâîëüíÿ¹ öå

ðiâíÿííÿ.

Âïðàâà 6. Ñàìîñòiéíî äîâåñòè, ùî êîæíà òî÷êà ïëîùèíè, êîîðäèíàòè

ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü öå ðiâíÿííÿ, ¹ òî÷êîþ ïàðàáîëè.

Îñêiëüêè â ðiâíÿííi çìiííà y ó ïàðíîìó ñòåïåíi, òî ïàðàáîëà ñèìå-

òðè÷íà âiäíîñíî Ox, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ âiññþ ïàðàáîëè, òî÷êà ïåðåòèíó

Ox ç ñàìîþ ïàðàáîëîþ íàçèâà¹òüñÿ âåðøèíîþ ïàðàáîëè. Â äàíîìó âè-

ïàäêó öå O(0, 0).

3.2. Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ïàðàáîëè

ßêùî â ôîêóñi ïàðàáîëè çíàõîäèòüñÿ äæåðåëî ñâiòëà, òî ïðîìåíi,

âiäáèâàþ÷èñü âiä ïàðàáîëè, éäóòü ïàðàëåëüíî îñi ñèìåòði¨ ïàðàáîëè.

Ãåîìåòðè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî êóò, ÿêèé óòâîðþ¹ ôîêàëüíèé ðàäióñ ç äî-

òè÷íîþ äî ïàðàáîëè â öié òî÷öi, äîðiâíþ¹ êóòó, ùî öÿ äîòè÷íà óòâîðþ¹

ç âiññþ ïàðàáîëè.

Âïðàâà 7. Äîâåñòè îïòè÷íó âëàñòèâiñòü ïàðàáîëè.

3.3. Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ïàðàáîëè

Íåõàé ïàðàáîëà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì y2 = 2px i M(x0, y0) � äåÿêà

òî÷êà íà ïàðàáîëi. Òîäi äîòè÷íà äî ïàðàáîëè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó

M , çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

y0y = p(x+ x0).
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Çàóâàæåííÿ 8. Åêñöåíòðèñèòåòîì åëiïñà i ãiïåðáîëè íàçèâà¹òüñÿ âiä-

íîøåííÿ âiäñòàíåé âiä áóäü-ÿêî¨ òî÷êè äî ôîêóñà i äî âiäïîâiäíî¨ äèðå-

êòðèñè, äëÿ åëiïñà ε < 1, äëÿ ãiïåðáîëè ε > 1.

ßêùî ïî àíàëîãi¨ ââåñòè ïîíÿòòÿ åêñöåíòðèñèòåòó äëÿ ïàðàáîëè, òîáòî

ÿê âiäíîøåííÿ âiäñòàíåé âiä áóäü-ÿêî¨ òî÷êè äî ôîêóñà i äî äèðåêòðèñè,

òî ε = 1. Â öüîìó ðîçóìiííi ïàðàáîëà ¹ ïðîìiæíîþ êðèâîþ ìiæ åëiïñîì

i ãiïåðáîëîþ.

4. Çàäà÷à çâåäåííÿ äëÿ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó

Íåõàé íà ïëîùèíi çàôiêñîâàíà äåÿêà äåêàðòîâà ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà

êîîðäèíàò. Ðiâíÿííÿ ax2 + bxy+ cy2 +dx+ey+f = 0 íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿ-

ííÿì êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêùî ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ a, b, c ïðèíàéìíi

îäèí íå äîðiâíþ¹ 0.

ßê âæå áóëî ïîêàçàíî, åëiïñ, ãiïåðáîëà i ïàðàáîëà çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿì

êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó, òîáòî âîíè ¹ êðèâèìè äðóãîãî ïîðÿäêó.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó çàäà¹ íà ïëî-

ùèíi îäíó ç íàñòóïíèõ ìíîæèí òî÷îê:

1) åëiïñ
x2

a2
+
y2

b2
= 1;

2) ãiïåðáîëó
x2

a2
− y2

b2
= 1

3) ïàðàáîëó y2 = 2px;

4) ïàðó ïðÿìèõ (a1x+ b1y + c1)(a2x+ b2y + c2) = 0 �

çàäà¹ íà ïëîùèíi ïàðó ïðÿìèõ, ÿêùî â êîæíîìó ìíîæíèêó ïðèíàéì-

íi îäèí êîåôiöi¹íò ïðè íåâiäîìîìó íå äîðiâíþ¹ 0. ßêùî ðîçêðèòè

äóæêè, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó. ßêùî ìíîæíè-

êè ïðîïîðöiéíi, òî öå ðiâíÿííÿ çàäà¹ òiëüêè îäíó ïðÿìó;

5) òî÷êó (x− x0)2 + (y − y0)2 = 0 � çàäà¹ îäíó òî÷êó;

6) ïîðîæíþ ìíîæèíó x2 + y2 + 1 = 0.
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Çàäà÷à çâåäåííÿ äëÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó: ïîòðiáíî âèçíà÷èòè,

ÿêó ñàìå êðèâó çàäà¹ äàíå ðiâíÿííÿ. Âîíà ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ øëÿõîì ïåðå-

õîäó äî íîâèõ ïðÿìîêóòíèõ ñèñòåì êîîðäèíàò, òàê ùî ðiâíÿííÿ êðèâî¨

çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî âèãëÿäó.

Êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó çàäà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì, ÿêùî âiñi

êîîðäèíàò ñïiâïàäàþòü ç âiñÿìè êðèâî¨, à ò. O ç öåíòðîì êðèâî¨.

4.1. Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðè çàìiíi ñèñòåì êîîðäèíàò

Íåõàé ïà ïëîùèíi çàäàíà äåÿêà äåêàðòîâà ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êîîð-

äèíàò xOy i ìè ââîäèìî íîâó äåêàðòîâó ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò

x1Oy1.

Çðîçóìiëî, ùî êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè ïëîùèíè â öèõ ñèñòåìàõ êî-

îðäèíàò ðiçíi. Çíàéäåìî çâ'ÿçîê ìiæ öèìè êîîðäèíàòàìè.

Ïðè öüîìó ââàæà¹ìî ìàñøòàá ñèñòåìè êîîðäèíàò íå çìiííèì, âçà¹ìíà

îði¹íòàöiÿ îñåé êîîðäèíàò íå çìiíþ¹òüñÿ, òîáòî âiä Ox äî Oy ìè ïåðåõî-

äèìî ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Ðîçãëÿíåìî êiëüêà îêðåìèõ âèïàäêiâ:

1) Ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ñèñòåì êîîðäèíàò

Ïðèïóñòèìî xOy i x1O1y1 ðîçòàøîâàíi òàê, ùî âiäïîâiäíi âiñi êîîð-

äèíàò ïàðàëåëüíi, à ïî÷àòêè êîîðäèíàò íå ñïiâïàäàþòü. Òàêà çàìiíà

ñèñòåì êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì.

Ïðèïóñòèìî, ùî òî÷êà O1 â ïåðøié ñèñòåìi ìà¹ êîîðäèíàòè (a, b),

M � äîâiëüíà òî÷êà ïëîùèíè. Â ïåðøié ñèñòåìi âîíà ìà¹ êîîðäèíà-

òè M(x, y), â äðóãié ñèñòåìi M(x1, y1).

Òîäi çðîçóìiëî x = x1 + a,

y = y1 + b.
(4.1)

x1 = x− a,

y1 = y − b.
(4.2)

Ðiâíîñòi (4.1) i (4.2) âèçíà÷àþòü ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðè ïàðà-

ëåëüíîìó ïåðåíåñåííi.
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2) Ïîâîðîò ñèñòåìè êîîðäèíàò

Íåõàé xOy i x1Oy1 ðîçòàøîâàíi òàê, ùî ïî÷àòêè êîîðäèíàò ñïiâïà-

äàþòü, à âiñi êîîðäèíàò ìàþòü ðiçíi íàïðÿìêè.

Òîäi çðîçóìiëî, ùî ïåðåéòè âiä ïåðøî¨ ñèñòåìè äî äðóãî¨ ìîæíà ïî-

âîðîòîì îñåé êîîðäèíàò íà äåÿêèé êóò α, áóäåìî ââàæàòè, ùî öåé

ïîâîðîò éäå ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

Òàêà çàìiíà ñèñòåì êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ ïîâîðîòîì ñèñòåìè êîîð-

äèíàò.

Íåõàé çíîâóM � äîâiëüíà òî÷êà íà ïëîùèíi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç ρ äîâ-

æèíó OM , à ÷åðåç ϕ i ϕ1 êóòè, ÿêi öåé âåêòîð óòâîðþ¹ ç îñÿìè Ox i

Ox1 âiäïîâiäíî.

Çðîçóìiëî, ùî ϕ = ϕ1 + α.

Íåõàé â ïåðøié ñèñòåìi êîîðäèíàò M(x, y), à â äðóãié M(x1, y1).

x = ρ cosϕ, x1 = ρ cosϕ1

y = ρ sinϕ, y1 = ρ sinϕ1

x = ρ cosϕ = ρ cos(ϕ1 + α) = ρ(cosϕ1 cosα− sinϕ1 sinα) =

ρ cosϕ1 cosα− ρ sinϕ1 sinα = x1 cosα− y1 sinα

y = ρ sinϕ = ρ sin(ϕ1 + α) = ρ(sinα cosϕ1 + cosα sinϕ1) =

ρ cosϕ1 sinα+ ρ sinϕ1 cosα = x1 sinα− y1 cosα

Òàêèì ÷èíîì x = x1 cosα− y1 sinα,

y = x1 sinα+ y1 cosα.
(4.3)

Ùîá îäåðæàòè çàëåæíiñòü x1, y1 âiä x, y òðåáà âðàõóâàòè òå, ùî âiä

äðóãî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò äî ïåðøî¨ ìè ïåðåõîäèìî ïîâîðîòîì ñèñòå-

ìè êîîðäèíàò íà êóò α çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ, ùî ìîæíà ââàæà-

òè çà ïîâîðîò íà êóò −α ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Òàêèì ÷èíîì

â îñòàííié ñèñòåìi ìîæíà çàìiíèòè ñòàði êîîðäèíàòè íà íîâi i α íà

−α. x1 = x cosα+ y sinα,

y1 = −x sinα+ y cosα.
(4.4)

Ðiâíîñòi (4.3) i (4.4) âèçíà÷àþòü ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðè ïîâî-
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ðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò.

3) Çàãàëüíèé âèïàäîê çàìiíè ñèñòåìè êîîðäèíàò

Ïðèïóñòèìî, ùî xOy i x1O1y1 ðîçòàøîâàíi òàê, ùî âiäïîâiäíi âiñi

êîîðäèíàò íå ïàðàëåëüíi i ïî÷àòêè êîîðäèíàò íå ñïiâïàäàþòü.

Ââåäåìî äîïîìiæíó ñèñòåìó êîîðäèíàò x2O1y2, âiñi ÿêî¨ ïàðàëåëüíi

âiñÿì ïåðøî¨ ñèñòåìè, à ïî÷àòîê êîîðäèíàò ñïiâïàäà¹ ç O1. Íåõàé

òàêîæ òî÷êà O1 â ïåðøié ñèñòåìi ìà¹ êîîðäèíàòè O1(a, b).

Òîäi âiä ïåðøî¨ ñèñòåìè äî òðåòüî¨ ìîæíà ïåðåéòè ïàðàëåëüíèì ïå-

ðåíåñåííÿì, à âiä äðóãî¨ äî òðåòüî¨ ïîâîðîòîì íà êóò α. Ïðèïóñòèìî,

ùî öåé ïîâîðîò éäå ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè. Âiçüìåìî äîâiëüíó

òî÷êó ïëîùèíèM i ïðèïóñòèìî, ùî â ïåðøié ñèñòåìi âîíà ìà¹ êîîð-

äèíàòè (x, y), â äðóãié (x1, y1), à â òðåòié (x2, y2), òîäi çãiäíî ç (4.1)x = x2 + a,

y = y2 + b

Çãiäíî ç (4.3) x2 = x1 cos(α)− y1 sin(α),

y2 = x1 sin(α) + y1 cos(α).

Ïiäñòàâèâøè, ìà¹ìîx = x1 cos(α)− y1 sin(α) + a,

y = x1 sin(α) + y1 cos(α) + b.
(4.5)

Âðàõîâóþ÷è (4.2) i (4.4), ìà¹ìî:x1 = x cos(α) + y sin(α)− a,

y1 = −x sin(α) + y cos(α)− b.
(4.6)

Ðiâíîñòi (4.5) i (4.6) âèçíà÷àþòü ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðè çàìiíi

ñèñòåìè êîîðäèíàò â çàãàëüíîìó âèïàäêó.

Òàêèì ÷èíîì êîæíà çàìiíà ñèñòåìè êîîðäèíàò çâîäèòüñÿ äî äâîõ

îñíîâíèõ çàìií � ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ i ïîâîðîò ñèñòåìè êîîðäè-

íàò.
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Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i çâåäåííÿ äëÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó, ñïî-

÷àòêó âèêîíó¹òüñÿ ïîâîðîò ñèñòåìè êîîðäèíàò, òàê ùîá âiñi íîâî¨

ñèñòåìè êîîðäèíàò áóëè ïàðàëåëüíi âiñÿì êðèâî¨, à ïîòiì ïðîâîäè-

ìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, òàê ùîá ïî÷àòîê êîîðäèíàò ñïiâïàäàâ ç

öåíòðîì êðèâî¨.
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Ðîçäië 4

Ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó â ïðîñòîði

1. Åëiïñî¨ä

Îçíà÷åííÿ 23. Åëiïñî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â äåÿêié ñèñòåìi

êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1, a > 0, b > 0, c > 0.

Âèçíà÷èìî ôîðìó öi¹¨ ïîâåðõíi ìåòîäîì ïåðåðiçó. Âiçüìåìî ïëîùèíó

z = h i âèçíà÷èìî êðèâó, ÿêà óòâîðèëàñü â ïåðåðiçi ç öi¹þ ïëîùèíîþ

åëiïñî¨äà.
x2

a2
+
y2

b2
= 1− h2

c2
.

ßêùî |h| > c, òî ïëîùèíà íå ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíi.

ßêùî h = ±c, ïëîùèíà äîòèêà¹òüñÿ äî ïîâåðõíi.

ßêùî |h| < c, òî â ïåðåðiçi óòâîðþ¹òüñÿ åëiïñ ç êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì
x2(

a

√
1− h2

c2

)2 +
y2(

b

√
1− h2

c2

)2 = 1,

âiñi öüîãî åëiïñà ìàêñèìàëüíi ïðè |h| = 0 i çìåíøóþòüñÿ ïðè çáiëüøåííi

|h|.
Àíàëîãi÷íi ïåðåðiçè ìi îòðèìà¹ìî ïðè x = h i y = h.

ßêùî a = b òî â ïåðåðiçi z = h, |h| < c, îòðèìàëè êîëî. Òàêèé åëiïñî¨ä

íàçèâà¹òüñÿ åëiïñî¨äîì îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi Oz. ßêùî a = b = c,

îäåðæèìî ñôåðó.

2. Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Îçíà÷åííÿ 24. Îäíîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ,

ÿêà â äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1, a > 0, b > 0, c > 0.
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Ç'ÿñó¹ìî ôîðìó öi¹¨ ïîâåðõíi ìåòîäîì ïåðåðiçó.

Áåðåìî ïëîùèíó z = h, â ïåðåðiçi îòðèìó¹ìî êðèâó, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâ-

íÿííÿì
x2

a2
+
y2

b2
= 1 +

h2

c2
.

Òîáòî ïðè áóäü-ÿêîìó h îòðèìó¹ìî åëiïñ, ïðè h = 0 ïiââiñi öüîãî åëiïñà

ìiíiìàëüíi i çáiëüøóþòüñÿ ïðè çðîñòàííi |h|.

Áåðåìî ïëîùèíó y = 0, òîäi
x2

a2
− z2

c2
= 1, òîáòî â ïåðåðiçi îäåðæàëè ãi-

ïåðáîëó ç ôîêóñàìè íà îñi Ox, ïëîùèíà x = 0 äà¹ àíàëîãi÷íèé ïåðåðiç.

Îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä ìà¹ âëàñòèâîñòi ëiíié÷àòîñòi.

Îçíà÷åííÿ 25. Ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ ëiíié÷àñòîþ, ÿêùî ÷åðåç êîæíó

òî÷êó ïîâåðõíi ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìó, ÿêà öiëêîì ëåæèòü íà ïîâåðõíi,

òîáòî öþ ïîâåðõíþ ìîæíà öiëêîì ñêëàñòè ç ïðÿìèõ.

Äîâåäåìî, ùî öå ëiíié÷àñòà ïîâåðõíÿ.

Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äà òàê:

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
,(x

a
− z

c

)(x
a

+
z

c

)
=
(

1− y

b

)(
1 +

y

b

)
.

Íåõàé α, β - äiéñíi ÷èñëà, α2 + β2 6= 0, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ç 3 íåâiäîìèìèα
(x
a
− z

c

)
= β

(
1 +

y

b

)
,

β
(x
a

+
z

c

)
= α

(
1− y

b

)
.

Êîæíå ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ ïëîùèíó, à ñèñòåìà ðiâíÿíü âèçíà÷à¹ ïðÿìó â

ïðîñòîði, ïîêàæåìî, ùî öÿ ïðÿìà ëåæèòü íà ãiïåðáîëi. Áåðåìî áóäü-ÿêó

òî÷êó M(x0, y0, z0), òîäi âèêîíó¹òüñÿ:α
(x0

a
− z0

c

)
= β

(
1 +

y0

b

)
,

β
(x0

a
+
z0

c

)
= α

(
1− y0

b

)
.

Ïåðåìíîæèìî öi ðiâíîñòi i ââàæàòèìåìî, ùî α 6= 0 i β 6= 0. Ñêîðîòèìî

ðåçóëüòàò íà αβ i îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:(
x0

a
− z00

c

)(x0

a
+
z0

c

)
=
(

1 +
y0

b

)(
1− y0

b

)
⇒ x2

0

a2
− z2

0

c2
=

(
1− y2

0

b2

)
,
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òîáòî êîîðäèíàòè òî÷êè M çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëî¨äà.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî áðàòè çà α, β áóäü-ÿêi ÷èñëà, ìè îäåðæèìî ñèñòå-

ìó ïðÿìèõ, ÿêi ëåæàòü íà ãiïåðáîëî¨äi. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ÷åðåç

êîæíó òî÷êó íà ãiïåðáîëî¨äi ïðîõîäèòü ïðÿìà ç öi¹¨ ñèñòåìè.

Áåðåìî M(x0, y0, z0) � áóäü-ÿêó òî÷êó íà ãiïåðáîëî¨äi i çàïèøåìî ñè-

ñòåìó äâîõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè α, β:α
(x0

a
− z0

c

)
= β

(
1 +

y0

b

)
,

β
(x0

a
+
z0

c

)
= α

(
1− y0

b

)
.

⇒ α
(x0

a
− z0

c

)
− β

(
1 +

y0

b

)
= 0,

α
(

1− y0

b

)
− β

(x0

a
+
z0

c

)
= 0.

Íàì òðåáà ïîêàçàòè, ùî öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Îñêiëüêè òî÷êà M íàëåæèòü ãiïåðáîëî¨äó, òî äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ(x0

a
+
z0

c

)(x0

a
− z0

c

)
=
(

1 +
y0

b

)(
1− y0

b

)
⇒

x0

a
− z0

c

1− y0

b

=
1 +

y0

b
x0

a
+
z0

c
i ðiâíÿííÿ â öié ñèñòåìè ïðîïîðöiéíi, à òîìó îäíié çìiííié ìîæíà íàäàòè

çíà÷åííÿ 1 i ç ðiâíÿííÿ âèçíà÷èòè äðóãó çìiííó.

ßêùî
x0

a
− z0

c
6= 0, òî ìîæíà çàôiêñóâàòè β = 1 i ç ðiâíÿííÿ âèçíà÷èòè

α. Êðiì ïîáóäîâàíî¨ ñèñòåìè ïðÿìèõ íà ãiïåðáîëi ¹ ùå îäíà ñèñòåìà

ïðÿìèõ.

Çíîâó α, β áóäü-ÿêi ÷èñëà i öèì ÷èñëàì âiäïîâiäà¹ ïðÿìà, ùî çàäà¹òüñÿ

òàêèì ðiâíÿííÿì: α
(x
a
− z

c

)
= β

(
1− y

b

)
,

β
(x
a

+
z

c

)
= α

(
1 +

y

b

)
.

3. Äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Îçíà÷åííÿ 26. Äâîïîðîæíèííèì ãiïåðáîëî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ,

ÿêà â äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1, a > 0, b > 0, c > 0.
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Âèçíà÷èìî ôîðìó öi¹¨ ïîâåðõíi.

Áåðåìî ïëîùèíó z = h, ìà¹ìî
x2

a2
+
y2

b2
=
h2

c2
− 1.

ßêùî |h| < c, òî ïëîùèíà íå ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíþ.

ßêùî h = ±c,òî ïëîùèíà äîòèêà¹òüñÿ äî ïîâåðõíi.

ßêùî |h| > c, òî â ïåðåðiçi îòðèìà¹ìî åëiïñ.

Áåðåìî ïëîùèíó y = 0, ìà¹ìî
x2

a2
− z2

c2
= −1,

z2

c2
− x2

a2
= 1.

Îäåðæàëè ãiïåðáîëó ç ôîêóñàìè íà îñi Oz.

Àíàëîãi÷íî äëÿ x = 0.

4. Êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó

Îçíà÷åííÿ 27. Êîíóñîì äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â

äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0, a > 0, b > 0, c > 0

Âèçíà÷èìî ôîðìó öi¹¨ ïîâåðõíi.

Áåðåìî ïëîùèíó z = h, ìà¹ìî
x2

a2
+
y2

b2
=
h2

c2
.

Ïðè h = 0, â ïåðåòèíi îäåðæèìî îäíó òî÷êó, ïðè h 6= 0 - åëiïñ i âiñi

öüîãî åëiïñà çáiëüøóþòüñÿ ïðè çðîñòàííi |h|.

Áåðåìî ïëîùèíó y = 0, îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ
x2

a2
− z2

c2
= 0, öå ðiâíÿííÿ

âèçíà÷à¹ ïàðó ïðÿìèõ, àíàëîãi÷íî ïëîùèíà x = 0.

Ïîêàæåìî, ùî êîíóñ ¹ ëiíié÷àñòîþ ïîâåðõíåþ.

Áåðåìî áóäü-ÿêó òî÷êóM(x0, y0, z0), ùî íàëåæèòü êîíóñó,OM = {x0, y0, z0}.
ßêùîM íå ñïiâïàäà¹ ç O, ââàæà¹ìî öåé âåêòîð ñïðÿìîâóþ÷èì äëÿ ïðÿ-

ìî¨ i çàïèøåìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨:
x = x0t,

y = y0t,

z = z0t.

Çðîçóìiëî, ùî öÿ ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè M i O.

Ïîêàæåìî, ùî ïðÿìà ëåæèòü íà êîíóñi.
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x2
0

a2
+
y2

0

b2
− z2

0

c2
= 0.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî t,
(x0t)

2

a2
+

(y0t)
2

b2
− (z0t)

2

c2
= t2(

x2
0

a2
+
y2

0

b2
− z2

0

c2
) = 0, òîáòî

ïðÿìà ëåæèòü íà êîíóñi.

ßêùî a = b êîíóñ íàçèâà¹òüñÿ êðóãîâèì.

5. Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä

Îçíà÷åííÿ 28. Åëiïòè÷íèì ïàðàáîëî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà â

äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x2

a2
+
y2

b2
= 2pz, a > 0, b > 0, p > 0

Âèçíà÷èìî ôîðìó öi¹¨ ïîâåðõíi.

Áåðåìî ïëîùèíó z = h, îäåðæó¹ìî
x2

a2
+
y2

b2
= 2ph.

Ïðè h < 0 ïëîùèíà íå ïåðåòèíà¹ ïîâåðõíþ.

Ïðè h = 0 äîòèêà¹òüñÿ äî ïîâåðõíi.

Ïðè h > 0 â ïåðåðiçi îäåðæèìî åëiïñ, ïiââiñi ÿêîãî çáiëüøóþòüñÿ ïðè

çðîñòàííi h.

Áåðåìî ïëîùèíó y = 0, ìà¹ìî
x2

a2
= 2pz

Îäåðæèìî ïàðàáîëó ç âiññþ ñèìåòði¨ Oz, ãiëêè ÿêî¨ ïðÿìóþòü âãîðó.

Àíàëîãi÷íî äëÿ x = 0.

6. Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä

Îçíà÷åííÿ 29. Ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ ïîâåðõíÿ, ÿêà

â äåÿêié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

x2

a2
− y2

b2
= 2pz, a > 0, b > 0, p > 0

Âèçíà÷èìî ôîðìó öi¹¨ ïîâåðõíi.

Áåðåìî ïëîùèíó z = h, ìà¹ìî
x2

a2
− y2

b2
= 2ph.

ßêùî h > 0, îäåðæèìî ãiïåðáîëó ç ôîêóñàìè íà îñi Ox.

Ïðè h = 0 â ïåðåðiçi îòðèìà¹ìî ïàðó ïðÿìèõ.

Ïðè h < 0 â ïåðåðiçi ãiïåðáîëà ç ôîêóñîì íà îñi Oy.
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Áåðåìî ïëîùèíó y = 0, ìà¹ìî
x2

a2
= 2pz.

Îäåðæàëè ïàðàáîëó ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî Oz, ãiëêè ÿêî¨ ïðÿìóþòü âãî-

ðó.

Áåðåìî ïëîùèíó x = 0, ìà¹ìî
y2

b2
= −2pz. Â ïåðåðiçi îäåðæàëè ïàðàáîëó

ñèìåòðè÷íó âiäíîñíî Oz, ãiëêè ÿêî¨ ñïðÿìîâàíi âíèç.

7. Öèëiíäðè÷íi ïîâåðõíi

Íåõàé íà ïëîùèíi xOy çàäàíà äåÿêà ëiíiÿ l ç ðiâíÿííÿì f(x, y) = 0.

×åðåç êîæíó òî÷êó öi¹¨ ïîâåðõíi ïðîâîäèìî ïðÿìó ïàðàëåëüíó Oz.

Îäåðæàëè ïîâåðõíþ, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ öèëiíäðè÷íîþ.

ßêùî l - êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó, òî öèëiíäðè÷íà ïîâåðõíÿ ¹ ïîâåðõíåþ

äðóãîãî ïîðÿäêó.

Â çâ'ÿçêó ç öèì âèçíà÷àþòüñÿ òàêi ïîâåðõíi:

1) åëiïòè÷íèé öèëiíäð
x2

a2
+
y2

b2
= 1;

2) ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäð
x2

a2
− y2

b2
= 1;

3) ïàðàáîëi÷íèé öèëiíäð
y2

b2
= 2px.

8. Çàäà÷à çâåäåííÿ äëÿ ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó

Çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿ-

ííÿ âèãëÿäó:

α11x
2 +α22y

2 +α33z
2 +2α12xy+2α13xz+2α23yz+α1x+α2y+α3z+d = 0,

äå ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ αij ïðèíàéìíi îäèí íåíóëüîâèé.

Öå ðiâíÿííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí - êâàäðàòè÷íî¨ i ëiíiéíî¨.

Âñi ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó, ÿêi ìè ðîçãëÿäàëè, çàäàþòüñÿ òàêèì ðiâ-

íÿííÿ.

Ìîæíà äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó çàäà¹ îäíó ç íà-

ñòóïíèõ ìíîæèí òî÷îê:
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� åëiïñî¨ä,

� îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä,

� äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä,

� êîíóñ äðóãîãî ïîðÿäêó,

� åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä,

� ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä,

� åëiïòè÷íèé öèëiíäð,

� ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäð,

� ïàðàáîëi÷íèé öèëiíäð,

� ïàðó ïëîùèí (a1x+b1y+c1z+d1)(a2x+b2y+c2z+d2) = 0, ïðè÷îìó,

ÿêùî ìíîæíèêè ïðîïîðöiéíi, òî ðiâíÿííÿ çàäà¹ îäíó ïëîùèíó,

� òî÷êó (x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = 0,

� ïîðîæíþ ìíîæèíó x2 + y2 + z2 + 1 = 0,

� îäíó ïðÿìó
x2

a2
+
y2

b2
= 0.

Çàäà÷à çâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äëÿ äàíîãî ðiâíÿííÿ ïîâåðõ-

íi äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷èòè, ÿêó ñàìå ìíîæèíó ç ïåðåëi÷åíèõ âîíî

çàäà¹. Çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ øëÿõîì ïåðåõîäó äî íîâèõ ñèñòåì êîîðäè-

íàò â ðåçóëüòàòi ÷îãî ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî. Ïðè

öüîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àïàðàò òåîði¨ êâàäðàòè÷íèõ ôîðì.
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