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Роздiл 1

Комплекснi числа

1. Еволюцiя поняття числа

В основi всiх числових множин лежить натуральний ряд чисел N.
Елементи натурального ряду вiдображають найпростiшi кiлькiснi спiв-
вiдношення.

a + x = b, a, b ∈ N, це рiвняння має розв’язок в натуральних числах
лише при a < b, тому для отримання розв’язку при будь-яких a, b ∈ N
були введенi вiд’ємнi числа та 0, якi з натуральним рядом утворили
множину Z цiлих чисел. В цiй множинi рiвняння a+x = b має розв’язок
при будь-яких цiлих числах a, b.

Розглянемо iнше рiвняння ax = b при a, b ∈ Z i a 6= 0 . Це рiвня-
ння не має розв’язкiв в цiлих числах якщо b не дiлиться на a . Тому,
щоб одержати розв’язок рiвняння при будь-яких цiлих a, b, a 6= 0, було
введено множину Q рацiональних чисел.

Розглянемо квадрат зi стороною рiвною 1. Вiдомо, що дiагональ ква-
драта в такому випадку рiвна

√
2. Але

√
2 не є рацiональним числом.

Для того, щоб одержувати довжини вiдрiзкiв, було введено розширення
множини рацiональних чисел – множина дiйсних чисел R.

Розглянемо рiвняння x2 = c, де c ∈ R. Це рiвняння має розв’язок в
дiйсних числах тiльки якщо c ≥ 0. Щоб одержати розв’язки цього рiв-
няння при будь-яких c, необхiдно ввести розширення множини дiйсних
чисел, а саме множину C комплексних чисел. В цiй множинi рiвняння
x2 = c має розв’язки при будь-яких комплексних c.

Якщо f (x) – деякий многочлен з комплексними коефiцiєнтами, то
рiвняння f (x) = 0 завжди має корiнь в полi комплексних чисел (Основ-
на теорема алгебри).
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2. Комплекснi числа

Розглянемо рiвняння x2 = −1, це рiвняння має розв’язок в множинi
C комплексних чисел, його позначимо через i . Тодi i2 = −1 . Множина
C – розширення множини дiйсних чисел R , тому R ⊂ C . Для елементiв
множини C виконуються арифметичнi операцiї, отже ∀b ∈ R : ib ∈ C;
∀a, b ∈ R : a + ib ∈ C . Цi числа a + ib – складовi множини C .

Комплексним числом називається число вигляду z = a + ib, де a, b ∈
R . Якщо z = a + ib, то a – дiйсна частина z, а b – уявна частина
комплексного числа z. Якщо b = 0, одержимо, що z = a – дiйсне число,
якщо a = 0, то z = ib – чисто уявне комплексне число.

Числа z1 = a1 + ib1 i z2 = a2 + ib2 вважають рiвними, якщо рiвнi їх
дiйснi та уявнi частини, тобто a1 = a2, b1 = b2 .

Нехай z = a+ ib – комплексне число, тодi комплексно спряженим до
нього назвемо число z = a− ib .

3. Дiї над комплексними числами

1. Пiд сумою двох чисел z1 = a1+ib1 та z2 = a2+ib2 будемо розумiти
наступне

z1 + z2 = (a1 + a2) + i (b1 + b2) .

2. Пiд рiзницею двох чисел z1 = a1 + ib1 та z2 = a2 + ib2 будемо
розумiти наступне

z1 − z2 = (a1 − a2) + i (b1 − b2) .

3. Пiд добутком двох чисел z1 = a1 + ib1 та z2 = a2 + ib2 будемо
розумiти наступне

z1z2 = (a1 + ib1) · (a2 + ib2) = a1a2 + a1b2i + a2b1i + b1b2i
2

= (a1a2 − b1b2) + i (a1b2 + a2b1) .

4. Пiд дiленням двох чисел z1 = a1 + ib1 та z2 = a2 + ib2, z2 6= 0
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будемо розумiти наступне
z1

z2
=

a1 + ib1

a2 + ib2
,

домножимо чисельник i знаменник на число комплексно спряжене до
знаменника

z1

z2
=

(a1 + ib1) (a2 − ib2)
(a2 + ib2) (a2 − ib2)

=
(a1a2 + b1b2) + i (a2b1 − a1b2)

a2
2 − (ib2)

2

=
a1a2 + b1b2

a2
2 + b2

2

+ i
a2b1 − a1b2

a2
2 + b2

2

.

4. Геометричний змiст комплексного числа

Вiзьмемо на площинi декартову прямокутну систему координат i ко-
жному комплексному числу z = a + ib поставимо у вiдповiднiсть точку
A (a, b). Одержимо взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж комплексними
числами i точками площини. З iншого боку, з точкою на площинi зв’я-
заний вектор OA = {a, b}, тому встановлена взаємнооднозначна вiдпо-
вiднiсть мiж комплексними числами та векторами на площинi. Якщо
z1 → OA а z2 → OB, то z1 ± z2 → OA ± OB. Додавання та вiднiмання
комплексних чисел вiдповiдає додаванню та вiднiманню векторiв.
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5. Тригонометрична форма комплексного числа

Кожному комплексному числу вiдповiдає деякий вектор на площи-
нi, а будь-який вектор задається довжиною i напрямком. Напрямок ве-
ктора OA можна задати, якщо задати кут, який цей вектор утворює з
додатнiм напрямком осi Ox. Домовимось, що всi кути вiдраховуються
вiд осi Ox проти годинникової стрiлки.

Нехай OA = {a, b} вiдповiдає комплексному числу z = a+ ib. Позна-
чимо через R довжину вектора OA, а через α – кут, який утворює цей
вектор з додатнiм напрямком осi Ox, тодi

r =
√

a2 + b2; a = r cos α; b = r sinα;

z = r cos α + ir sinα = r (cos α + i sinα) .

z = r (cos α + i sinα) – тригонометрична форма комплексного числа.

Назвемо R – модулем комплексного числа (|z|), а α – аргументом
комплексного числа ( arg(z), якщо |z| = 0 , то аргумент не визначає-
ться).

Для даного комплексного числа z його модуль визначається одно-
значно, а аргумент – з точнiстю до перiоду. Таким чином два числа в
тригонометричнiй формi вважаються рiвними, якщо їх модулi рiвнi, а
аргументи вiдрiзняються на число, кратне 2π .

6. Множення комплексних чисел в
тригонометричнiй формi

Нехай
z1 = r1 (cos α1 + i sinα1) ;

z2 = r2 (cos α2 + i sinα2) .

Щоб перемножити комплекснi числа в тригонометричному виглядi,
треба модулi цих чисел помножити, а аргументи додати.

z1z2 = r1r2 (cos (α1 + α2) + i sin (α1 + α2)) .
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7. Дiлення комплексних чисел в
тригонометричнiй формi

Нехай
z1 = r1 (cos α1 + i sinα1) ;

z2 = r2 (cos α2 + i sinα2) , z2 6= 0.

Щоб подiлити два комплексних числа в тригонометричнiй формi,
потрiбно подiлити модулi, а аргументи вiдняти.

z1

z2
=

r1

r2
(cos (α1 − α2) + i sin (α1 − α2)) .

8. Формула Муавра

Нехай z = r (cos α + i sinα) комплексне число. Тодi для довiльного
цiлого числа n ∈ Z має мiсце формула

zn = (r (cos α + i sinα))n = rn (cos nα + i sinnα) .

9. Комплексно спряженi числа

Нехай z = a + ib – комплексне число, а z = a − ib – комплексно
спряжене до нього.

Числом, комплексно спряженим до z буде z, тому говорять про пару
комплексно спряжених чисел. Дiйснi числа, i тiльки вони, комплексно
спряженi самi до себе, тобто z ∈ R ⇔ z = z.

Геометрично комплексно спряженi числа є точками, симетричними
вiдносно дiйсної вiсi Ox. Тому

|z| = |z|, arg(z) = − arg(z).

Сума та добуток комплексно спряжених чисел є дiйсними числами:
z + z = 2a ∈ R, zz = |z|2 ∈ R; рiзниця комплексно спряжених чисел є
чисто уявним комплексним числом.

Якщо z1, z2 – два комплексних числа, то

z1 + z2 = z1 + z2,
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z1 − z2 = z1 − z2,

z1z2 = z1 · z2,(
z1

z2

)
=

z1

z2
при z2 6= 0.

10. Коренi з комплексного числа

Для кожного комплексного числа c = r (cos α + i sinα) 6= 0 iснує в
точностi n коренiв zk, k = 0, n− 1, якi визначаються за таким правилом:

zk = n
√

r

(
cos

α + 2πk

n
+ i sin

α + 2πk

n

)
при k = 0, n− 1. Точки, що вiдповiдають zk, знаходяться на колi радiуса
n
√

r, i дiлять це коло на n рiвних частин.

11. Коренi з одиницi

Запишемо 1 в тригонометричнiй формi

1 = cos 0 + i sin 0.

Припустимо ε0, ε1, . . . , εn−1 – всi комплекснi коренi з 1. За правилом

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, n− 1.

Зрозумiло, що ε0 = 1. Сформулюємо ще деякi властивостi коренiв з 1:

1) добуток двох коренiв з 1 степеня n є коренем з 1 степеня n;

2) якщо ε – деякий корiнь з 1 степеня n, то
1
ε

– також корiнь з 1 степеня
n;

3) якщо ε – корiнь степеня n з 1, то ∀l ∈ Z : εl – також корiнь степеня
n з 1;

4) якщо c 6= 0 – деяке комплексне число i z – деякий корiнь степеня
n з числа C, то всi коренi степеня n з числа C можна одержати
домножаючи z на всi коренi з 1 степеня n.
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12. Примiтивнi коренi з одиницi

Нехай ε – деякий корiнь степеня n з 1. Тодi це число буде коренем
степеня l з 1 для довiльного l кратного n. Беремо всi коренi з 1 степеня

n ε0, ε1, . . . , εn−1: εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, n− 1. Тодi серед цих

коренiв можуть бути такi, що будуть коренями з 1 степеня m, де m –
дiльник числа n.

Корiнь з 1 степеня n називається примiтивним, якщо вiн не є коренем
з 1 деякого меншого степеня.

Для довiльного n ∈ N корiнь з 1 ε1 = cos
2π

n
+i sin

2π

n
є примiтивним.

Корiнь n-го степеня з 1 ε є примiтивним тодi i тiльки тодi, коли числа
εk, k = 0, n− 1 рiзнi.

Нехай ε – примiтивний корiнь з 1 степеня n. Число εk є примiтивним
коренем з 1 степеня n тодi i тiльки тодi, коли числа k i n взаємнопростi.

13. Приклади

Приклад 1. Обчислити (2 + 3i)(4− 5i) + (2− 3i)(4 + 5i).

Розв’язок. Виконуємо дiї, враховуючи, що i2 = −1.

(2 + 3i)(4− 5i) + (2− 3i)(4 + 5i)

= 8− 10i + 12i− 15i2 + 8 + 10i− 12i− 15i2

= 8 + 2i + 15 + 8− 2i + 15 = 46.

Приклад 2. Розв’язати систему,вважаючи x, y, z, t дiйсними:{
(1 + i)x + (1 + 2i)y + (1 + 3i)z + (1 + 4i)t = 1 + 5i;

(3− i)x + (4− 2i)y + (1 + i)z + 4it = 2− i.

Розв’язок. Оскiльки комплекснi числа рiвнi тодi i тiльки тодi, коли
рiвнi їх дiйснi та уявнi частини, то, прирiвнюючи в кожному рiвняннi
дiйснi та уявнi частини, отримаємо еквiвалентну нашiй систему рiвнянь
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з дiйсними коефiцiєнтами:
x + y + z + t = 1;

x + 2y + 3z + 4t = 5;

3x + 4y + z = 2;

−x− 2y + z + 4t = −1.

Розв’яжемо її методом Гаусса:
1 1 1 1 1

1 2 3 4 5

3 4 1 0 2

−1 −2 1 4 −1

 ∼


1 1 1 1 1

0 1 2 3 4

0 1 −2 −3 −1

0 −1 2 5 0



∼


1 0 −1 −2 −3

0 1 2 3 4

0 0 −4 −6 −5

0 0 4 8 4

 ∼


1 0 0 0 −2

0 1 0 −1 2

0 0 1 2 1

0 0 0 2 −1



∼


1 0 0 0 −2

0 1 0 0 3/2

0 0 1 0 2

0 0 0 1 −1/2

 .

Отже, x = −2; y = 3/2; z = 2; t = −1/2.

Приклад 3. Розв’язати систему рiвнянь:

(3− i)x + (4 + 2i)y = 2 + 6i;

(4 + 2i)x− (2 + 3i)y = 5 + 4i.

Розв’язок. Виразимо x з першого рiвняння та пiдставимо у друге.

x =
2 + 6i− (4 + 2i)y

3− i
=

(2 + 6i− (4 + 2i)y)(3 + i)
(3− i)(3 + i)

=
6− 6 + (2 + 18)i− (12− 2 + (4 + 6)i)y

10
= 2i− (1 + i)y;

(4 + 2i)(2i− (1 + i)y)− (2 + 3i)y = 5 + 4i;

8i− 4− (4− 2 + (4 + 2)i)y − (2 + 3i)y = 5 + 4i;
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(−4− 9i)y = 9− 4i;

y =
9− 4i

−4− 9i
=

(9− 4i)(−4 + 9i)
(−4− 9i)(−4 + 9i)

=
−36 + 36 + 81i + 16i

16 + 81
= i.

Тодi x = 2i− (1 + i)i = 2i− i + 1 = 1 + i.
Отже, x = 1 + i, y = i.

Приклад 4. Обчислити
√
−15 + 8i.

Розв’язок. Треба знайти таке комплексне число a + ib, a, b ∈ R, щоб
(a + ib)2 = −15 + 8i. Тобто

a2 − b2 + 2abi = −15 + 8i.

Прирiвняємо дiйсну та уявну частини. Отримаємо систему

a2 − b2 = −15;

2ab = 8.

Виразимо з другого рiвняння a та пiдставимо у перше (b 6= 0)

a =
4
b
;

16
b2
− b2 = −15;

b4 − 15b2 − 16 = 0.

Звiдки

b2 =
15 +

√
225 + 64
2

=
15 + 17

2
= 16.

Перед коренем взято знак “+”, оскiльки b2 невiд’ємне. Тому

b1 = 4; b2 = −4.

Пiдставляючи у вираз для a, отримаємо

a1 = 1; a2 = −1.

Таким чином, отримуємо 2 комлекснi числа, що задовольняють на-
шiй умовi:

a1 + ib1 = 1 + 4i; a2 + ib2 = −1− 4i.

Отже,
√
−15 + 8i = ±(1 + 4i).
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Приклад 5. Розв’язати рiвняння i лiву частину розкласти на множни-
ки з дiйсними коефiцiєнтами:

x4 + 6x3 + 9x2 + 100 = 0.

Розв’язок. Розкладемо лiву частину на множники:

x4 + 6x3 + 9x2 + 100 = x2(x2 + 6x + 9) + 100 = x2(x + 3)2 − 100i2

= (x(x + 3) + 10i)(x(x + 3)− 10i) = (x2 + 3x + 10i)(x2 + 3x− 10i).

Розв’яжемо тепер 2 рiвняння

x2 + 3x + 10i = 0 та x2 + 3x− 10i = 0;

x1,2 =
−3±

√
9− 40i

2
, x3,4 =

−3±
√

9 + 40i

2
.

Знайдемо
√

9− 40i та
√

9 + 40i.

(a + bi)2 = 9− 40i;{
a2 − b2 = 9,

2ab = −40;

a = −20
b

;

400
b2

− b2 = 9;

b4 + 9b2 − 400 = 0;

b2 =
−9 +

√
81 + 1600
2

=
−9 + 41

2
= 16;

b1 = 4, b2 = −4;

a1 = −5, a2 = 5;
√

9− 40i = ±(5− 4i).

(a + bi)2 = 9 + 40i;{
a2 − b2 = 9,

2ab = 40;

13



a =
20
b

;

400
b2

− b2 = 9;

b3 = 4, b4 = −4;

a3 = 5, a4 = −5;
√

9 + 40i = ±(5 + 4i).

Отже,

x1 =
−3 + 5− 4i

2
= 1− 2i; x2 =

−3− 5 + 4i

2
= −4 + 2i;

x3 =
−3 + 5 + 4i

2
= 1 + 2i; x4 =

−3− 5− 4i

2
= −4− 2i.

Таким чином, лiва частина

x4 + 6x3 + 9x2 + 100 = (x− 1 + 2i)(x− 1− 2i)(x + 4− 2i)(x + 4 + 2i).

Перемножимо комплексно спряженi множники

x4 + 6x3 + 9x2 + 100 = (x2 − 2x + 5)(x2 + 8x + 20).

Вiдповiдь: 1± 2i; −4± 2i; (x2 − 2x + 5)(x2 + 8x + 20).

Приклад 6. Представити в тригонометричнiй формi наступнi числа:
1; i; 1 + i; −1 + i; −1− i

√
3.

Розв’язок. Якщо комплексне число задано в алгебраїчнiй формi z =

a+ib, то для представлення його в тригонометричнiй формi z = r(cos α+

i sinα) треба знайти модуль r =
√

a2 + b2 та аргумент α, який визнача-

ється з умов cos α =
a

r
, sinα =

b

r
.

z1 = 1. Знайдемо модуль та аргумент цього числа.

r =
√

12 + 0 = 1.

Отже
cos α = 1, sinα = 0,

звiдки
α = 2πn, n ∈ Z.

14



Зазвичай серед значень аргументу α вибирають таке, що α ∈ [0, 2π). В
даному випадку α = 0. Тому

1 = 1(cos 0 + i sin 0) = cos 0 + i sin 0.

z2 = i. Маємо
r = 1, cos α = 0, sinα = 1.

Тому, з точнiстю до кута, кратного 2π, α =
π

2
. Отже,

i = cos
π

2
+ i sin

π

2
.

z3 = 1 + i.

r =
√

1 + 1 =
√

2;

cos α =
1√
2
, sinα =

1√
2
;

α =
π

4
;

1 + i =
√

2(cos
π

4
+ i sin

π

4
).

z4 = −1 + i

r =
√

2; cos α = − 1√
2
, sinα =

1√
2
;

α =
3π

4
;

−1 + i =
√

2(cos
3π

4
+ i sin

3π

4
).

z5 = −1− i
√

3

r =
√

1 + 3 = 2;

cos α = −1
2
, sinα = −

√
3

2
;

α =
4π

3
;

−1− i
√

3 = 2(cos
4π

3
+ i sin

4π

3
).
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Приклад 7. Виконати дiї:

(1− i
√

3)(cos ϕ + i sinϕ)
2(1− i)(cos ϕ− i sinϕ)

.

Розв’язок. Представимо всi числа в тригонометричнiй формi.

1− i
√

3 = 2(
1
2
− i

√
3

2
) = 2(cos

5π

3
+ i sin

5π

3
);

1− i =
√

2(
1√
2
− i

1√
2
) =

√
2(cos

7π

4
+ i sin

7π

4
);

cos ϕ− i sinϕ = cos(−ϕ) + i sin(−ϕ).

Матимемо
(1− i

√
3)(cos ϕ + i sinϕ)

2(1− i)(cos ϕ− i sinϕ)
=

2(cos 5π
3 + i sin 5π

3 )(cos ϕ + i sinϕ)

2
√

2(cos 7π
4 + i sin 7π

4 )(cos ϕ− i sinϕ)

=
1√
2

(
cos(

5π

3
− 7π

4
+ ϕ + ϕ) + i sin(

5π

3
− 7π

4
+ ϕ + ϕ)

)
=
√

2
2

(
cos(2ϕ− π

12
) + i sin(2ϕ− π

12
)
)

.

Приклад 8. Знайти коренi 3
√

2 + 2i.
Розв’язок. Представимо в тригонометричнiй формi

2 + 2i = 2
√

2(
1√
2

+ i
1√
2
) = 2

√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4
).

z = 3
√

2 + 2i = 3

√
2
√

2(cos
π

4
+ i sin

π

4
)

=
√

2
(

cos
π
4 + 2kπ

3
+ i sin

π
4 + 2kπ

3

)
, k = 0, 2.

k = 0:
z0 =

√
2(cos

π

12
+ i sin

π

12
).

Скористаємося формулами половинного кута:

cos
α

2
= ±

√
1 + cos α

2
; sin

α

2
= ±

√
1− cos α

2
.

cos
π

12
=

√
1 + cos π

6

2
=

√
1 +

√
3

2

2
=

√
1
4 +

√
3

2 + 3
4

2
=

√√√√( 1
2 +

√
3

2

)2

2
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=
1 +

√
3

2
√

2
.

sin
π

12
=

√
1−

√
3

2

2
=

√
1
4 −

√
3

2 + 3
4

2
=

√√√√(√3
2 − 1

2

)2

2
=
√

3− 1
2
√

2
.

Отже,

z0 =
√

2

(
1 +

√
3

2
√

2
+ i

√
3− 1
2
√

2

)
=

1 +
√

3
2

+ i

√
3− 1
2

.

k = 1:

z1 =
√

2(cos
9π

12
+ i sin

9π

12
) =

√
2(cos

3π

4
+ i sin

3π

4
)

=
√

2
(
− 1√

2
+ i

1√
2

)
= −1 + i.

k = 2:

z2 =
√

2(cos
17π

12
+ i sin

17π

12
).

cos
17π

12
= cos(

3π

2
− π

12
) = − sin

π

12
=

1−
√

3
2
√

2
;

sin
17π

12
= sin(

3π

2
− π

12
) = − cos

π

12
= −1 +

√
3

2
√

2
.

Отже,

z2 =
√

2

(
1−

√
3

2
√

2
− i

1 +
√

3
2
√

2

)
=

1−
√

3
2

− i
1 +

√
3

2
.

Приклад 9. Виразити cos 8x через cos x та sinx.

Розв’язок. Пiднесемо cos x + i sinx до 8 степеня.

З одного боку, за формулою Муавра:

(cos x + i sinx)8 = cos 8x + i sin 8x.

З iншого боку, скористаємося бiномом Ньютона, для чого випишемо
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спочатку трикутник Паскаля:

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

Тодi

(cos x + i sinx)8 = cos8 x + i8 cos7 x sinx− 28 cos6 x sin2 x

−i56 cos5 x sin3 x + 70 cos4 x sin4 x + i56 cos3 x sin5 x

−28 cos2 x sin6 x− i8 cos x sin7 x + sin8 x.

Прирiвнюючи дiйснi частини правих частин обох рiвностей, отрима-
ємо

cos 8x = cos8 x− 28 cos6 x sin2 x + 70 cos4 x sin4 x− 28 cos2 x sin6 x + sin8 x.

18



Роздiл 2

Теорiя многочленiв

1. Числовi поля

Означення 1. Числовим полем називається пiдмножина множини C
всiх комплексних чисел, яка мiстить 0 i 1 та замкнена вiдносно операцiй
додавання, вiднiмання, множення i дiлення на ненульовi числа.

Прикладами числових полiв є множини Q рацiональних чисел, R
дiйсних чисел, C комплексних чисел.

2. Многочлени над числовими полями

Нехай F – числове поле, а x – деяка змiнна. Позначимо через F[x]

множину всiх многочленiв з коефiцiєнтами з поля F вiд змiнної x. Мно-
жина F[x] називається кiльцем многочленiв над полем F.

Множина F[x] має такi властивостi:
1) f1, f2 ∈ F[x] ⇒ f1 + f2 ∈ F[x], f1 − f2 ∈ F[x];
2) f1, f2 ∈ F[x] ⇒ f1 · f2 ∈ F[x];
3) Якщо степiнь g ∈ F[x] не перевищує степiнь многочлена f ∈ F[x],

то многочлен F можна подiлити на g iз залишком: f(x) = g(x)q(x)+r(x),
ст r(x) < ст g(x) i q, r ∈ F[x].

Кiльце многочленiв F[x] замкнене вiдносно додавання, вiднiмання,
множення многочленiв i при дiленнi многочленiв залишок i частка на-
лежать F[x].

3. Теорiя дiлення многочленiв

Будемо казати, що многочлен g(x) ∈ F[x] є дiльником f(x) ∈ F[x],
якщо iснує многочлен p(x) ∈ F[x]: f(x) = g(x)p(x). Цей факт будемо
позначати g(x) | f(x).

Многочлен p(x) називається спiльним дiльником многочленiв f(x) i
g(x), якщо p(x) | f(x) i p(x) | g(x).
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Означення 2. Многочлен d(x) називається найбiльшим спiльним дiль-
ником многочленiв f(x) i g(x), якщо виконується:

1) d(x) | f(x) i d(x) | g(x);

2) якщо p(x) такий, що p(x) | f(x) i p(x) | g(x), то p(x) | d(x).

Позначатимемо d(x) = НСД(f(x), g(x)).

Два многочлени f(x) i g(x) будемо називати асоцiйованими, якщо
вони вiдрiзняються лише числовим множником, що не рiвний нулю,
тобто ∃α ∈ F, α 6= 0 : g(x) = αf(x).

Лема 1. Нехай d(x) = НСД(f(x), g(x)). Тодi d1(x) = НСД(f(x), g(x)) ⇔
d(x) i d1(x) – асоцiйованi.

Отже НСД двох даних многочленiв визначається з точнiстю до чи-
слового множника. Щоб уникнути цiєї неоднозначностi, iнодi НСД вва-
жається той, старший коефiцiєнт якого дорiвнює 1.

Означення 3. Два многочлени f(x) i g(x) називаються взаємнопро-
стими, якщо НСД(f(x), g(x)) = const 6= 0.

Враховуючи лему: НСД(f(x), g(x)) = 1.

4. Алгоритм Евклiда знаходження НСД

Задано два ненульових многочлени f (x) i g (x), ст f (x) ≥ ст g (x)

(для однозначностi).

Подiлимо f (x) на g (x) iз залишком f (x) = g (x) q1 (x) + r1 (x) i
ст r1 < ст g. Якщо r1 = 0, то процес закiнчуємо, iнакше дiлимо g (x) на
r1(x): g (x) = r1 (x) q2 (x) + r2 (x), при цьому ст r2 < ст r1. Якщо r2 = 0

то процес закiнчуємо, iнакше r1 дiлимо на r2 i так далi. Оскiльки на
кожному кроцi степiнь залишку зменшується, то за скiнченну кiлькiсть
крокiв процес закiнчиться. rk (x) = rk+1 (x) qk+2 (x) .

Тодi d (x) = НСД (f (x) , g (x)) = rk+1 (x).
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5. Теорема про найбiльший спiльний дiльник

Теорема 1. Нехай d (x) = НСД (f (x) , g (x)), тодi iснують такi мно-
гочлени f1 (x) i g1 (x), що d (x) = f1 (x) f (x) + g1 (x) g (x), при цьому
f1 (x) i g1 (x) можна вибрати так, що ст f1 (x) < ст g (x), ст g1 (x) <

ст f (x) .

Наслiдок 1. Нехай f (x) i g (x) взаємнопростi, тодi iснують много-
члени f1 (x) i g1 (x) такi, що f1 (x) f (x)+g1 (x) g (x) = 1, причому f1 (x)

i g1 (x) можна вибрати так, що ст f1 (x) < ст g (x), ст g1 (x) < ст
f (x).

6. Теорема Безу

Теорема 2. Значення многочлена f(x) ∈ F[x] при x = α, α ∈ F дорiв-
нює залишку вiд дiлення многочлена f(x) на двочлен (x− α).

Наслiдок 2. Число α ∈ F є коренем многочлена f(x) ∈ F[x] ⇔ f(x)

дiлиться на (x− α).

7. Схема Горнера та її застосування

Нехай f (x) = anxn +an−1x
n−1 + ...+a1x+a0, f (x) ∈ F [x]. Подiлимо

f (x) на (x− α) з остачею, α ∈ F: f (x) = (x− α) g (x) + r , де r = f (α) i
ст g (x) = n−1 . g (x) = bn−1x

n−1 + bn−2x
n−2 + ...+ b1x+ b0 . Пiдставимо

anxn + an−1x
n−1 + ... + a1x + a0 = (x− α) (bn−1x

n−1 + bn−2x
n−2 + ... +

b1x+b0)+r. Прирiвняємо коефiцiєнти при вiдповiдних степенях, маємо:

bn−1 = an

bn−2 = an−1 + αbn−1

bn−3 = an−2 + αbn−2

. . .

b1 = a2 + αb2

b0 = a1 + αb1
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r = a0 + αb0.

Таким чином, коефiцiєнти частки g(x) i залишок r можна одержати,
користуючись схемою Горнера:

an an−1 an−2 . . . a1 a0

α an an−1 + αbn−1 an−2 + αbn−2 a1 + αb1 a0 + αb0

bn−1 bn−2 bn−3 b0 r

8. Незвiднi многочлени та основна теорема про
подiльнiсть многочлена

Як вiдомо простим числом називається число n 6= 1 i дiльниками
числа n є лише саме число i 1. Аналогiчним чином в кiльцi многочленiв
є незвiднi многочлени.

Многочлен f (x) ∈ F [x] є незвiдним над полем F якщо з того що
f (x) = f1 (x) · f2 (x) i f1 (x) ∈ F [x], f2 (x) ∈ F [x] слiдує, що степiнь
одного iз многочленiв рiвна нулю, тобто хоч один iз многочленiв рiвний
const.

Якщо многочлен f(x) не є незвiдним, то вiн називається звiдний.
Аналогiчно основнiй теоремi арифметики, будь-який многочлен вiд-

мiнний вiд const можна розкласти в добуток незвiдних многочленiв.

Лема 2 (про незвiднi многочлени). Нехай p (x) – незвiдний мно-
гочлен i p (x) | f (x) g (x) i f (x) , g (x) ∈ F [x]. Тодi або p (x) | f (x), або
p (x) | g (x) .

Зауваження 1. Нехай p (x) незвiдний многочлен,
p (x) | f1 (x) f2 (x) . . . fk (x), де fj (x) ∈ F [x], j = 1, k. Тодi хоч для одного
номера j: p (x) | fj (x) .

Зауваження 2. Лема виконується тiльки якщо p (x) незвiдний много-
член.

Теорема 3 (основна теорема про подiльнiсть многочленiв). Будь-
який многочлен f(x) ∈ F[x], такий що ст f(x) ≥ 1, можна розкласти
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в добуток незвiдних многочленiв над полем F. Причому цей розклад
єдиний з точнiстю до порядку множникiв i констант.

Нехай многочлен f(x) розкладено в добуток незвiдних множникiв:
f(x) = q1(x)q2(x) . . . qs(x). Зберемо разом всi множники, якi
вiдрiзняються лише числовими множниками. Одержимо
f(x) = αpn1

1 (x)pn2
2 (x) . . . pnk

k (x), де всi многочлени p1(x), p2(x), . . . , pk(x)

незвiднi i рiзнi. Цей розклад називається канонiчним розкладом много-
члена f(x) в добуток незвiдних множникiв.

9. Лема про похiдну

Означення 4. Многочлен g (x) входить множником в многочлен f (x)

з кратнiстю k, якщо f (x) дiлиться на gk (x) i не дiлиться на gk+1 (x).

Означення 5. Похiдною многочлена f (x) = anxn+an−1x
n−1+...+a1x+

a0 степеня бiльше нуля назвемо многочлен вигляду f ′ (x) = annxn−1 +

an−1 (n− 1) xn−2 + ...+a1. Похiдною многочлена нульового степеня вва-
жається нульовий многочлен.

Це алгебраїчне означення похiдної спiвпадає з функцiональним. По-
хiдна задовольняє властивостям:

1. (f (x) + g (x))′ = f ′ (x) + g′ (x);

2. (αf (x))′ = αf ′ (x) , α ∈ F;

3. (f (x) · g (x))′ = f ′ (x) g (x) + f (x) g′ (x);

4.
(
fk (x)

)′
= kfk−1 (x) f ′ (x).

Лема 3 (про похiдну). Якщо незвiдний многочлен p (x) входить мно-
жником до многочлена f (x) з кратнiсть k, то p (x) входить до f (x)

з кратнiстю k − 1.

Наслiдок 3. Якщо незвiдний многочлен p (x) входить до многочлена
f (x) з кратнiстю 1, то f ′ (x) не дiлиться на p (x).
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Наслiдок 4. Якщо f (x) = αpn1
1 (x) pn2

2 (x) ...pnk

k (x) канонiчний розклад
многочлена f (x) в добуток незвiдних многочленiв, то

НСД (f (x) , f ′ (x)) = pn1−1
1 (x) pn2−1

2 (x) ...pnk−1
k (x) .

Наслiдок 5. Всi незвiднi многочлени входять до канонiчного розкладу
f (x) з кратнiстю 1 тодi i тiльки тодi, коли многочлени f (x) i f ′ (x)

взаємнопростi.

10. Вiдокремлення кратних множникiв

Нехай f(x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 – деякий много-

член над полем F, причому ст f(x) ≥ 1. Цей многочлен можна роз-
класти в добуток незвiдних множникiв над полем F. Нехай f (x) =

αpn1
1 (x) pn2

2 (x) . . . pnk

k (x) – канонiчний розклад цього многочлена. По-
значимо s = max(n1, n2, . . . nk), тобто s – це максимальна кратнiсть
незвiдного множника.

Далi позначимо X1(x) –добуток всiх незвiдних множникiв кратностi
1, причому кожен множник входить в цей добуток один раз. Якщо таких
множникiв немає, покладемо X1(x) = 1. Аналогiчно, X2(x) – добуток
всiх незвiдних множникiв кратностi 2, взятих по одному. Якщо таких
множникiв немає, покладемо X2(x) = 1 i так далi. Xs(x) – добуток всiх
незвiдних множникiв кратностi s, взятих по одному.

Тодi f(x) = αX1(x)X2
2 (x) . . . Xs

s (x).

Множники Xi(x), i = 1, s називаються кратними множниками мно-
гочлена f(x).

Задача вiдокремлення полягає в тому, щоб для даного многочлена
f(x) визначити множники X1(x), X2

2 (x), . . . , Xs
s (x). При цьому спочатку

розклад многочлена f(x) в добуток незвiдних множникiв ми не знаємо.

11. Алгоритм вiдокремлення кратних множникiв

Нехай f(x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 ∈ F[x], ст f(x) ≥ 1.

f(x) = αX1(x)X2
2 (x) . . . Xs

s (x).
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1) Шукаємо
d1(x) = НСД(f(x), f ′(x)),
d2(x) = НСД(d1(x), d′1(x)),
d3(x) = НСД(d2(x), d′2(x)),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ds−1(x) = НСД(ds−2(x), d′s−2(x)),
ds(x) = НСД(ds−1(x), d′s−1(x)) = const 6= 0.

2) Шукаємо E1(x) = α1
f(x)
d1(x)

, E2(x) = α2
d1(x)
d2(x)

, E3(x) = α3
d2(x)
d3(x)

,. . . ,

Es−1(x) = αs−1
ds−2(x)
ds−1(x)

, Es(x) = αs
ds−1(x)
ds(x)

.

3) Шукаємо X1(x) = β1
E1(x)
E2(x)

, X2(x) = β2
E2(x)
E3(x)

, X3(x) = β3
E3(x)
E4(x)

,. . . ,

Xs−1(x) = βs−1
Es−1(x)
Es(x)

, Xs(x) = βsEs(x).

12. Кратнiсть коренiв многочленiв

Нехай f (x) ∈ F [x] деякий многочлен. Якщо α ∈ F є коренем цього
многочлена, то за теоремою Безу (x− α) | f (x). Корiнь α ненульового
многочлена f (x) називається коренем кратностi k якщо f (x) дiлиться
на (x− α)k i не дiлиться на (x− α)k+1.

Корiнь кратностi 1 називається простим коренем. Корiнь, кратнiсть
якого бiльше 1, називається кратним коренем.

Лема 4. Число коренiв даного многочлена з урахуванням їх кратностi
не перевищує степеня даного многочлена.

13. Рiвнiсть многочленiв

Два многочлени f (x) i g (x) вважаються рiвними в алгебраїчному
розумiннi, якщо рiвнi їх степенi i вiдповiднi коефiцiєнти.

Нехай f (x) многочлен над полем F , тодi ∀α ∈ F f (α) ∈ F , тобто
многочлен є вiдображенням f : F → F.

Два многочлени f (x) i g (x) вважаються рiвними аналiтично, якщо
вони рiвнi як вiдображення, тобто ∀α ∈ F: f (α) = g (α).
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Теорема 4. Два многочлени f (x) i g (x) над полем F рiвнi алгебраїчно
тодi i тiльки тодi, коли вони рiвнi аналiтично.

14. Основна теорема алгебри

Теорема 5 (основна теорема алгебри). Будь-який многочлен нену-
льового степеня з комплексними коефiцiєнтами має хоч один компле-
ксний корiнь.

Наслiдок 6. Будь-який многочлен ненульового степеня з комплексни-
ми коефiцiєнтами можна розкласти в добуток лiнiйних многочленiв.

Теорема 6. Незвiдними над полем C є всi многочлени 1-го степеня i
лише вони.

15. Незвiднi многочлени над полем дiйсних чисел

Визначимо деякi типи незвiдних многочленiв над полем R . Припу-
стимо f (x) ∈ R [x] степеня 1. Такий многочлен незвiдний.

Припустимо степiнь f (x) рiвний 2 i многочлен не має дiйсних коренiв
– незвiдний над R .

Лема 5. Нехай f (x) многочлен з дiйсними коефiцiєнтами степеня
бiльшого 2-х, α комплексний корiнь многочлена f (x). Тодi α теж ко-
рiнь многочлена f (x) .

Теорема 7. Незвiдними над полем R є многочлени першого степеня i
многочлени степеня 2, якi не мають дiйсних коренiв. Iнших незвiдних
многочленiв над полем R не iснує.

З цiєї теореми, зокрема, випливає, що довiльний многочлен з дiй-
сними коефiцiєнтами можна розкласти в добуток лiнiйних множникiв
та множникiв 2-го степеня, незвiдних над R.

Наслiдок 7. Нехай f(x) – многочлен з дiйсними коефiцiєнтами,
ст f(x) ≥ 2, α – комплексний корiнь многочлена f(x). Тодi число α
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також є комплексним коренем многочлена f(x) i кратностi коренiв α

i α спiвпадають.

Наслiдок 8. Довiльний многочлен з дiйсними коефiцiєнтами непар-
ного степеня має принаймнi один дiйсний корiнь.

16. Розклад многочленiв з дiйсними
коефiцiєнтами в добуток незвiдних многочленiв

Припустимо f (x) деякий многочлен з дiйсними коефiцiєнтами степе-
ня бiльшого 1. Знаходимо коренi многочлена f (x). Дiйснi коренi
α1, α2, . . . , αm мають кратнiсть k1, k2, . . . , km вiдповiдно. Комплекснi ко-
ренi β1, β1, β2, β2, . . . , βs, βs вiдповiдних кратностей e1, e2, . . . , es . Тодi
над полем комплексних чисел многочлен f (x) можна розкласти в до-
буток

f (x) = a
m∏

i=1

(x− αi)
ki ·

s∏
j=1

(x− βj)
ej
(
x− βj

)ej

Позначимо gj (x) = (x− βj)
(
x− βj

)
, при j = 1, s. Тодi многочлени 2-го

степеня gj (x) є незвiдними над полем дiйсних чисел i розклад вигляду

f (x) = a
m∏

i=1

(x− αi)
ki ·

s∏
j=1

g
ej

j (x)

буде шуканим.

17. Звiднi многочлени над полем рацiональних
чисел

Будемо розв’язувати задачу пошуку рацiональних коренiв многочле-
на з рацiональними коефiцiєнтами. f (x) = qnxn+qn−1x

n−1+...+q1x+q0

, де qn, qn−1, . . . , q1, q0 ∈ Q. Позначимо через q найменше спiльне кра-
тне знаменникiв чисел qn, qn−1, . . . , q1, q0. Домножимо многочлен f (x)

на q, при цьому коренi многочлена не змiнюються, але ми одержимо
многочлен з цiлими коефiцiєнтами.
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Задача пошуку рацiональних коренiв многочлена з рацiональними
коефiцiєнтами зводиться до пошуку рацiональних коренiв многочлена
з цiлими коефiцiєнтами.

Теорема 8. Нехай нескоротний дрiб
p

q
є коренем многочлена ненуль-

вого степеня з цiлими коефiцiєнтами f (x) = anxn + an−1x
n−1 + . . . +

a1x + a0, де an, an−1, . . . , a1, a0 ∈ Z. Тодi

1. p | a0;

2. q | an;

3. (p−mq) | f (m) , ∀m ∈ Z.

Лема 6. Нехай многочлен f(x) з цiлими коефiцiєнтами звiдний над
полем рацiональних чисел. Тодi многочлен f(x) можна розкласти в до-
буток двох многочленiв ненульового степеня з цiлими коефiцiєнтами.

Теорема 9 (ознака Ейзенштейна). Нехай f (x) = anxn +an−1x
n−1 +

. . . + a1x + a0 – многочлен з цiлими коефiцiєнтами. Нехай для нього
iснує таке просте число p, що виконуються умови:

1) p | a0, p | a1, . . . , p | an−1 i an не дiлиться на p;

2) a0 не дiлиться на p2.

Тодi многочлен f(x) незвiдний над полем рацiональних чисел.

18. Межi дiйсних коренiв дiйсних многочленiв

Лема 7 (про старший член). Нехай дано f(x) = anxn + an−1x
n−1 +

. . . + a1x + a0 – многочлен з дiйсними коефiцiєнтами. Тодi ∀K > 0

∃C > 0 таке, що при |x| > C виконується нерiвнiсть

|anxn| > K|an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + . . . + a1x + a0|.

Наслiдок 9. Для довiльного многочлена f(x) з дiйсними коефiцiєн-
тами iснує таке число C > 0, що при |x| > C знак многочлена f(x)

визначається знаком його старшого члена.
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Теорема 10. Нехай β – дiйсний корiнь многочлена з дiйсними коефi-
цiєнтами f(x) = anxn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0. Якщо

A = max (|an−1|, |an−2|, . . . , |a1|, |a0|) ,

то виконується нерiвнiсть

|β| ≤ 1 +
A

|an|
.

19. Поняття знакозмiни в системi дiйсних чисел

Нехай дано скiнчену упорядковану послiдовнiсть дiйсних чисел, на-
приклад

−5, 3, 0, 10,−4, 2,−7, 0, 8.

Викреслюємо з цiєї послiдовностi всi нулi i кожному числу ставимо у
вiдповiднiсть його знак:

− + + − + − +.

Будемо казати, що два числа в послiдовностi утворюють знакозмiну,
якщо вони стоять поруч i мають рiзнi знаки, наприклад −5 i 3.

Число всiх таких пар будемо називати числом знакозмiн в данiй по-
слiдовностi чисел (для нашої 5).

20. Система функцiй Штурма

Нехай f(x) – многочлен з дiйсними коефiцiєнтами, який не має кра-
тних коренiв, як дiйсних, так i комплексних, тобто НСД(f(x), f ′(x)) = 1.

Упорядкована система дiйсних многочленiв f0(x), f1(x), . . . , fs(x) на-
зивається системою функцiй Штурма многочлена f(x), якщо виконую-
ться умови:

1) f0(x) = f(x);

2) останнiй многочлен fs(x) не має дiйсних коренiв;

3) довiльна пара сумiжних многочленiв в цiй послiдовностi не має
спiльних коренiв;
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4) якщо x = α – дiйсний корiнь деякого промiжного многочлена
fi(x), 0 < i < s, то числа fi−1(α) i fi+1(α) рiзних знакiв;

5) якщо x = α – дiйсний корiнь многочлена f0(x) i ми рухаємося
вздовж дiйсної числової прямої злiва направо i проходимо т. x = α, то
при цьому добуток f0(x)f1(x) змiнює знак з мiнуса на плюс.
Це означає, що в деякому околi Oε(α) f0(x) має лише один корiнь α i
добуток f0(x)f1(x) має знаки "−"при x = α− ε та "+"при x = α + ε.

21. Iснування системи функцiй Штурма

Припустимо f(x) – многочлен з дiйсними коефiцiєнтами, який не має
кратних коренiв, тобто НСД(f(x), f ′(x)) = 1.

Для знаходження системи функцiй Штурма будемо шукати НСД
многочленiв f(x) i f ′(x) за допомогою алгоритму Евклiда. При цьому
на кожному кроцi залишок будемо брати з протилежним знаком.

1) За означенням покладемо f0(x) = f(x) i вiзьмемо f1(x) = f ′(x).
Виконуємо алгоритм Евклiда дляf0(x) i f1(x).
f0(x) = g1(x)f1(x) + r1(x). Покладемо f2(x) = −r1(x), а тому
f0(x) = g1(x)f1(x)− f2(x).

2) f1(x) = g2(x)f2(x) + r2(x), f3(x) = −r2(x), f1(x) = g2(x)f2(x) −
f3(x).

3) f2(x) = g3(x)f3(x) + r3(x), f4(x) = −r3(x), f2(x) = g3(x)f3(x) −
f4(x).

4) f3(x) = g4(x)f4(x) + r4(x), f5(x) = −r4(x), f3(x) = g4(x)f4(x) −
f5(x).

5) f4(x) = g5(x)f5(x) + r5(x).
Припустимо r5(x) = const 6= 0. Тодi f6(x) = −r5(x),
f4(x) = g5(x)f5(x)− f6(x).

Таким чином одержимо упорядковану систему многочленiв f0(x),

f1(x), f2(x), f3(x), f4(x), f5(x), f6(x), що задовольняє умовам системи
функцiй Штурма. Отже ми побудували систему функцiй Штурма.
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Зауваження 3. Для даного многочлена iснують i iншi системи функцiй
Штурма.

22. Теорема Штурма

Припустимо f0(x), f1(x), . . . , fs(x) – система функцiй Штурма мно-
гочлена f(x). Зафiксуємо дiйсне число x = α. Тодi одержимо послiдов-
нiсть дiйсних чисел f0(α), f1(α), . . . , fs(α). Число знакозмiн в цiй послi-
довностi будемо позначати w(α).

Теорема 11 (Штурма). Нехай f(x) – многочлен з дiйсними коефiцi-
єнтами, який не має кратних коренiв; a, b – дiйснi числа, якi не є коре-
нями многочлена f(x) i a < b; f0(x), f1(x), . . . , fs(x) – система функцiй
Штурма многочлена f(x). Тодi w(a) ≥ w(b) i число дiйсних коренiв
многочлена f(x) на iнтервалi (a, b) дорiвнює w(a)− w(b).

Зауваження 4. Теорема Штурма виконується лише для таких много-
членiв f(x) з дiйсними коефiцiєнтами, якi не мають кратних коренiв,
як дiйсних, так i комплексних.

Припустимо f(x) може мати кратнi коренi. Тодi неважко знайти та-
кий многочлен g(x) з дiйсними коефiцiєнтами, всi коренi якого кратно-
стi 1 i спiвпадають з усiма коренями f(x). Щоб позбавитись вiд кратних
коренiв у f(x), достатньо його подiлити на d(x) = НСД(f(x), f ′(x)):

g(x) =
f(x)
d(x)

.

23. Приклади

Приклад 10. Виконати дiлення з остачею: 2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x + 6 на
x2 − 3x + 1.
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Розв’язок.

2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x + 6 x2 − 3x + 1

2x4 − 6x3 + 2x2 2x2 + 3x + 11

3x3 + 2x2 − 5x

11x2 − 8x + 6

11x2 − 33x + 11

25x − 5

Отже, 2x4 − 3x3 + 4x2 − 5x + 6 = (x2 − 3x + 1)(2x2 + 3x + 11) + 25x− 5.

Приклад 11. Виконати дiлення з остачею: 2x5 − 5x3 − 8x на x + 3.

Розв’язок. Оскiльки многочлен треба подiлити на лiнiйний двучлен
вигляду x− α, скористаємося схемою Горнера.

2 0 −5 0 −8 0

−3 2 −6 13 −39 109 −327

Отже, 2x5 − 5x3 − 8x = (x + 3)(2x4 − 6x3 + 13x2 − 39x + 109)− 327.

Приклад 12. Користуючись схемою Горнера, обчислити f(x0): f(x) =

x5 + (1 + 2i)x4 − (1 + 3i)x2 + 7, x0 = −2− i.

Розв’язок.

1 1 + 2i 0 −1− 3i 0 7

−2− i 1 −1 + i 3− i −8− 4i 12 + 16i −1− 44i

Отже, f(−2− i) = −1− 44i.

Приклад 13. Користуючись схемою Горнера, розкласти многочлен
f(x) по степеням x− x0: f(x) = x4 + 2x3 − 3x2 − 4x + 1, x0 = −1.

Розв’язок. Дiлимо многочлен та всi наступнi частки на x − x0 iз
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залишком за допомогою схеми Горнера.

1 2 −3 −4 1

−1 1 1 −4 0 1

−1 1 0 −4 4

−1 1 −1 −3

−1 1 −2

−1 1

Коефiцiєнтами шуканого многочлена будуть залишки цих дiлень.

Отже, f(x) = (x + 1)4 − 2(x + 1)3 − 3(x + 1)2 + 4(x + 1) + 1.

Приклад 14. Знайти значення многочлена f(x) та його похiдних при
x = x0: f(x) = x4 + 3ix3 − 4x2 + 5ix− 1, x0 = 1 + 2i.

Розв’язок. Дiлимо многочлен та всi наступнi частки на x − x0 iз
залишком за допомогою схеми Горнера.

1 −3i −4 5i −1

1 + 2i 1 1− i −1 + i −3 + 4i −12− 2i

1 + 2i 1 2 + i −1 + 6i −16 + 8i

1 + 2i 1 3 + 3i −4 + 15i

1 + 2i 1 4 + 5i

1 + 2i 1

Значення f (k)(x0) буде дорiвнювати добутку залишку (k+1)-го дiлення
на k!, k = 0, 4.

Отже, f(1 + 2i) = (−12− 2i) · 0! = −12− 2i;
f ′(1 + 2i) = (−16 + 8i) · 1! = −16 + 8i;
f ′′(1 + 2i) = (−4 + 15i) · 2! = −8 + 30i;
f (3)(1 + 2i) = (4 + 5i) · 3! = 24 + 30i;
f (4)(1 + 2i) = 1 · 4! = 24.

Також зрозумiло, що f (k)(x0) = 0 при k ≥ 5.

Приклад 15. Чому дорiвнює показник кратностi кореня x0 = 2 для
многочлена x5 − 5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8?
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Розв’язок. Дiлимо многочлен та наступнi частки на x − x0 iз зали-
шком за допомогою схеми Горнера, доки не отримаємо ненульову оста-
чу.

1 −5 7 −2 4 −8

2 1 −3 1 0 4 0

2 1 −1 −1 −2 0

2 1 1 1 0

2 1 3 7
Кiлькiсть нульових остач буде дорiвнювати показнику кратностi кореня
x0 для даного многочлена.

Отже, показник кратностi кореня x0 = 2 для даного многочлена
дорiвнює 3.

Приклад 16. Знайти найбiльший спiльний дiльник многочленiв
f(x) = x5 − 2x4 + x3 + 7x2 − 12x + 10 та g(x) = 3x4 + 6x3 + 5x2 + 2x− 2.

Розв’язок. Щоб уникнути дробових коефiцiєнтiв при застосуваннi
алгоритму Евклiда до многочленiв з цiлими коефiцiєнтами, ми можемо
домножати або скорочувати дiлене або дiльник на будь-яке ненульове
число, причому не лише починаючи якесь iз послiдовних дiлень, а й у
процесi самого дiлення. Це, зрозумiло, буде призводити до спотворен-
ня частки, але остачi, що нас цiкавлять, будуть набувати лише деякого
множника нульового степеня, що, як нам вiдомо, допускається при вiд-
шуканнi найбiльшого спiльного дiльника.

Дiлимо f(x) на g(x), попередньо домноживши f(x) на 3:

3x5 − 6x4 + 3x3 + 21x2 − 36x + 30 3x4 − 6x3 + 5x2 + 2x− 2

3x5 − 6x4 + 5x3 + 2x2 − 2x x

−2x3 + 19x2 − 34x + 30

Таким чином, перша остача, пiсля скорочення на −1, буде r1(x) =

2x3− 19x2 + 34x− 30. Дiлимо на неї многочлен g(x), попередньо домно-
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живши його на 2:

6x4 − 12x3 + 10x2 + 4x − 4 2x3 − 19x2 + 34x− 30

6x4 − 57x3 + 102x2 − 90x 3x + 45

45x3 − 92x2 + 94x − 4

(домножаємо на 2)
90x3 − 184x2 + 188x − 8

90x3 − 855x2 + 1530x − 1350

671x2 − 1342x + 1342

Другою остачею, пiсля скорочення на 671, буде r2(x) = x2 − 2x + 2.
Дiлимо r1(x) на r2(x):

2x3 − 19x2 + 34x − 30 x2 − 2x + 2

2x3 − 4x2 + 4x 2x + 1

− 15x2 + 30x − 30

(скорочуємо на − 15)

x2 − 2x + 2

x2 − 2x + 2

0

Отже, r2(x) буде тiєю останньою остачею, на яку нацiло дiлиться попе-
редня остача. Вона, таким чином, i буде шуканим найбiльшим спiльним
дiльником:

НСД(f(x), g(x)) = x2 − 2x + 2.

Приклад 17. Використовуючи алгоритм Евклiда, пiдiбрати многочле-
ни
M1(x) та M2(x) так, щоб f1(x)M2(x) + f2(x)M1(x) = δ(x), де δ(x) –
найбiльший спiльний дiльник f1(x) та f2(x):
f1(x) = 3x7 + 6x6 − 3x5 + 4x4 + 14x3 − 6x2 − 4x + 4;
f2(x) = 3x6 − 3x4 + 7x3 − 6x + 2.

Розв’язок. Застосуємо до цих многочленiв алгоритм Евклiда, при-
чому тепер при виконаннi дiлень вже не можна допускати спотворення
часток, оскiльки цi частки використовуються при вiдшуканнi многочле-
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нiв M1(x) та M2(x).

3x7 + 6x6 − 3x5 + 4x4 + 14x3 − 6x2 − 4x + 4 3x6 − 3x4 + 7x3 − 6x + 2

3x7 − 3x5 + 7x4 − 6x2 + 2x x + 2

6x6 − 3x4 + 14x3 − 6x + 4

6x6 − 6x4 + 14x3 − 12x + 4

3x4 + 6x;

3x6 − 3x4 + 7x3 − 6x + 2 3x4 + 6x

3x6 + 6x3 x2 − 1

− 3x4 + x3 − 6x + 2

− 3x4 − 6x

x3 + 2;

3x4 + 6x x3 + 2

3x4 + 6x 3x

0.

Отримаємо таку систему рiвностей:

f1(x) = f2(x)(x + 2) + 3x4 + 6x;

f2(x) = (3x4 + 6x)(x2 − 1) + x3 + 2;

3x4 + 6x = (x3 + 2)3x.

Звiдси випливає, що

δ(x) = НСД(f1(x), f2(x)) = x3 + 2 = f2(x)− (3x4 + 6x)(x2 − 1)

= f2(x)− (f1(x)− f2(x)(x + 2))(x2 − 1)

= f1(x)(1− x2) + f2(x)(x3 + 2x2 − x− 1).

Отже,

δ(x) = x3 + 2; M1(x) = x3 + 2x2 − x− 1; M2(x) = 1− x2;

f1(x)(1− x2) + f2(x)(x3 + 2x2 − x− 1) = x2 + 2.

Приклад 18. Методом невизначених коефiцiєнтiв пiдiбрати многочле-
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ни
M1(x) та M2(x) так, щоб f1(x)M2(x) + f2(x)M1(x) = 1:
f1(x) = x4 − 4x3 + 1, f2(x) = x3 − 3x2 + 1.

Розв’язок. Запишемо многочлени з невизначеними коефiцiєнтами,
причому стM1(x) ≤ стf1(x)− 1 = 3, стM2(x) ≤ стf2(x)− 1 = 2.

M1(x) = Ax3 + Bx2 + Cx + D; M2(x) = Ex2 + Fx + G.

Тодi

(x4 − 4x3 + 1)(Ex2 + Fx + G) + (x3 − 3x2 + 1)(Ax3 + Bx2 + Cx + D) = 1.

Розкривши дужки, отримаємо

x6(E + A) + x5(F − 4E + B − 3A) + x4(G− 4F + C − 3B)

+x3(−4G + D − 3C + A) + x2(E − 3D + B) + x(F + C) + G + D = 1.

Прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях

A + E = 0;

−3A + B − 4E + F = 0;

−3B + C − 4F + G = 0;

A− 3C + D − 4G = 0;

B − 3D + E = 0;

C + F = 0;

D + G = 1.

Виразимо E,F,G з першого та двох останнiх рiвнянь

E = −A;

F = −C;

G = 1−D;

та пiдставимо в iншi рiвняння

A + B − C = 0;
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−3B + 5C −D = −1;

A− 3C + 5D = 4;

−A + B − 3D = 0.

Розв’яжемо отриману систему методом Гаусса.
1 1 −1 0 0

0 −3 5 −1 −1

1 0 −3 5 4

−1 1 0 −3 0

 ∼


1 1 −1 0 0

0 −3 5 −1 −1

0 −1 −2 5 4

0 2 −1 −3 0



∼


1 0 −3 5 4

0 1 2 −5 −4

0 0 11 −16 −13

0 0 −5 7 8

 ∼


1 0 0 −1 13

0 1 0 −1 −10

0 0 1 −2 3

0 0 0 −3 23



∼



1 0 0 0
16
3

0 1 0 0 −53
3

0 0 1 0 −37
3

0 0 0 1 −23
3


.

Отже, A =
16
3

, B = −53
3

, C = −37
3

, D = −23
3

, E = −16
3

, F =
37
3

,

G =
26
3

.

Таким чином,

M1(x) =
16x3 − 53x2 − 37x− 23

3
; M2(x) =

−16x2 + 37x + 26
3

.

Приклад 19. Розкласти многочлен на лiнiйнi множники: x3 − 6x2 +

11x− 6.

Розв’язок. Легко бачити, що x1 = 1 є коренем цього многочлена.
Подiлимо його на x− 1 за допомогою схеми Горнера.

1 −6 11 −6

1 1 −5 6 0
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Отже, x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x2 − 5x + 6).

Розглянемо x2 − 5x + 6 = 0. За теоремою Вiєта, його коренi x2 = 2,
x3 = 3.

Таким чином, x3 − 6x2 + 11x− 6 = (x− 1)(x− 2)(x− 3).

Приклад 20. Розкласти на незвiднi дiйснi множники многочлен x4+4.

Розв’язок. Видiлимо повний квадрат.

x4 + 4 = x4 + 4x2 + 4− 4x2 = (x2 + 2)2 − (2x)2

= (x2 − 2x + 2)(x2 + 2x + 2).

Дискримiнант обох множникiв D = 4− 8 = −4 < 0, тому цi многочлени
незвiднi над полем дiйсних чисел.

Отже, x4 + 4 = (x2 − 2x + 2)(x2 + 2x + 2).

Приклад 21. Вiдокремити кратнi множники многочлена:
f(x) = x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 72x + 27.

Розв’язок.

f ′(x) = 6x5 − 60x3 + 24x2 + 102x− 72 = 6(x5 − 10x3 + 4x2 + 17x− 12).

Шукаємо d1(x) = НСД(f(x), f ′(x)).

x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 72x + 27 x5 − 10x3 + 4x2 + 17x− 12

x6 − 10x4 + 4x3 + 17x2 − 12x x

− 5x4 + 4x3 + 34x2 − 60x + 27

5x5 − 50x3 + 20x2 + 85x − 60 5x4 − 4x3 − 34x2 + 60x− 27

5x5 − 4x4 − 34x3 + 60x2 − 27x x + 1

4x4 − 16x3 − 40x2 + 112x − 60

x4 − 4x3 − 10x2 + 28x − 15

5x4 − 20x3 − 50x2 + 140x − 75

5x4 − 4x3 − 34x2 + 60x − 27

− 16x3 − 16x2 + 80x − 48

x3 + x2 − 5x + 3
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5x4 − 4x3 − 34x2 + 60x − 27 x3 + x2 − 5x + 3

5x4 + 5x3 − 25x2 + 15x 5x− 9

− 9x3 − 9x2 + 45x − 27

− 9x3 − 9x2 + 45x − 27

0

d1(x) = x3 + x2 − 5x + 3.

d′1(x) = 3x2 + 2x− 5. Шукаємо d2(x) = НСД(d1(x), d′1(x)).

3x3 + 3x2 − 15x + 9 3x2 + 2x− 5

3x3 + 2x2 − 5x x + 1

x2 − 10x + 9

3x2 − 30x + 27

3x2 + 2x − 5

− 32x + 32

x − 1

3x2 + 2x − 5 x− 1

3x2 − 3x 3x + 5

5x − 5

5x − 5

0

Отже, d2(x) = x− 1.

d′2(x) = 1. d3(x) = НСД(d2(x), d′2(x)) = 1.
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Далi

x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 72x + 27 x3 + x2 − 5x + 3

x6 + x5 − 5x4 + 3x3 x3 − x2 − 9x + 9

− x5 − 10x4 + 5x3 + 51x2

− x5 − x4 + 5x3 − 3x2

− 9x4 + 54x2 − 72x

− 9x4 − 9x3 + 45x2 − 27x

9x3 + 9x2 − 45x + 27

9x3 + 9x2 − 45x + 27

0

Отже, E1(x) =
f(x)
d1(x)

= x3 − x2 − 9x + 9.

x3 + x2 − 5x + 3 x− 1

x3 − x2 x2 + 2x− 3

2x2 − 5x

2x2 − 2x

− 3x + 3

− 3x + 3

0

Отже, E2(x) =
d1(x)
d2(x)

= x2 + 2x− 3.

E3(x) =
d2(x)
d3(x)

= x− 1.

Нарештi,

x3 − x2 − 9x + 9 x2 + 2x− 3

x3 + 2x2 − 3x x− 3

− 3x2 − 6x + 9

− 3x2 − 6x + 9

0

Отже, X1(x) =
E1(x)
E2(x)

= x− 3.
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x2 + 2x − 3 x− 1

x2 − x x + 3

3x − 3

3x − 3

0

Отже, X2(x) =
E2(x)
E3(x)

= x + 3.

X3(x) = E3(x) = x− 1.
Таким чином, f(x) = X1(x)X2

2 (x)X3
3 (x) = (x− 3)(x + 3)2(x− 1)3.

Приклад 22. Знайти рацiональнi коренi многочлена:
f(x) = 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x + 12.

Розв’язок. Шукаємо рацiональнi коренi f(x) у виглядi нескоротного
дробу

p

q
. Тодi p | 12, q | 6.

Можливi значення
для p: 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, 6,−6, 12,−12;
для q: 1, 2, 3, 6 (знак вважаємо приєднаним до чисельника);

для
p

q
: 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, 6,−6, 12,−12,

1
2
,−1

2
,
3
2
,−3

2
,
1
3
,−1

3
,
2
3
, −2

3
,

4
3
, −4

3
,
1
6
,−1

6
.

Скористаємося схемою Горнера

6 19 −7 −26 12

1 6 25 18 −8 4

Отже, f(1) = 4. Тому p− q | 4.
Вiдкидаються можливостi

p

q
= 1,−2, 4,−4, 6,−6, 12,−12,−1

2
,−3

2
,−2

3
,−4

3
,
1
6
,−1

6
.

Залишаються можливостi
p

q
= −1, 2, 3,−3,

1
2
,
3
2
,
1
3
,−1

3
,
2
3
,
4
3
.

6 19 −7 −26 12

−1 6 13 −20 −6 18
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Отже, f(−1) = 18. Тому p + q | 18.

Вiдкидаються можливостi
p

q
= −1, 3,

3
2
,
1
3
,
2
3
,
4
3
.

Залишаються можливостi
p

q
= 2,−3,

1
2
,−1

3
.

6 19 −7 −26 12

2 6 31 55 84 180

−3 6 1 −10 4 0
1
2

6 4 −8 0

−1
3

6 2 −26
3

Отже, f(2) 6= 0, f(−1
3
) 6= 0, f(−3) = 0, f(

1
2
) = 0.

Таким чином, многочлен f(x) має 2 рацiональнi коренi: x1 = −3,

x2 =
1
2
.

Приклад 23. Скласти ряд Штурма та вiдокремити коренi многочлена:
f(x) = x4 − 2x3 − 4x2 + 5x + 5.

Розв’язок. Для знаходження системи функцiй Штурма будемо шука-
ти НСД многочленiв f(x) i f ′(x) за допомогою алгоритму Евклiда. При
цьому на кожному кроцi залишки будемо брати з протилежним знаком,
а в процесi дiлення, якщо потрiбно, домножати або скорочувати дiлене
або дiльник на додатнi числа.
f0(x) = f(x) = x4 − 2x3 − 4x2 + 5x + 5.
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f1(x) = f ′(x) = 4x3 − 6x2 − 8x + 5.

4x4 − 8x3 − 16x2 + 20x + 20 4x3 − 6x2 − 8x + 5

4x4 − 6x3 − 8x2 + 5x x− 1

− 2x3 − 8x2 + 15x + 20

− 4x3 − 16x2 + 30x + 40

− 4x3 + 6x2 + 8x − 5

− 22x2 + 22x + 45

f2(x) = 22x2 − 22x− 45.

44x3 − 66x2 − 88x + 55 22x2 − 22x− 45

44x3 − 44x2 − 90x 2x− 1

− 22x2 + 2x + 55

− 22x2 + 22x + 45

− 20x + 10

− 2x + 1

f3(x) = 2x− 1.
22x2 − 22x − 45 2x− 1

22x2 − 11x 11x− 11

− 11x − 45

− 22x − 90

− 22x + 11

−101

− 1
f4(x) = 1.

Отже, системою функцiй Штурма для многочлена f(x) буде
f0(x) = f(x) = x4 − 2x3 − 4x2 + 5x + 5;
f1(x) = 4x3 − 6x2 − 8x + 5;
f2(x) = 22x2 − 22x− 45;
f3(x) = 2x− 1;
f4(x) = 1.

Знайдемо кiлькiсть знакозмiн w(c) в цiй системi при c = −∞ та
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c = +∞.

c f0(c) f1(c) f2(c) f3(c) f4(c) w(c)

−∞ + − + − + 4

+∞ + + + + + 0

Таким чином, при переходi вiд −∞ до +∞ система функцiй Штурма
втрачає 4 знакозмiни, тому многочлен f(x) має рiвно 4 дiйснi коренi.
Для визначення положення цих коренiв продовжимо попередню табли-
цю.

c f0(c) f1(c) f2(c) f3(c) f4(c) w(c)

−2 + − + − + 4

−1 − + − − + 3

0 + + − − + 2

1 + − − + + 2

2 − − − + + 1

3 + + + + + 0
Таким чином, система функцiй Штурма многочлена f(x) втрачає по
однiй знакозмiнi при переходi вiд −2 до −1, вiд −1 до 0, вiд 1 до 2 та вiд 2
до 3. Отже, коренi цього многочлена лежать в iнтервалах x1 ∈ (−2,−1),
x2 ∈ (−1, 0), x3 ∈ (1, 2), x4 ∈ (2, 3).
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