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Ðîçäië 1

Äåÿêi áàçîâi ïîíÿòòÿ òåîði¨

éìîâiðíîñòåé

Íåõàé (Ω,F ,P) ¹ éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì. Òóò (Ω,F) ¹ âèìiðíèì ïðîñòîðîì, òîáòî

ìíîæèíîþ Ω òî÷îê ç âèäiëåíîþ íà íié ñèñòåìîþ ïiäìíîæèí F , ùî óòâîðþ¹ σ-àëãåáðó:
F ìiñòèòü ïîðîæíþ ìíîæèíó i ¹ çàìêíåíîþ âiäíîñíî óòâîðåííÿ äîïîâíåíü òà çëi÷åííèõ

îá'¹äíàíü. Ìíîæèíè ç F íàçèâàþòü âèïàäêîâèìè ïîäiÿìè. Éìîâiðíiñíà ìiðà P êîæíié

âèïàäêîâié ïîäi¨A ∈ F ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî P(A), ùî íàçèâà¹òüñÿ éìîâiðíiñòþ

ïîäi¨ A, çà òàêèìè ïðàâèëàìè:

1. P(A) ≥ 0;

2. P(Ω) = 1;

3. P(
⋃
iAi) =

∑
i P(Ai) äëÿ äîâiëüíî¨ çëi÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîäié (Ai), ùî íå ïåðå-

òèíàþòüñÿ.

Ôóíêöiÿ η = η(ω), ùî ¹ âèçíà÷åíîþ íà âèìiðíîìó ïðîñòîði (Ω,F) i íàáóâà¹ äiéñíèõ

çíà÷åíü, íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêùî âîíà ¹ F -âèìiðíîþ, òîáòî {ω : η(ω) ∈
B} ∈ F äëÿ äîâiëüíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè B íà ïðÿìié.

1.1. Ëåìà Áîðåëÿ-Êàíòåëëi

Äëÿ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ ïîäié (An)n∈N âèçíà÷èìî

lim
n→∞

An =
⋃
n≥1

⋂
k≥n

Ak = lim
n→∞

⋂
k≥n

Ak òà lim
n→∞

An =
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Ak = lim
n→∞

⋃
k≥n

Ak, (1.1)

ïðè öüîìó äðóãi ðiâíîñòi ïîÿñíþþòüñÿ òèì, ùî
⋂
k≥nAk íå ñïàäà¹, à

⋃
k≥nAk íå çðîñòà¹

ïî n. Ó áiëüø çâè÷íèõ éìîâiðíiñíèõ òåðìiíàõ öi âèïàäêîâi ïîäi¨ çàïèñóþòüñÿ òàê

lim
n→∞

An = {ω : ω ∈ An äëÿ âñiõ n, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi};
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lim
n→∞

An = {ω : ω ∈ An äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi n} =: {ω : ω ∈ An í.÷.}, (1.2)

äå "í.÷." ¹ ñêîðî÷åííÿì äëÿ "íåñêií÷åííî ÷àñòî". Äëÿ äîâåäåííÿ, íàïðèêëàä, ôîðìóëè

(1.2) ïîêëàäåìî A := {ω : ω ∈ An í.÷.}. Âêëþ÷åííÿ ω ∈ A ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n çíàéäåòüñÿ íàòóðàëüíå k ≥ n òàêå, ùî ω ∈ Ak.
Îñòàíí¹ åêâiâàëåíòíå òîìó, ùî ω ∈

⋃
k≥nAk äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n, ùî, ó ñâîþ

÷åðãó, åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî ω ∈
⋂
n≥1

⋃
k≥nAk.

Çàçíà÷èìî, íàðåøòi, ùî(
lim
n→∞

An
)c

= lim
n→∞

Acn òà
(

lim
n→∞

An
)c

= lim
n→∞

Acn, (1.3)

äå âåðõíié iíäåêñ c ïîçíà÷à¹ äîïîâíåííÿ, òîáòî Ac = Ω\A. Ïåðøà ç öèõ ðiâíîñòåé

ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òàê:(
lim
n→∞

An
)c

=

( ⋃
n≥1

⋂
k≥n

Ak

)c
=
⋂
n≥1

( ⋂
k≥n

Ak

)c
=
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Ack = lim
n→∞

Acn.

Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi ¹ àíàëîãi÷íèì.

Ç óðàõóâàííÿì äðóãî¨ ðiâíîñòi ó (1.3)(
lim
n→∞

An
)c

= {ω : ω ∈ Acn äëÿ âñiõ n, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi},

òîìó íà ïiäòâåðäæåííÿ íàøèõ iíòó¨òèâíèõ î÷iêóâàíü(
lim
n→∞

An
)c

= {ω : ω ∈ An äëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi n} =: {ω : ω ∈ An ñ.÷.},

äå "ñ.÷." ¹ ñêîðî÷åííÿì äëÿ "ñêií÷åííî ÷àñòî".

Íàâåäåíå íèæ÷å òâåðäæåííÿ, ùî íàçèâà¹òüñÿ ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi, à òàêîæ çàêîí

"íóëÿ òà îäèíèöi" Êîëìîãîðîâà (òåîðåìà 5) ¹ êëþ÷îâèìè ðåçóëüòàòàìè òåîði¨ éìîâið-

íîñòåé.

Òåîðåìà 1. ßêùî (An)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ ïîäié òàêèõ, ùî
∑

n≥1 P(An) <

∞, òî P{An í.÷.} = 0. ßêùî âèïàäêîâi ïîäi¨ (An)n∈N ¹ íåçàëåæíèìè, òà
∑

n≥1 P(An) =

∞, òî P{An í.÷.} = 1.

Äîâåäåííÿ. ⇒. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ôóáiíi, ðîáèìî âèñíîâîê E
∑

n≥1 1An =∑
n≥1 P(An) < ∞, òîáòî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ÷èñëà ïîäié, ùî âiäáóëèñÿ, ¹ ñêií÷åí-

íèì, îòæå, ÷èñëî ïîäié, ùî âiäáóëèñÿ ¹ ì.í. ñêií÷åííèì. Öå îçíà÷à¹, ùî P{An í.÷.} = 0.

⇐. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî N ≥ n ìà¹ìî

P
( N⋂
k=n

Ack

)
=

N∏
k=n

(
1− P(Ak)

)
≤

N∏
k=n

exp
(
− P(Ak)

)
= exp

(
−

N∑
k=n

P(Ak)

)
,

äå ïåðøà ðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ íåçàëåæíiñòþ, à íåðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì 1 − x ≤ e−x,

x ≥ 0. Ñïðÿìîâóþ÷è N → ∞ ç óðàõóâàííÿì ðîçáiæíîñòi ðÿäó
∑

n≥1 P(An), îòðèìó¹ìî

P
(⋂

k≥nA
c
k

)
= 0, åêâiâàëåíòíî, P

(⋃
k≥nAk

)
= 1. Îñòàíí¹ ãàðàíòó¹ P{An í.÷.} = 1.
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Áåç ïðèïóùåííÿ íåçàëåæíîñòi îáåðíåíà ÷àñòèíà ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëi ìîæå íå âè-

êîíóâàòèñÿ.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé R ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì íà [0,1]. Ïî-

êëàäåìî An := {R < n−1/2}, n ∈ N. Ç îäíîãî áîêó,
∑

n≥1 P(An) =
∑

n≥1 n
−1/2 = ∞, ç

iíøîãî �
⋂
n≥1

⋃
k≥nAk =

⋂
n≥1An = {R < 0} = �, îòæå, P{An í.÷.} = 0.

1.2. Çàêîí "íóëÿ òà îäèíèöi" Êîëìîãîðîâà

Íåõàé (ηn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî ¹ çàäàíèìè íà îäíîìó éìîâið-

íiñíîìó ïðîñòîði. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç F ′n := σ(ηn, ηn+1, . . .) σ-àëãåáðó,

ïîðîäæåíó âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ηn, ηn+1, . . .. Êëàñ ìíîæèí

T :=
⋂
n≥1

F ′n

¹ σ-àëãåáðîþ ÿê ïåðåòèí çëi÷åíîãî ÷èñëà σ-àëãåáð.

Îçíà÷åííÿ 3. σ-àëãåáðà T íàçèâà¹òüñÿ çàëèøêîâîþ σ-àëãåáðîþ. Ïîäi¨ A ∈ T íàçèâà-

þòüñÿ çàëèøêîâèìè ïîäiÿìè.

Öÿ òåðìiíîëîãiÿ ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïîäi¨, ùî íàëåæàòü T , íå çàëåæàòü âiä çíà÷åíü
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí η1, . . . , ηn äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N, à âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå çíà÷åííÿìè
åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi (ηk)k∈N ç "íåñêií÷åííî âåëèêèìè iíäåêñàìè".

Íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ çàëèøêîâèõ òà íåçàëèøêîâèõ ïîäié.

Ïðèêëàä 4. (a) A1 := {ω :
∑

n≥1 ηn(ω) çáiãà¹òüñÿ} ∈ T . Äiéñíî, ðÿä
∑

n≥1 ηn(ω) çáiãà¹-

òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∑

n≥k ηn(ω) äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N. Îòæå,

{ω :
∑
n≥1

ηn(ω) çáiãà¹òüñÿ} = {ω :
∑
n≥k

ηn(ω) çáiãà¹òüñÿ} ∈ F ′k

äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N. Òîìó A1 ∈ ∩k≥1F ′k = T .
(á) A2 := {ω : ηn(ω) > 100 í.÷.} ∈ T . Äiéñíî,

A2 = ∩n≥1 ∪j≥n {ω : ηj(ω) > 100} = ∩n≥k ∪j≥n {ω : ηj(ω) > 100} ∈ F ′k

äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N. Òîìó A2 ∈ ∩k≥1F ′k = T .
(â) A3 := {ω : lim

n→∞
(η1(ω)+. . .+ηn(ω)) = −∞} ∈ T . Äiéñíî, {ω : lim

n→∞
(η1(ω)+. . .+ηn(ω)) =

−∞} = {ω : lim
n→∞

(ηk(ω) + . . . + ηn(ω)) = −∞} ∈ F ′k äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N. Òîìó

A3 ∈ ∩k≥1F ′k = T . Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî òàêi ïîäi¨ ¹ çàëèøêîâèìè:

{ω : lim
n→∞

(η1(ω) + . . .+ ηn(ω)) > −∞};

{ω : lim
n→∞

(η1(ω) + . . .+ ηn(ω)) = +∞};

{ω : lim
n→∞

η1(ω)+...+ηn(ω)
n

iñíó¹}.
(ã) Ïîäi¨ {ηn = 0 äëÿ âñiõ n ∈ N} òà { lim

n→∞
(η1 + . . .+ ηn) iñíó¹ òà íå ïåðåâèùó¹ 1} íå ¹

çàëèøêîâèìè, îñêiëüêè iñòîòíî çàëåæàòü âiä çíà÷åííÿ η1.
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Íàâåäåíèé íèæ÷å ðåçóëüòàò íàçèâà¹òüñÿ çàêîíîì "íóëÿ òà îäèíèöi"Êîëìîãîðîâà.

Òåîðåìà 5. ßêùî (ηn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òî éìî-

âiðíiñòü çàëèøêîâî¨ ïîäi¨ äîðiâíþ¹ àáî íóëåâi, àáî îäèíèöi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ n ∈ N ïîêëàäåìî Fn := σ(η1, . . . , ηn). ßêùî A ∈ T , òî A ∈ σ(∪n≥1Fn)

âíàñëiäîê âêëþ÷åííÿ T ⊆ σ(∪n≥1Fn). Îñêiëüêè ∪n≥1Fn ¹ àëãåáðîþ, òî çà ëåìîþ 196

äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 P(A4B) ≤ ε äëÿ äåÿêî¨ ïîäi¨ B ∈ ∪n≥1Fn. Çîêðåìà, B ∈ Fn−1

äëÿ äåÿêîãî n ∈ N\{1}. σ-àëãåáðè Fn−1 òà F ′n íåçàëåæíi, à, îòæå, i σ-àëãåáðè Fn−1 òà

T íåçàëåæíi, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî A íå çàëåæèòü âiä Fn−1 i, îòæå, âiä B.

Âíàñëiäîê ðiâíîñòi P(A) = P(B) + P(A ∩Bc)− P(Ac ∩B), ìà¹ìî

|P(A)− P(B)| ≤ P(A4B) ≤ ε.

Êðiì òîãî, P(A)− P(A ∩B) = P(A ∩Bc) ≤ P(A4B) ≤ ε. Îòæå,

P(A)− ε ≤ P(A ∩B) = P(A)P(B) ≤ P(A)(P(A) + ε)

i, ÿê íàñëiäîê, 0 ≤ P(A)(1 − P(A)) ≤ ε(1 + P(A)). Ñïðÿìîâóþ÷è ε ↓ 0, îòðèìó¹ìî

áàæàíå.

1.3. Çáiæíiñòü ìàéæå íàïåâíî òà çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ

Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè η, η1, η2, . . . çàäàíi íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði.

Ïîñëiäîâíiñòü (ηn) çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η, ÿêùî

lim
n→∞

P{|ηn − η| > ε} = 0 äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0. Ïîçíà÷åííÿ ηn
P→ η ïðè n→∞.

Ïîñëiäîâíiñòü (ηn) çáiãà¹òüñÿ äî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η ìàéæå íàïåâíî, ÿêùî P{ω :

lim
n→∞

ηn(ω) = η(ω)} = 1. Ïîçíà÷åííÿ ηn
1→ η ïðè n→∞.

Ïåðøèé ðåçóëüòàò öüîãî ïiäðîçäiëó äà¹ åêâiâàëåíòíi (àëå áiëüø ïðîñòi) îçíàêè çái-

æíîñòi ìàéæå íàïåâíî.

Ëåìà 7. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè η, η1, η2, . . . çàäàíi íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðî-

ñòîði. Òàêi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(1) lim
n→∞

ηn = η ìàéæå íàïåâíî;

(2) lim
n→∞

P{|ηn − η| > ε í.÷.} = 0 äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0;

(3) lim
n→∞

sup
k≥n
|ηk − η| = 0 çà éìîâiðíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî Ak := {ω : |ηn(ω)− η(ω)| > 1/k í.÷.} äëÿ k ∈ N òà A :=
⋃
k≥1Ak.

(2)⇒(1). Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì P(Ack) = 1 äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Îòæå, i P(Ac) = 1.

ßêùî ω ∈ Ac =
⋂
k≥1A

c
k, òî íåðiâíîñòi |ηn(ω) − η(ω)| > 1/k âèêîíóþòüñÿ òiëüêè äëÿ

ñêií÷åííîãî ÷èñëà n äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Öå îçíà÷à¹, ùî Ac ⊆ {ω : lim
n→∞

ηn(ω) = η(ω)} i,
îòæå, 1 = P(Ac) ≤ P{ω : lim

n→∞
ηn(ω) = η(ω)}. Òàêèì ÷èíîì, lim

n→∞
ηn = η ì.í.
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(1)⇒(2). ßêùî lim
n→∞

ηn(ω) = η(ω), òî ω ∈ Ack äëÿ âñiõ k ∈ N, i, îòæå, ω ∈ Ac. Òàêèì

÷èíîì, {ω : lim
n→∞

ηn(ω) = η(ω)} ⊆ Ac i, ÿê íàñëiäîê, P(Ac) = 1. Îñòàíí¹ ¹ åêâiâàëåíòíèì

òîìó, ùî P(Ak) = 1 äëÿ êîæíîãî k ∈ N.
(2)⇔(3). Öÿ åêâiâàëåíòíiñòü âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

lim
n→∞

P{sup
k≥n
|ηk − η| > ε} = lim

n→∞
P{
⋃
k≥n

(|ηk − η| > ε)} = P{|ηn − η| > ε í.÷.},

ùî âèêîíóþòüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ôîðìóë (1.1) òà

(1.2).

Íàñëiäîê 8. ßêùî lim
n→∞

ηn = η ìàéæå íàïåâíî, òî lim
n→∞

ηn = η çà éìîâiðíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Áàæàíå âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

0 ≤ |ηn − η| ≤ sup
k≥n
|ηk − η| ì.í.

i òîãî, ùî ïðè n→∞ ïðàâà ÷àñòèíà çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ çà éìîâiðíiñòþ.

Òâåðäæåííÿ 9. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè η, η1, η2, . . . çàäàíi íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði. Òàêi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(à) lim
n→∞

ηn = η çà éìîâiðíiñòþ;

(á) ïîñëiäîâíiñòü (ηn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ çà éìîâiðíiñòþ, òîáòî

lim
n,m→∞

P{|ηn − ηm| > ε} = 0

äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0.

Êðiì òîãî, áóäü-ÿêà ç öèõ óìîâ ãàðàíòó¹

(â) lim
k→∞

ηnk = η ìàéæå íàïåâíî äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (nk).

Äîâåäåííÿ. (a)⇒(á). Ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ

{|ηn − ηm| > ε} ⊆ {|ηn − η| > ε/2} ∪ {|ηm − η| > ε/2}.

Äiéñíî, ïåðåõîäÿ÷è äî äîïîâíåíü, áà÷èìî, ùî ç óìîâ |ηn − η| ≤ ε/2 òà |ηm − η| ≤ ε/2

âèïëèâà¹ |ηn − ηm| ≤ |ηn − η|+ |ηm − η| ≤ ε çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà. Îòæå,

P{|ηn − ηm| > ε} ≤ {|ηn − η| > ε/2}+ P{|ηm − η| > ε/2},

i çà óìîâè ηn
P→ η ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n,m→∞.

(à) àáî (á)⇒(â). Âíàñëiäîê âæå äîâåäåíî¨ iìïëiêàöi¨ (à)⇒(á) ìîæåìî ââàæàòè, ùî ïî-

ñëiäîâíiñòü (ηn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ çà éìîâiðíiñòþ. Ïîêëàäåìî n1 = 1 òà âèçíà÷èìî

çà iíäóêöi¹þ nk ÿê íàéìåíøå íàòóðàëüíå n > nk−1, äëÿ ÿêîãî

P{|ηi − ηj| > 2−k} ≤ 2−k

ïðè i ≥ n òà j ≥ n. Òîäi∑
k≥1

P{|ηnk+1
− ηnk | > 2−k} ≤

∑
k≥1

2−k <∞,
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i çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi (òåîðåìà 1) P{|ηnk+1
− ηnk | > 2−k í.÷.} = 0. Çãiäíî ç

ôîðìóëîþ (1.3) P
(

lim
k→∞
{|ηnk+1

− ηnk | ≤ 2−k}
)

= 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ç éìîâiðíiñòþ îäèí

|ηnk+1
− ηnk | ≤ 2−k äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ k. Òîìó, ïîêëàâøè

N := {ω :
∑
k≥1

|ηnk+1
(ω)− ηnk(ω)| =∞},

ìà¹ìî P(N) = 0. Âèçíà÷èâøè âèïàäêîâó âåëè÷èíó η(ω) ðiâíîñòÿìè η(ω) := ηn1(ω) +∑
k≥1

(
ηnk+1

(ω) − ηnk(ω)
)
äëÿ ω ∈ N c, òà η(ω) := 0 äëÿ ω ∈ N , ìà¹ìî lim

k→∞
ηnk(ω) = η(ω)

äëÿ ω ∈ N c. Îòæå, lim
k→∞

ηnk = η ì.í.

(à)⇐(á). Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (ηn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ çà éìîâiðíiñòþ. Çãiäíî ç ïîïåðå-

äíüîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ ìè çíà¹ìî, ùî

lim
k→∞

ηnk = η ìàéæå íàïåâíî (1.4)

äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (nk) òà äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η. Çàëèøà¹òüñÿ çàïèñàòè

P{|ηn − η| > ε} ≤ P{|ηn − ηnk | > ε/2}+ P{|ηnk − η| > ε/2}

òà çàçíà÷èòè, ùî ôóíäàìåíòàëüíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ãàðàíòó¹ òå, ùî ïåðøèé äîäàíîê

ïðàâî¨ ÷àñòèíè çáiãà¹òüñÿ äî 0 ïðè n, k →∞, à äðóãèé äîäàíîê çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ïðè

k →∞ ç óðàõóâàííÿì (1.4) òà íàñëiäêó 8.

Ç iìïëiêàöi¨ (à)⇒(â) ïîïåðåäíüî¨ ëåìè âèïëèâà¹ òàêèé ôàêò: ÿêùî ηn
P→ η, òî

P{ lim
n→∞

ηn ≤ η ≤ lim
n→∞

ηn} = 1. (1.5)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó áiëüøîãî ñòâåðäæóâàòè íåìîæíà, òîáòî çái-

æíiñòü çà éìîâiðíiñòþ íå ¹ åêâiâàëåíòíîþ çáiæíîñòi ìàéæå íàïåâíî. Íà ïiäòâåðäæåííÿ

öüîãî ïîëîæåííÿ íèæ÷å íàâåäåíî äâà êîíêðåòíi ïðèêëàäè. Iíøi ïðèêëàäè òàêîãî ðîäó

íàâåäåíî ó çàäà÷i 16.

Ïðèêëàä 10. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè (ηn)n∈N ¹ íåçàëåæíèìè òà çàäàíèìè íà îäíîìó

éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði, ïðè öüîìó P{ηn = 1} = pn òà P{ηn = 0} = 1− pn.
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1) P{ηn > ε} = pn, òî ηn

P→ 0 òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè lim
n→∞

pn = 0. Çãiäíî ç ëåìîþ 7 ηn
1→ 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè P{ηn > ε í.÷.} = 0.

Òîìó çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi ηn
1→ 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

∑
n≥1 pn < ∞. Îòæå,

ÿêùî, íàïðèêëàä, pn = n−1/2, òî ηn çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ, ïðîòå íå çáiãà¹òüñÿ ìàéæå

íàïåâíî.

Ïðèêëàä 11. Íåõàé (ηn)n∈N ¹ çàäàíèìè íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði íåçàëåæíèìè

âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè çi ñòàíäàðòíèì ïîêàçíèêîâèì ðîçïîäiëîì P{ηn > x} = e−x,

x > 0. Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ηn/ lnn
P→ 0. Ìè ïîêàæåìî, ùî

lim
n→∞

ηn
lnn

= 0 ìàéæå íàïåâíî òà lim
n→∞

ηn
lnn

= 1 ìàéæå íàïåâíî. (1.6)

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíå òàêèì:
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(I) äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ηn/ lnn ≤ 1 + ε äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n;

(II) äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ηn/ lnn > 1 − ε íåñêií÷åííî ÷àñòî, òîáòî äëÿ íåñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi n.

Çàçíà÷èìî, ùî (I) îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 íå iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíîñòi (nk)

òàêî¨, ùî lim
k→∞

(ηnk/ lnnk) iñíó¹ òà ¹ áiëüøèì çà 1 + ε, à (II) îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî

ε > 0 iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (nk) òàêà, ùî lim
k→∞

(ηnk/ lnnk) iñíó¹ òà ¹ áiëüøèì çà 1− ε.
Òàêèì ÷èíîì, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü{

lim
n→∞

ηn
lnn

= 1

}
=

(⋂
k≥1

(
lim
n→∞

{
ηn

lnn
≤ 1 + εk

}))⋂(⋂
k≥1

{
ηn

lnn
> 1− εk í.÷.

})
äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (εk), ùî ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè k → ∞. Âíàñëiäîê òîãî, ùî

P(∩k≥1Ak) = 1, ÿêùî P(Ak) = 1, k ∈ N, äîñòàòíüî äîâåñòè

P
(

lim
n→∞

{ηn/ lnn ≤ 1 + ε}
)

= P{ηn/ lnn > 1− ε í.÷.} = 1

äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1).

Îñêiëüêè ∑
n≥1

P{ηn/ lnn > 1− ε} =
∑
n≥1

e−(1−ε) lnn =
∑
n≥1

n−(1−ε) =∞,

òî P{ηn/ lnn > 1− ε í.÷.} = 1 çà îáåðíåíîþ ÷àñòèíîþ ëåìè Áîðåëÿ-Êàíòåëëi (òåîðåìà

1). Ïîäiáíèì ÷èíîì ∑
n≥1

P{ηn/ lnn > 1 + ε} =
∑
n≥1

n−(1+ε) <∞.

Îòæå, P
(

lim
n→∞

{ηn/ lnn > 1+ε}
)

= P{ηn/ lnn > 1+ε í.÷.} = 0 çà ïðÿìîþ ÷àñòèíîþ ëåìè

Áîðåëÿ-Êàíòåëëi. Òîìó

P
(

lim
n→∞

{ηn/ lnn ≤ 1 + ε}
)

= 1− P
(

lim
n→∞

{ηn/ lnn ≤ 1 + ε}c
)

= 1

çãiäíî ç (1.3). Öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ äðóãîãî ñïiââiäíîøåííÿ ó (1.6). Ïåðøå ñïiââiäíî-

øåííÿ ó (1.6) âèïëèâà¹ çi çáiæíîñòi ηn/ lnn
P→ 0 òà ôîðìóëè (1.5).

Çàëèøîê öüîãî ïiäðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíèé îáãîâîðåííþ òðüîõ âèïàäêiâ, ó ÿêèõ çái-

æíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ¹ åêâiâàëåíòíîþ çáiæíîñòi ìàéæå íàïåâíî.

(I). Íåõàé (ηn)n∈N ¹ ìîíîòîííîþ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, çàäàíèõ íà îäíîìó

éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði, à η ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, çàäàíîþ íà òîìó æ ïðîñòîði. Òîäi

çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ηn
P→ η ¹ åêâiâàëåíòíîþ çáiæíîñòi ìàéæå íàïåâíî ηn

1→ η.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (ηn) íå ñïàäà¹, òî sup
k≥n
|ηk − η| = η − ηn, òîìó çáiæíiñòü

çà éìîâiðíiñòþ P{|ηn − η| > ε} = P{η − ηn > ε} → 0 ïðè n → ∞ ¹ åêâiâàëåíòíîþ

çáiæíîñòi ì.í. çà åêâiâàëåíòíiñòþ (1)⇔(3) ëåìè 7. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (ηn) íå çðîñòà¹,

òî sup
k≥n
|ηk − η| = ηn − η, i çàñòîñîâíi òi æ ìiðêóâàííÿ, ùî i âèùå.
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(II). Íåõàé (ηn)n∈N0 ¹ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, çàäàíèõ íà éìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði (Ω,F ,P), äå Ω ìiñòèòü çëi÷åíó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, à F = {âñi ïiäìíîæèíè Ω}.
Òîäi çáiæíiñòü çà éìîâiðíiñòþ ηn

P→ η0 ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü ìàéæå íàïåâíî ηn
1→ η0.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî A := {ω : lim
n→∞

ηn(ω) = η0(ω)} òà ïðèïóñòèìî, ùî P(A) < 1,

åêâiâàëåíòíî, P(Ac) > 0. Îòæå, çíàéäåòüñÿ åëåìåíò ω0 ∈ Ac òàêèé, ùî P{ω0} = δ > 0.

Äiéñíî, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî P{ω} = 0 äëÿ âñiõ ω ∈ Ac, òî P(Ac) = 0 âíàñëiäîê

çëi÷åíîñòi Ac. Äàëi, òå, ùî ω0 ∈ Ac ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ ε > 0 òà ïiäïîñëiäîâíîñòi (nj)j∈N

òàêèõ, ùî |ηnj(ω0) − η0(ω0)| > ε, j ∈ N. Îòæå, P{|ηnj − η0| > ε} ≥ P{ω0} = δ > 0, ùî

ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ηn
P→ η0.

(III). Íåõàé (ηn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, çàäàíèõ íà îäíîìó

éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði. ßêùî ÷àñòêîâi ñóìè Sn :=
∑n

k=1 ηk çáiãàþòüñÿ çà éìîâiðíiñòþ,

òî âîíè çáiãàþòüñÿ ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì Sn
P→
∑

k≥1 ηk =: S. Òîìó çà òâåðäæåííÿì 9

lim
k→∞

Snk = S ì.í. äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (nk), ùî çðîñòà¹. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N çíà-

éäåòüñÿ íàòóðàëüíå k = k(m) òàêå, ùî nk ≤ m < nk+1, ïðè öüîìó nk → ∞, ÿêùî

m → ∞. Ïîêëàäåìî Ym := S − Sm òà Zm := Sm − Snk . Ìè çíà¹ìî, ùî Ym
P→ 0 ïðè

m → ∞ i ùî lim
m→∞

(Ym + Zm) = 0 ì.í. σ-àëãåáðè σ(η1, . . . , ηm) òà σ(ηm+1, ηm+2, . . .) ¹

íåçàëåæíèìè. Îñêiëüêè âèïàäêîâèé âåêòîð (Z1, . . . , Zm) ¹ σ(η1, . . . , ηm)-âèìiðíèì, à âè-

ïàäêîâà âåëè÷èíà Ym ¹ σ(ηm+1, ηm+2, . . .)-âèìiðíîþ, âîíè ¹ íåçàëåæíèìè äëÿ êîæíîãî

m ∈ N. Îòæå, çãiäíî ç ëåìîþ 12, íàâåäåíîþ íèæ÷å, ç òîãî, ùî Ym
P→ 0 ïðè m → ∞

âèïëèâà¹ lim
m→∞

Ym = 0 ì.í.

Ëåìà 12. (à) Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ ïîäié (An) òà (Bn) ¹ òàêèìè, ùî B1 òà

B2 ¹ íåçàëåæíèìè, à òàêîæ Bn òà An ∩Acn−1 ∩ . . . ∩Ac1 ¹ íåçàëåæíèìè äëÿ êîæíîãî

n ∈ N\{1}. Òîäi P
(
∪n≥j (An ∩Bn)

)
≥ inf

n≥j
P(Bn)P(∪n≥jAn) äëÿ êîæíîãî j ∈ N.

(á) Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (Yn)n∈N òà (Zn)n∈N ¹ çàäàíèìè íà îäíî-

ìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði. Ïðèïóñòèìî, ùî Yn òà (Z1, . . . , Zn) ¹ íåçàëåæíèìè äëÿ

êîæíîãî n ∈ N, à òàêîæ, ùî lim
n→∞

Yn = 0 çà éìîâiðíiñòþ, à lim
n→∞

(Yn + Zn) = 0 ìàéæå

íàïåâíî. Òîäi lim
n→∞

Yn = lim
n→∞

Zn = 0 ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. (à) Ñêîðèñòàâøèñÿ ôîðìóëîþ⋃
n≥j

Dn = Dj ∪ (Dc
j ∩Dj+1) ∪ (Dc

j ∩Dc
j+1 ∩Dj+2) ∪ . . . , j ∈ N, (1.7)

ùî äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè îá'¹äíàííÿ äîâiëüíèõ ìíîæèí ÿê îá'¹äíàííÿ ìíîæèí, ùî íå ïå-

ðåòèíàþòüñÿ, ìà¹ìî⋃
n≥j

(An ∩Bn) =
(
Aj ∩Bj

)
∪
(
(Aj ∩Bj)

c ∩ Aj+1 ∩Bj+1

)
∪
(
(Aj ∩Bj)

c ∩ (Aj+1 ∩Bj+1)c ∩ Aj+2 ∩Bj+2

)
∪ . . .

⊇
(
Aj ∩Bj

)
∪
(
Acj ∩ Aj+1 ∩Bj+1

)
∪
(
Acj ∩ Acj+1 ∩ Aj+2 ∩Bj+2

)
∪ . . .
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Òîìó

P
( ⋃
n≥j

(An ∩Bn)
)

≥ P(Aj)P(Bj) + P(Acj ∩ Aj+1)P(Bj+1) + P(Acj ∩ Acj+1 ∩ Aj+2)P(Bj+2) + . . .

≥ inf
n≥j

P(Bn)
(
P(Aj) + P(Acj ∩ Aj+1) + P(Acj ∩ Acj+1 ∩ Aj+2) + . . .

)
= inf

n≥j
P(Bn)P

( ⋃
n≥j

An
)
.

Äëÿ îòðèìàííÿ ïåðøî¨ íåðiâíîñòi ìè ñêîðèñòàëèñÿ íåçàëåæíiñòþ ïîäié Aj òà Bj,

Acj ∩ Aj+1 òà Bj+1 i.ò.i., ùî ¹ íàñëiäêîì ïðèïóùåíü ëåìè. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹

ç ôîðìóëè (1.7) òà òîãî, ùî éìîâiðíiñòü îá'¹äíàííÿ ïîäié, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, äîðiâ-

íþ¹ ñóìi éìîâiðíîñòåé ïîäié.

(á) Äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0 òà δ > 0 ïîäi¨ An := {Zn > ε + δ} òà Bn := {Yn ≥ −δ}
çàäîâîëüíÿþòü âñi ïðèïóùåííÿ ÷àñòèíè (à) ëåìè. Îñêiëüêè⋃

n≥j

(An ∩Bn) =
⋃
n≥j

{Yn ≥ −δ, Zn > ε+ δ} ⊆
⋃
n≥j

{Yn + Zn > ε},

òî çãiäíî ç ÷àñòèíîþ (à) ëåìè

P{sup
n≥j

(Yn + Zn) > ε} = P
{ ⋃
n≥j

{Yn + Zn > ε}
}
≥ P

( ⋃
n≥j

(An ∩Bn)
)
≥ inf

n≥j
P(Bn)P

( ⋃
n≥j

An
)
.

Îñêiëüêè lim
j→∞

inf
n≥j

P(Bn) = lim
n→∞

P(Bn) = lim
n→∞

P{Yn ≥ −δ} = 1 âíàñëiäîê òîãî, ùî Yn
P→ 0,

à lim
j→∞

P{sup
n≥j

(Yn + Zn) > ε} = 0 âíàñëiäîê íåðiâíîñòi 0 ≤ P{sup
n≥j

(Yn + Zn) > ε} ≤

P{sup
n≥j
|Yn + Zn| > ε} i òîãî, ùî çà ëåìîþ 7 ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè j → ∞,

òî P(∪n≥jAn) = P{sup
n≥j

Zn > ε+ δ} → 0 ïðè j →∞.

Ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ äëÿ ïîäié An = {−Zn > ε + δ} òà Bn :=

{−Yn ≥ −δ}, ðîáèìî âèñíîâîê lim
j→∞

P{sup
n≥j

(−Zn) > ε + δ} = 0. Îñêiëüêè sup
n≥j
|Zn| =

max
(
sup
n≥j

Zn, sup
n≥j

(−Zn)
)
, òî

0 ≤ P{sup
n≥j
|Zn| > ε+ δ} ≤ P{sup

n≥j
Zn > ε+ δ}+ P{sup

n≥j
(−Zn) > ε+ δ} → 0, j →∞.

Îòæå, lim
n→∞

Zn = 0 ì.í. çà ëåìîþ 7. Ñïiââiäíîøåííÿ lim
n→∞

Yn = 0 ì.í. ¹ íàñëiäêîì ñïiââiä-

íîøåíü lim
n→∞

(Yn + Zn) = 0 ì.í. òà lim
n→∞

Zn = 0 ì.í.

1.4. Çàäà÷i

Çàäà÷à 13. Ïîêàçàòè, ùî

P
(

lim
n→∞

An
)
≤ lim

n→∞
P(An) ≤ lim

n→∞
P(An) ≤ P

(
lim
n→∞

An
)
.

Çàäà÷à 14. Íåõàé (An)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ ïîäié, ùî çàäîâîëüíÿ¹∑
n≥1 P(AnA

c
n+1) <∞ òà lim

n→∞
P(An) = 0. Äîâåñòè, ùî P{An í.÷.} = 0.
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Ïiäêàçêà: Ñêîðèñòàòèñÿ ðiâíiñòþ ∪jn=kAn = (Ak ∩Ack+1∩ . . .∩Acj)∪ . . .∪ (Aj−1∩Acj)∪Aj.

Çàäà÷à 15. Íåõàé (ηn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî ¹ çàäàíèìè íà îäíî-

ìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði, à T ¹ âiäïîâiäíîþ çàëèøêîâîþ σ-àëãåáðîþ. (à) Ïîêàçàòè,

ùî ïîäiÿ {sup(0, η1, η1 + η2, . . . η1 + . . . + ηn, . . .) = ∞} ¹ çàëèøêîâîþ. (á) Çàëèøêîâîþ
âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà θ, ùî ¹ âèìiðíîþ âiäíîñíî çà-

ëèøêîâî¨ σ-àëãåáðè T , òîáòî {θ ∈ B} ∈ T äëÿ äîâiëüíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè B.

Ïîêàçàòè, ùî lim
n→∞

ηn, à òàêîæ ðàäióñ çáiæíîñòi âèïàäêîâîãî ðÿäó
∑

n≥1 z
nηn, z ∈ R ¹

çàëèøêîâèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè.

Çàäà÷à 16. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè (ηn)n∈N ¹ íåçàëåæíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè

òà çàäàíèìè íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði. Íàâåñòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

äëÿ òàêèõ òèïiâ çáiæíîñòi: (1) lim
n→∞

n−1ηn = 0 ìàéæå íàïåâíî; (2) lim
n→∞

n−1ηn = 0 çà éìî-

âiðíiñòþ; (3) lim
n→∞

n−1 max
1≤k≤n

ηk = 0 ìàéæå íàïåâíî; (4) lim
n→∞

n−1 max
1≤k≤n

ηk = 0 çà éìîâiðíiñòþ.

Çàäà÷à 17. Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè (ηn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî

¹ çàäàíèìè íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði. Ïîêëàäåìî Sn := η1 + . . . + ηn, n ∈ N.
Ïåðåâiðèòè òàêi òâåðäæåííÿ.

(à) ßêùî lim
n→∞

ηn = 0 ìàéæå íàïåâíî, òî lim
n→∞

n−1Sn = 0 ìàéæå íàïåâíî.

(á) ßêùî lim
n→∞

ηn = 0 çà éìîâiðíiñòþ, òî ñïiââiäíîøåííÿ lim
n→∞

n−1Sn = 0 çà éìîâiðíiñòþ

ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ.

(â) ßêùî lim
n→∞

n−1Sn = 0 çà éìîâiðíiñòþ, òî lim
n→∞

n−1ηn = 0 çà éìîâiðíiñòþ.

Ïiäêàçêà: Äëÿ ïóíêòó (à) ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ 200. Äëÿ äîâåäåííÿ ïóíêòó (á) ìîæíà

âçÿòè, íàïðèêëàä, íåçàëåæíi (ηn) ç ðîçïîäiëàìè P{ηn = 2n} = n−1 òà P{ηn = 0} =

1− n−1, n ∈ N.

Çàäà÷à 18. Íåõàé (ηn)n∈N ¹ çàäàíèìè íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði íåçàëåæíèìè

âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè çi ñòàíäàðòíèì íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì ç ùiëüíiñòþ f(x) =

(2π)−1e−x
2/2, x ∈ R. Ïîêàçàòè, ùî ç éìîâiðíiñòþ îäèí

lim
n→∞

ηn√
2 lnn

= −1 òà lim
n→∞

ηn√
2 lnn

= 1.

Ïiäêàçêà: Ïîêàçàòè, ùî lim
x→∞

xP{ηn > x}/f(x) = 1 (ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ïðàâèëîì Ëîïi-

òàëÿ).

Çàäà÷à 19. Íåõàé (ηn)n∈N ¹ çàäàíèìè íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði íåçàëåæíèìè

âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè çi ñòàíäàðòíèì ïîêàçíèêîâèì ðîçïîäiëîì P{ηn > x} = e−x,

x > 0. Äîâåñòè, ùî lim
n→∞

Mn/EMn = 1 ìàéæå íàïåâíî, äå Mn := max(η1, . . . , ηn).

Ïiäêàçêà: 1. Ïîêàçàòè, ùî EMn =
∑n

k=1 k
−1 ∼ lnn òà DMn =

∑n
k=1 k

−2.

2. Ñêîðèñòàâøèñÿ íåðiâíiñòþ ×åáèøåâà òà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi, ïîêàçàòè, ùî

P{|Mnk − EMnk | > εEMnk í.÷.} = 0

äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0, äå nk := [ek]. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî lim
k→∞

Mnk/EMnk = 1 ì.í.
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3. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 çíàéäåòüñÿ ¹äèíèé iíäåêñ k = k(n) ∈ N òàêèé, ùî

nk ≤ n < nk+1. Ñêîðèñòàâøèñÿ òèì, ùî ïîñëiäîâíiñòü (Mn) íå ñïàäà¹ ì.í., îòðèìàòè

íåðiâíiñòü
Mnk

EMnk

EMnk

EMnk+1

≤ Mn

EMn

≤
Mnk+1

EMnk+1

EMnk+1

EMnk

ì.í.

Çàäà÷à 20. Íåõàé (ηn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí, ùî ¹ çàäàíèìè íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði. Ïðèïóñòèìî, ùî

iñíó¹ x0 < ∞ òàêå, ùî P{η1 ≤ x0} = 1 òà P{η1 ≤ x} < 1 äëÿ x < x0. Äîâåñòè, ùî

lim
n→∞

max(η1, . . . , ηn) = x0 ìàéæå íàïåâíî.

Çàäà÷à 21. Äîâåñòè ôîðìóëó (1.7).

1.5. Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà íåâèçíà÷åíèé iíòåãðàë âiä âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

Íåõàé η ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ íà (Ω,F ,P). Iñíó¹ äåêiëüêà ïîçíà÷åíü äëÿ ìàòåìàòè-

÷íîãî ñïîäiâàííÿ â.â. η:

Eη,
∫

Ω

η,

∫
Ω

ηdP,
∫

Ω

η(ω)P(dω).

Äëÿ â.â. η âèêîíóþòüñÿ ïðåäñòàâëåííÿ η = η+ − η− òà |η| = η+ + η−, äå η+ := max(η, 0)

òà η− = −min(η, 0). Â.â. η íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíîþ, ÿêùî Eη+ < ∞ òà Eη− < ∞. Âñi

â.â., ùî íàáóâàþòü çíà÷åííÿ çi ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó, ¹ iíòåãðîâíèìè. Íåâiä'¹ìíà â.â.

η ¹ iíòåãðîâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Eη < ∞. Â.â. η íàçèâà¹òüñÿ êâàçiiíòåãðîâíîþ,

ÿêùî ïðèíàéìíi îäíå ç ÷èñåë Eη+ àáî Eη− ¹ ñêií÷åííèì, ïðè öüîìó Eη = Eη+ − Eη−.
Âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.

(à) Eη ∈ R
⋃
{±∞}; Eη ∈ R ⇔ â.â. η ¹ iíòåãðîâíîþ, â öüîìó âèïàäêó P{η = ±∞} = 0;

ÿêùî η ≥ 0 ì.í., òî Eη ≥ 0;

(á) E(cη) = cEη äëÿ äîâiëüíî¨ êîíñòàíòè c ∈ R;
(â) E(η + Y ) = Eη + EY çà óìîâè, ùî ñóìà η + Y âèçíà÷åíà, òà àáî â.â. η+ òà Y +, àáî

η− òà Y − ¹ iíòåãðîâíèìè;

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìà Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü:

(ã) ηn ↑ η ì.í. ⇒ Eηn ↑ Eη çà óìîâè, ùî çíàéäåòüñÿ n ∈ N, äëÿ ÿêîãî â.â. η−n ¹

iíòåãðîâíîþ;

ηn ↓ η ì.í. ⇒ Eηn ↓ Eη çà óìîâè, ùî çíàéäåòüñÿ n ∈ N, äëÿ ÿêîãî â.â. η+
n ¹ iíòåãðîâíîþ.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ùî íîñèòü íàçâó ëåìà Ôàòó, áóäå íåîäíîðàçîâî âèêîðèñòîâó-

âàòèñÿ.

Ëåìà 22. Íåõàé (ηn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, à âèïàäêîâi âåëè÷èíè θ

òà ρ ¹ iíòåãðîâíèìè. ßêùî ηn ≤ θ, n ∈ N ìàéæå íàïåâíî, òî

E( lim
n→∞

ηn) ≥ lim
n→∞

Eηn. (1.8)
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ßêùî æ ηn ≥ ρ, n ∈ N ìàéæå íàïåâíî, òî

E( lim
n→∞

ηn) ≤ lim
n→∞

Eηn. (1.9)

Çîêðåìà, äëÿ íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ηn îñòàííÿ íåðiâíiñòü çàâæäè âèêîíó-

¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî η òà θ ¹ â.â. òàêèìè, ùî η ≤ θ ì.í., òà θ ¹ iíòåãðîâíîþ, òî â.â. η+

òàêîæ ¹ iíòåãðîâíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ç ïðèïóùåííÿ ηn ≤ θ, n ∈ N (îòæå, sup
n∈N

ηn ≤ θ)

âèïëèâà¹ òå, ùî â.â. (sup
n∈N

ηn)+ ¹ iíòåãðîâíîþ. Çà îçíà÷åííÿì âåðõíüî¨ ãðàíèöi

sup
m≥n

ηm ↓ lim
i→∞

ηi, n→∞ ì.í. (1.10)

òà

sup
m≥n

Eηm ↓ lim
i→∞

Eηi, n→∞. (1.11)

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ãðàíèöi ïðè n→∞ ó î÷åâèäíié íåðiâíîñòi

sup
m≥n

Eηm ≤ E sup
m≥n

ηm.

Çãiäíî ç (1.11) ëiâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî lim
i→∞

Eηi. Ç óðàõóâàííÿì (1.10) òà iíòåãðîâíîñòi

(sup
n∈N

ηn)+ âëàñòèâiñòü (ã) äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî E
(

lim
i→∞

ηi
)
.

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (1.8) âèêîíó¹òüñÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (1.9) äîâîäèòüñÿ ïîäiáíèì ÷è-

íîì ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî

inf
m≥n

ηm ↑ lim
i→∞

ηi, n→∞ ì.í.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ùî ¹ íàñëiäêîì äî ëåìè Ôàòó, íîñèòü íàçâó òåîðåìà Ëåáåãà

ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü.

Òåîðåìà 23. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (ηn)n∈N çáiãà¹òüñÿ òà iñíó¹ iíòåãðîâíà âèïàäêîâà

âåëè÷èíà U òàêà, ùî |ηn| ≤ U , n ∈ N ìàéæå íàïåâíî, òî

E( lim
n→∞

ηn) = lim
n→∞

Eηn. (1.12)

Äîâåäåííÿ. ßêùî −U ≤ ηn ≤ U , n ∈ N äëÿ äåÿêî¨ iíòåãðîâíî¨ â.â. U , òî çà ëåìîþ Ôàòó

E
(

lim
n→∞

ηn
)
≤ lim

n→∞
Eηn ≤ lim

n→∞
Eηn ≤ E

(
lim
n→∞

ηn
)
.

ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (ηn) çáiãà¹òüñÿ, òî êðàéíi ÷ëåíè íåðiâíîñòi äîðiâíþþòü E( lim
n→∞

ηn).

Òîìó âíóòðiøíi ÷ëåíè íåðiâíîñòi ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè òà äîðiâíþâàòè lim
n→∞

Eηn.
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Çàóâàæåííÿ 24. Áåç äîäàòêîâèõ ïðèïóùåíü ðiâíiñòü (1.12) ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ. Íå-

õàé, íàïðèêëàä, âèïàäêîâi âåëè÷èíè η1, η2, . . . ¹ âèçíà÷åíèìè íà îäíîìó éìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði òà ìàþòü ðîçïîäië

P{ηn = 0} = 1− n−2, P{ηn = n2} = n−2, n ∈ N.

Çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi lim
n→∞

ηn = 0 ì.í. Ïðîòå Eηn = 1, i ðiâíiñòü (1.12) íå âèêîíó¹-

òüñÿ.

Êîæíié íåâiä'¹ìíié â.â. η ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü âèçíà÷åíó íà F ôóíêöiþ ìíîæèí∫
A
ηdP, ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ ∫

A

ηdP = Eη1A, A ∈ F .

Öÿ ôóíêöiÿ ìíîæèí íàçèâà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíèì iíòåãðàëîì âiä η i ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1. 0 ≤
∫
A
ηdP ≤ Eη;

∫
A
ηdP = 0 ⇔ P{A

⋂
{η > 0}} = 0;

2.
∫
∪Ai ηdP =

∑
i

∫
Ai
ηdP äëÿ äîâiëüíî¨ çëi÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïîäié (Ai), ùî íå ïå-

ðåòèíàþòüñÿ;

3. A1 ⊂ A2 ⇒
∫
A1
ηdP ≤

∫
A2
ηdP;

4. An ↑ A ⇒
∫
An
ηdP ↑

∫
A
ηdP; An ↓ A ⇒

∫
An
ηdP ↓

∫
A
ηdP ìîæëèâî çà âèêëþ÷åííÿì

âèïàäêó, êîëè
∫
An
ηdP =∞ äëÿ âñiõ n ∈ N.

Ôóíêöiþ ìíîæèí
∫
A
ηdP ìîæíà âèçíà÷èòè äëÿ äîâiëüíî¨ êâàçiiíòåãðîâíî¨ â.â. η. Â

öüîìó âèïàäêó âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi, àíàëîãi÷íi íàâåäåíèì âèùå.

Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ íåðiâíiñòü Ãüîëüäåðà, ùî ¹ êëàñè÷íèì

ðåçóëüòàòîì àíàëiçó.

Ëåìà 25. Íåõàé p > 1 òà q > 1 òàêi, ùî 1/p + 1/q = 1. Äëÿ íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí ξ òà η âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ãüîëüäåðà

Eξη ≤ (Eξp)1/p(Eηq)1/q,

ÿêùî òiëüêè íàïèñàíi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ ¹ ñêií÷åííèìè.

1.6. Çàäà÷i

Çàäà÷à 26. Íåõàé ϕ(s), s ≥ 0 ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà íåâiä'¹ìíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè.

Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ lnϕ(s) ¹ îïóêëîþ.

Çàäà÷à 27. Äëÿ j ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fj(x), x ∈ R ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè ηj, ùî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ±j ç éìîâiðíîñòÿìè 1/2. Ïîêëàäåìî c :=
(∑

j≥2
1

j2 ln j

)−1
.

Ïîêàçàòè, ùî

F (x) := c
∑
j≥2

Fj(x)

j2 ln j
, x ∈ R

¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η, ïðè öüîìó η íå ¹ êâàçiiíòåãðîâíîþ.
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1.7. Ðiâíîìiðíà iíòåãðîâíiñòü òà çáiæíiñòü â ñåðåäíüîìó

Îçíà÷åííÿ 28. Ïîñëiäîâíiñòü (ηn)n∈N iíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âèçíà÷åíèõ íà

(Ω,F ,P), íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ, ÿêùî

lim
a→∞

sup
n∈N0

∫
{|ηn|>a}

|ηn|dP = 0.

Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó äîñòàòíi óìîâè ðiâíîìiðíî¨ iíòåãðîâíîñòi.

Ëåìà 29. Äëÿ ðiâíîìiðíî¨ iíòåãðîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (ηn)n∈N0 âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

äîñòàòíüî iñíóâàííÿ iíòåãðîâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η òàêî¨, ùî |ηn| ≤ η, n ∈ N
ìàéæå íàïåâíî. Çîêðåìà, êîæåí ñêií÷åííèé íàáið iíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ¹

ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Çà ïðèïóùåííÿì

sup
n∈N0

∫
{|ηn|>a}

|ηn|dP ≤
∫
{η>a}

ηdP = Eη 1{η>a} .

Çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè a→∞.

Öå äîâîäèòü ïåðøå òâåðäæåííÿ ëåìè.

Àáñîëþòíà âåëè÷èíà êîæíîãî åëåìåíòó ñêií÷åííîãî íàáîðó iíòåãðîâíèõ â.â. (ηn)n∈J

ìàæîðó¹òüñÿ íåâiä'¹ìíîþ iíòåãðîâíîþ â.â. η :=
∑

i∈J |ηi|. Òåïåð äðóãå òâåðäæåííÿ ëåìè
âèïëèâà¹ ç ïåðøîãî.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ìiñòèòü êðèòåðié ðiâíîìiðíî¨ iíòåãðîâíîñòi.

Òåîðåìà 30. Ïîñëiäîâíiñòü (ηn)n∈N0 iíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ¹ ðiâíîìiðíî ií-

òåãðîâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè:

(i) (ðiâíîìiðíà àáñîëþòíà íåïåðåðâíiñòü): äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ çíà÷åííÿ δε > 0

òàêå, ùî sup
n∈N0

∫
A
|ηn|dP ≤ ε çà óìîâè P(A) ≤ δε, A ∈ F .

(ii) sup
n∈N0

E|ηn| <∞.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé η � íåâiä'¹ìíà â.â. Äëÿ äîâiëüíîãî a > 0 òà äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ F∫
A

ηdP =

∫
A
⋂
{η≤a}

ηdP +

∫
A
⋂
{η>a}

ηdP ≤ aP(A) +

∫
{η>a}

ηdP (1.13)

òà

Eη ≥ Eη 1{η>a} ≥ aP{η > a}. (1.14)

Ñêîðèñòàâøèñÿ íåðiâíiñòþ (1.13) ç η = |ηn| òà ïåðåéøîâøè äî ñóïðåìóìiâ ñïî÷àòêó ó

ïðàâié, à ïîòîì ó ëiâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi, îòðèìà¹ìî

sup
n∈N0

∫
A

|ηn|dP ≤ aP(A) + sup
n∈N0

∫
{|ηn|>a}

|ηn|dP (1.15)

Íåõàé òåïåð ïîñëiäîâíiñòü (ηn) ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ. Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíà-

éäåòüñÿ çíà÷åííÿ a0 < ∞ òàêå, ùî sup
n∈N0

∫
{|ηn|>a0} |ηn|dP ≤ ε/2. Ïîêëàâøè δε := ε/2a0 òà
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ñêîðèñòàâøèñÿ íåðiâíiñòþ (1.15) ç a = a0, îòðèìó¹ìî íåîáõiäíiñòü óìîâè (i). Ïîêëàâøè

òåïåð ó (1.15) A = Ω, îòðèìó¹ìî íåîáõiäíiñòü óìîâè (ii).

Äîâåäåìî â iíøèé áiê. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (ii), òî, ñêîðèñòàâøèñÿ íåðiâíiñòþ

(1.14), îòðèìó¹ìî

sup
n∈N0

P{|ηn| > a} ≤ a−1 sup
n∈N0

E|ηn| → 0,

ïðè a → ∞. Òîìó çíàéäåòüñÿ a > 0 òàêå, ùî P{|ηn| > a} ≤ δε äëÿ âñiõ n ∈ N. Çãiäíî ç
óìîâîþ (i)

∫
{|ηn|>a} |ηn| ≤ ε äëÿ âñiõ n ∈ N0, ùî åêâiâàëåíòíî ðiâíîìiðíié iíòåãðîâíîñòi

(ηn).

Íàñòóïíà òåîðåìà ïðîÿñíþ¹ ïîíÿòòÿ ðiâíîìiðíî¨ iíòåãðîâíîñòi. Íàéáiëüøèé iíòåðåñ

ó íié ìà¹ iìïëiêàöiÿ (2)⇒(1), ïðè öüîìó â ÿêîñòi ôóíêöi¨ G ÷àñòî âèáèðàþòü àáî G(t) =

tp, p > 1, àáî G(t) = t ln+ t.

Òåîðåìà 31. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (ηn)n∈N0 iíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêi òâåð-

äæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

(1) ïîñëiäîâíiñòü ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ;

(2) iñíó¹ îïóêëà ôóíêöiÿ G : [0,∞)→ [0,∞), ùî íå ñïàäà¹, i òàêà, ùî lim
x→∞

G(x)/x = +∞
òà M := sup

n∈N0

EG(|ηn|) <∞.

Äîâåäåííÿ. (2)⇒(1). Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 ïîêëàäåìî a := M/ε. Çíàéäå-

òüñÿ c > 0 òàêå, ùî G(x)/x ≥ a ïðè x ≥ c. Òàêèì ÷èíîì, |ηn| ≤ a−1G(|ηn|) ì.í. íà

ìíîæèíi {|ηn| ≥ c}. Îòæå,∫
{|ηn|>c}

|ηn|dP ≤ a−1

∫
{|ηn|>c}

G(|ηn|)dP ≤ a−1M = ε.

Òîìó sup
n∈N0

∫
{|ηn|>c} |ηn|dP ≤ ε, i

lim
c→∞

sup
n∈N0

∫
{|ηn|>c}

|ηn|dP ≤ ε

(ãðàíèöÿ iñíó¹, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ïiä çíàêîì ãðàíèöi íå çðîñòà¹ ïî c). Çàëèøà¹òüñÿ

ñïðÿìóâàòè ε äî íóëÿ.1

(1)⇒(2). Äëÿ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi (gk)k∈N0 , ùî íå ñïàäà¹ i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøå-

ííÿ g0 = 0 òà lim
k→∞

gk = +∞, íà [0,∞) âèçíà÷èìî êóñêîâî-ïîñòiéíó ôóíêöiþ

g(t) :=
∑
k≥0

gk1{[k,k+1)}(t), t ≥ 0.

Çðîçóìiëî, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ íåâiä'¹ìíîþ, íå ñïàäà¹ òà lim
t→∞

g(t) = +∞. Âèçíà÷èìî òåïåð

G(t) :=

∫ t

0

g(u)du, t ≥ 0.

1Çâåðíiòü óâàãó íà òå, ùî îïóêëiñòü G íå âèêîðèñòîâóâàëàñÿ äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ iìïëiêàöi¨.
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ßê iíòåãðàë âiä íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨, ùî íå ñïàäà¹, ôóíêöiÿ G íå ñïàäà¹ òà ¹ îïóêëîþ.

Êðiì òîãî, çà ïðàâèëîì Ëîïiòàëÿ lim
t→∞

G(t)/t = +∞. Òàêèì ÷èíîì, òàê ïîáóäîâàíà ôóí-

êöiÿ G âîëîäi¹ óñiìà âëàñòèâîñòÿìè, îïèñàíèìè ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè. Çàëèøà¹òüñÿ

ïîêàçàòè, ùî ïiäõîæèì âèáîðîì ïîñëiäîâíîñòi (gk) ìîæíà ãàðàíòóâàòè âèêîíàííÿ óìî-

âè M <∞. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

G(t) =
∑
k≥1

( k−1∑
j=0

gj + (t− k)gk

)
1[k,k+1)(t) ≤

∑
k≥1

( k∑
j=1

gj

)
1(k,k+1](t), t ≥ 0.

Òîìó, ïîêëàâøè ak,n := P{|ηn| > k}, ìà¹ìî

EG(|ηn|) ≤
∑
k≥1

( k∑
j=1

gj

)
P{k < |ηn| ≤ k + 1}

=
∑
k≥1

( k∑
j=1

gj

)
(ak,n − ak+1,n)

=
∑
k≥1

gkak,n.

Ïîêàæåìî, ÿê âèáðàòè ïîñëiäîâíiñòü (gk) òàê, ùîá ñóìà îñòàííüîãî ðÿäó áóëà ðiâíîìiðíî

îáìåæåíîþ ïî n. Çâè÷àéíî, öüîãî áóäå äîñòàòíüî äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ. Çà ïðèïó-

ùåííÿì ðiâíîìiðíî¨ iíòåãðîâíîñòi çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü (ci) òàêà, ùî lim
i→∞

ci = +∞
òà

sup
n∈N0

∫
{|ηn|>ci}

|ηn|dP ≤ 2−i, i ∈ N. (1.16)

Äàëi, ïîêëàâøè di := [ci] + 2 i ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè, ìà¹ìî∫
{|ηn|>ci}

|ηn|dP = ciP{|ηn| > ci}+

∫ ∞
ci

P{|ηn| > y}dy

≥
∫ ∞
di−1

P{|ηn| > y}dy

=
∑
k≥di

∫ k

k−1

P{|ηn| > y}dy

≥
∑
k≥di

ak,n.

Âíàñëiäîê îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi òà (1.16)∑
i≥1

∑
k≥di

ak,n ≤ 1.

Íàðåøòi, âèçíà÷èìî gk òàê

g0 := 0, gk :=
∑
i≥1

1{di≤k}, k ∈ N,

òà ïåðåêîíà¹ìîñÿ ó òîìó, ùî âñi âëàñòèâîñòi, îïèñàíi íà ïî÷àòêó äîâåäåííÿ ïîòî÷íî¨

iìïëiêàöi¨, âèêîíóþòüñÿ. Îñêiëüêè∑
i≥1

∑
k≥di

ak,n =
∑
i≥1

∑
k≥1

1{di≤k}ak,n =
∑
k≥1

(∑
i≥1

1{di≤k}

)
ak,n =

∑
k≥1

gkak,n,
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i îñòàííÿ ñóìà íå ïåðåâèùó¹ 1 (òîáòî ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ ïî n), òî äîâåäåííÿ

çàâåðøåíå.

Îçíà÷åííÿ 32. Ïîñëiäîâíiñòü (ηn)n∈N0 iíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íàçèâà¹òüñÿ

çáiæíîþ â ñåðåäíüîìó äî iíòåãðîâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè η, ÿêùî lim
n→∞

E|ηn − η| = 0.

Ïîçíà÷åííÿ ηn
L1→ η, n→∞.

Âàæëèâiñòü ïîíÿòòÿ çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì ôàêòîì, ùî íàÿâíiñòü

öi¹¨ çáiæíîñòi äîçâîëÿ¹ ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïiä çíàêîì iíòåãðàëó.

Òåîðåìà 33. Äëÿ òîãî ùîá ïîñëiäîâíiñòü (ηn)n∈N0 iíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

çáiãàëàñÿ â ñåðåäíüîìó íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

lim
n→∞

∫
A

ηndP =

∫
A

ηdP ðiâíîìiðíî ïî A ∈ F . (1.17)

Çîêðåìà, ÿêùî ïðè n→∞ ηn
L1→ η i P(An4A)→ 02, òî

lim
n→∞

∫
An

ηndP =

∫
A

ηdP.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ηn çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó äî η, òî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi∣∣∣∣ ∫
A

ηndP−
∫
A

ηdP
∣∣∣∣ ≤ ∫

A

∣∣ηn − η∣∣dP ≤ E|ηn − η|

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n→∞. Îñêiëüêè âîíà íå çàëåæèòü âiä A, òî ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî ïî A.

Äëÿ äîâåäåííÿ â iíøèé áiê ïîêëàäåìî An = {ηn > η}. Òîäi Acn := Ω\An = {ηn ≤ η}.
Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫

Ω

|ηn − η|dP =

(∫
An

ηndP−
∫
An

ηdP
)
−
(∫

Acn

ηndP−
∫
Acn

ηdP
)
.

Çà óìîâè (1.17) âèðàçè â êîæíié ç âåëèêèõ äóæîê ïðÿìóþòü äî íóëÿ ïðè n→∞.

Äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ çàïèøåìî∣∣∣∣ ∫
An

ηndP−
∫
A

ηdP
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫

An

ηndP−
∫
An

ηdP
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ ∫
An

ηdP−
∫
A

ηdP
∣∣∣∣

òà çàçíà÷èìî, ùî ïðè n→∞ ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïðÿìó¹ äî íóëÿ çãiäíî ç

ïåðøèì òâåðäæåííÿì òåîðåìè. Â.â. η ¹ iíòåãðîâíîþ ÿê ãðàíèöÿ çáiæíî¨ â ñåðåäíüîìó

ïîñëiäîâíîñòi. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì lim
n→∞

P(An\A) = 0 òà lim
n→∞

P(A\An) = 0. Òîìó ïðàâà

÷àñòèíà íåðiâíîñòi ∣∣∣∣ ∫
An

ηdP−
∫
A

ηdP
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
An\A

ηdP−
∫
A\An

ηdP
∣∣∣∣

≤
∫
An\A

|η|dP +

∫
A\An

|η|dP

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè n→∞ çà ëåìîþ 34.
24 � öå îïåðàöiÿ ñèìåòðè÷íî¨ ðiçíèöi, òîáòî C4D = (C\D)

⋃
(D\C).
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Ëåìà 34. Íåõàé η ¹ iíòåãðîâíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, âèçíà÷åíîþ íà éìîâiðíiñíîìó

ïðîñòîði (Ω,F ,P). Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí (An), ùî íàëåæàòü F òà

lim
n→∞

P(An) = 0,

lim
n→∞

∫
An

|η|dP = 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ a > 0∫
An

|η|dP =

∫
An∩{|η|≤a}

|η|dP +

∫
An∩{|η|>a}

|η|dP

≤ aP(An) +

∫
{|η|>a}

|η|dP.

Çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè ñïî÷àòêó n→∞, à ïîòiì a→∞. Çàçíà÷èìî, ùî çà òåîðåìîþ

Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü (àáî çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü)

äðóãèé iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè a→∞.

Âiäîìî, ùî çáiæíiñòü ì.í. íå ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü ìîìåíòiâ (ó âèïàäêó, êîëè âîíè

iñíóþòü). Äèâ. çàóâàæåííÿ 24. ×àñòèíà íàñòóïíî¨ òåîðåìè ñòâåðäæó¹, ùî çáiæíiñòü

ïîñëiäîâíîñòi çà éìîâiðíiñòþ ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, ÿêùî ïîñëi-

äîâíiñòü ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ.

Òåîðåìà 35. Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (ηn)n∈N0 iíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òà âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè η òàêi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

(à) Ïîñëiäîâíiñòü (ηn) çáiãà¹òüñÿ ó ñåðåäíüîìó.

(á) Ïîñëiäîâíiñòü (ηn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ñìèñëi çáiæíîñòi ó ñåðåäíüîìó, òîáòî

E|ηn − ηm| → 0 ïðè m,n→∞.

(â) Ïîñëiäîâíiñòü (ηn) ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ, i ηn
P→ η, n→∞.

(ã) Âèïàäêîâà âåëè÷èíà η ¹ iíòåãðîâíîþ, i ηn
L1→ η, n→∞.

Äîâåäåííÿ. (à)⇒(á). Íåõàé (ηn) çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó äî â.â. η. Òîäi

E|ηn − ηm| ≤ E|ηn − η|+ E|η − ηm| → 0, n,m→∞.

(á)⇒(â). Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü iíòåãðîâíèõ â.â., ùî ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ñìè-

ñëi çáiæíîñòi â ñåðåäíüîìó, ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ. Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 âèáåðåìî

çíà÷åííÿ Nε > 0 òàêå, ùî E|ηn− ηm| ≤ ε ïðè n,m ≥ Nε. Çà ëåìîþ 29 íàáið â.â. (ηn)n≤Nε

¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíèì. Òîìó çà òåîðåìîþ 30: (i) äëÿ êîæíîãî δ > 0 iñíó¹ çíà÷åííÿ

ρδ > 0 òàêå, ùî sup
n≤Nε

∫
A
|ηn|dP ≤ δ çà óìîâè P(A) ≤ ρδ, A ∈ F òà (ii) sup

n≤Nε
E|ηn| < ∞.

Ñêîðèñòàâøèñÿ íåðiâíiñòþ∫
A

|ηn|dP ≤
∫
A

|ηNε|dP +

∫
A

|ηn − ηNε|dP, A ∈ F ,

îòðèìó¹ìî

sup
n≥Nε

∫
A

|ηn|dP ≤
∫
A

|ηNε|dP + sup
n≥Nε

∫
A

|ηn − ηNε|dP

≤
∫
A

|ηNε|dP + ε, A ∈ F .
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Òîìó äëÿ ìíîæèí A ∈ F ç P(A) ≤ ρδ sup
n≥Nε

∫
A
|ηn|dP ≤ δ + ε i, îòæå,

sup
n∈N0

∫
A

|ηn|dP = max

(
sup
n≤Nε

∫
A

|ηn|dP, sup
n≥Nε

∫
A

|ηn|dP
)
≤ δ + ε.

Öå äîâîäèòü ðiâíîìiðíó àáñîëþòíó íåïåðåðâíiñòü íåâèçíà÷åíèõ iíòåãðàëiâ âiä |ηn|. Âíà-
ñëiäîê sup

n≥Nε
E|ηn| ≤ E|ηNε| + ε íåðiâíiñòü sup

n∈N0

E|ηn| < ∞ òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Çãiäíî ç

òåîðåìîþ 30 ðiâíîìiðíà iíòåãðîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (ηn) âñòàíîâëåíà.

Çà íåðiâíiñòþ Ìàðêîâà

P{|ηn − ηm| > ε} ≤ ε−1E|ηn − ηm| → 0, n,m→∞,

òîáòî ïîñëiäîâíiñòü (ηn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ñìèñëi çáiæíîñòi çà éìîâiðíiñòþ. Òîìó

ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ çà éìîâiðíiñòþ çãiäíî ç iìïëiêàöi¹þ (á)⇒(à) òâåðäæåííÿ 9.

(â)⇒(ã). Ïîêàæåìî, ùî â.â. η ¹ iíòåãðîâíîþ. Çãiäíî ç iìïëiêàöi¹þ (à)⇒(â) òâåðäæåííÿ

9 çíàéäåòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü (nj) òàêà, ùî lim
j→∞

nj = +∞, i lim
j→∞

ηnj = η ì.í. Òîìó

lim
j→∞
|ηnj | = |η| ì.í. Çà ëåìîþ Ôàòó

E|η| ≤ lim
j→∞

E|ηnj | ≤ sup
n∈N0

E|ηn| <∞,

ïðè öüîìó îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 30.

Äàëi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

E|ηn − η| =

∫
{|ηn−η|≤ε}

|ηn − η|dP +

∫
{|ηn−η|>ε}

|ηn − η|dP

≤ ε+

∫
{|ηn−η|>ε}

|ηn|dP +

∫
{|ηn−η|>ε}

|η|dP.

Çà òåîðåìîþ 30 íåâèçíà÷åíi iíòåãðàëè âiä |ηn| ¹ ðiâíîìiðíî àáñîëþòíî íåïåðåðâíèìè.

Îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì lim
n→∞

P{|ηn− η| > ε} = 0, òî ïåðøèé iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi

çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ïðè n → ∞. Çáiæíiñòü äî íóëÿ äðóãîãî iíòåãðàëó âèïëèâà¹ ç ëåìè

34. Îñêiëüêè ε äîâiëüíå, òî lim
n→∞

E|ηn − η| = 0.

1.8. Çàäà÷i

Çàäà÷à 36. Äîâåñòè òâåðäæåííÿ: ÿêùî lim
n→∞

E(ηn − η)2 = 0, òî η2
n çáiãà¹òüñÿ äî η2 ó L1,

òà lim
n→∞

Dηn = Dη.

Çàäà÷à 37. ßêùî ηn
L1→ η, n→∞, òî lim

n→∞
E|ηn| = E|η|. ßêùî ηn ≥ 0 ì.í., lim

n→∞
ηn = η ì.í.

òà lim
n→∞

Eηn = Eη <∞, òî ηn
L1→ η, n→∞. Äîâåñòè.

1.9. Ìîìåíòè çóïèíêè

Ïðîòÿãîì ðîçäiëó ïðàöþ¹ìî íà ôiêñîâàíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,F ,P).
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Îçíà÷åííÿ 38. Ïîñëiäîâíiñòü σ-àëãåáð F := (Fn)n∈N0 íàçèâà¹òüñÿ ïîòîêîì σ-àëãåáð,

ÿêùî Fn ⊆ F , n ∈ N0 òà Fn ⊆ Fm, n < m. Ïðè öüîìó F∞ := σ

(⋃
n∈N0
Fn
)
íàçèâà¹òüñÿ

σ-àëãåáðîþ, ïîðîäæåíîþ ïîòîêîì F .

Îçíà÷åííÿ 39. ×åòâiðêà (Ω,F ,P, F ), ùî ôàêòè÷íî ¹ éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì (Ω,F ,P)

ç âèäiëåíèì íà íüîìó ïîòîêîì σ-àëãåáð F , íàçèâà¹òüñÿ ôiëüòðîâàíèì éìîâiðíiñíèì

ïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 40. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí
(
Xn

)
n∈N0

, âèçíà÷åíèõ íà ôiëüòðî-

âàíîìó éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði
(
Ω,F ,P, (Fn)n∈N0

)
, íàçèâà¹òüñÿ àäàïòîâàíîþ, ÿêùî âè-

ïàäêîâà âåëè÷èíà Xn ¹ Fn-âèìiðíîþ äëÿ âñiõ n ∈ N0.

Îçíà÷åííÿ 41. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà τ = τ(ω) çàäàíà íà (Ω,F ,P), ùî íàáóâà¹ çíà÷åíü

íà ìíîæèíi N∗ := N0∪{+∞}, íàçèâà¹òüñÿ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó F , ÿêùî

{τ = n} ∈ Fn äëÿ âñiõ n ∈ N0. (1.18)

Äëÿ ìîìåíòó çóïèíêè τ âiäíîñíî ïîòîêó F ìíîæèíà ïîäié

Fτ := {A ∈ F∞ : A ∩ {τ = n} ∈ Fn äëÿ âñiõ n ∈ N0} (1.19)

íàçèâà¹òüñÿ σ-àëãåáðîþ, ïîðîäæåíîþ ìîìåíòîì çóïèíêè τ .

Íåôîðìàëüíà iíòåðïðåòàöiÿ ìíîæèíè Fτ òàêà: â òîé ÷àñ, ÿê σ-àëãåáðó Fn ìîæíà

ââàæàòè ñóêóïíiñòþ ïîäié, ïîâ'ÿçàíèõ ç äåÿêèì ôiçè÷íèì ïðîöåñîì, ùî ñïîñòåðiãàþ-

òüñÿ çà ÷àñ n, σ-àëãåáðó Fτ ìîæíà ââàæàòè ñóêóïíiñòþ ïîäié, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ çà

âèïàäêîâèé ÷àñ τ .

Íàâåäåìî åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ ìîìåíòó çóïèíêè òà σ-àëãåáðè Fτ .

Ëåìà 42. Äëÿ òîãî ùîá âèïàäêîâà âåëè÷èíà τ , ùî íàáóâà¹ çíà÷åíü ó ìíîæèíi N∗,

áóëà ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî F íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè:

{τ ≤ n} ∈ Fn äëÿ âñiõ n ∈ N0. (1.20)

Äëÿ òîãî ùîá ïîäiÿ A ∈ F∞ íàëåæàëà Fτ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè

A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn äëÿ âñiõ n ∈ N0. (1.21)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé τ ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.18). Îòæå, äëÿ

m ≤ n {τ = m} ∈ Fm ⊆ Fn, i ∪nm=0{τ = m} ∈ Fn âíàñëiäîê òîãî, ùî σ-àëãåáðà Fn
çàìêíåíà âiäíîñíî óòâîðåííÿ ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü. Îòæå, {τ ≤ n} = ∪nm=0{τ = m} ∈
Fn.

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.20). Òîäi äëÿ n ∈ N {τ ≤ n − 1}c ∈ Fn−1 ⊆ Fn i {τ =

n} = {τ ≤ n}∩{τ ≤ n− 1}c ∈ Fn, îñêiëüêè Fn çàìêíåíà âiäíîñíî óòâîðåííÿ ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ. Íàðåøòi, {τ = 0} = {τ ≤ 0} ∈ F0.

Äðóãà ÷àñòèíà ëåìè äîâîäèòüñÿ ïîäiáíèì ÷èíîì.
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Íàâåäåìî ïðèêëàäè äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî ¹ ìîìåíòàìè çóïèíêè.

Ïðèêëàä 43. Â.â. τ = s, s ∈ N0 ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî ïîòîêó F . Ïðè

öüîìó Fτ = Fs.
Äiéñíî, ÿêùî n = s, òî {τ = n} = Ω ∈ Fn. ßêùî æ n 6= s, òî {τ = n} = � ∈ Fn. Çáiã

σ-àëãåáð ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ïîäiáíèì ÷èíîì.

Ïðèêëàä 44. Íåõàé (Xn)n∈N0 ¹ âèïàäêîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ. Äëÿ n ∈ N0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Fn σ-àëãåáðó, ïîðîäæåíó â.â. X0, . . . , Xn. Â.â.

τB :=

inf{n ∈ N0 : Xn ∈ B}, ÿêùî Xn ∈ B äëÿ äåÿêîãî n ∈ N0,

+∞, ÿêùî Xn /∈ B äëÿ âñiõ n ∈ N0,

äå B ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ íà ïðÿìié, ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî F , îñêiëüêè

{τB = 0} = {X0 ∈ B} ∈ F0 òà

{τB = n} = {X0 /∈ B, . . . , Xn−1 /∈ B,Xn ∈ B} ∈ Fn, n ∈ N.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî íå ¹ ìîìåíòàìè çóïèíêè.

Ïðèêëàä 45. ßêùî â.â. ν íå çàëåæèòü âiä F , òî âîíà íå ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî

F .

Ïðèêëàä 46. Íåõàé (Xn)n∈N0 ¹ âèïàäêîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ. Äëÿ n ∈ N0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç

Fn σ-àëãåáðó, ïîðîäæåíó â.â. X0, . . . , Xn. Â.â.

νB :=

sup{n ∈ N0 : Xn ∈ B}, ÿêùî Xn ∈ B äëÿ äåÿêîãî n ∈ N0,

0, ÿêùî Xn /∈ B äëÿ âñiõ n ∈ N0,

äå B ¹ áîðåëiâñüêîþ ìíîæèíîþ íà ïðÿìié, íå ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî F , îñêiëüêè

{νB = n} = {Xn ∈ B,Xn+1 /∈ B,Xn+2 /∈ B, . . .} /∈ Fn, n ∈ N.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ìiñòèòü ïåðåëiê ôóíêöié âiä ìîìåíòiâ çóïèíêè, ùî ¹ ìîìåíòàìè

çóïèíêè.

Ëåìà 47. ßêùî (τn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ìîìåíòiâ çóïèíêè (âiäíîñíî îäíîãî ïîòîêó

σ-àëãåáð), òî âèïàäêîâi âåëè÷èíè τ1 + τ2, sup
n∈N

τn, inf
n∈N

τn, lim
n→∞

τn òà lim
n→∞

τn ¹ ìîìåíòàìè

çóïèíêè.

Çàóâàæåííÿ 48. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà τ1 − τ2 íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi òðè òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâàþòü ç òàêèõ ñïiââiäíîøåíü: äëÿ n ∈ N0

{τ1 + τ2 = m} =
m⋃
k=0

{τ1 = k} ∩ {τ2 = m− k} ∈ Fm;

{sup
n∈N

τn ≤ m} =
⋂
n

{τn ≤ m} ∈ Fm; { inf
n∈N

τn ≤ m} =
⋃
n

{τn ≤ m} ∈ Fm.
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Íàëåæíiñòü ìíîæèí ó ïðàâèõ ÷àñòèí ðiâíîñòåé σ-àëãåáði Fm ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ïîäiáíèì

÷èíîì. Íàïðèêëàä, äëÿ k ≤ m

{τ1 = k} ∈ Fk ⊆ Fm òà {τ2 = m− k} ∈ Fm−k ⊆ Fm.

Òîìó

{τ1 = k} ∩ {τ2 = m− k} ∈ Fm i
n⋃
k=0

{τ1 = k} ∩ {τ2 = m− k} ∈ Fm

âíàñëiäîê òîãî, ùî Fm çàìêíåíà âiäíîñíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ òà ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü.

Íàðåøòi äâà îñòàííiõ òâåðäæåííÿ âèïëèâàþòü ç ðiâíîñòåé

lim
n→∞

τn = inf
n

sup
m≥n

τm, lim
n→∞

τn = sup
n

inf
m≥n

τm

òà âæå äîâåäåíèõ äðóãîãî òà òðåòüîãî òâåðäæåíü ëåìè.

Ëåìà 49. Íåõàé τ1 òà τ2 ¹ ìîìåíòàìè çóïèíêè âiäíîñíî îäíîãî ïîòîêó σ-àëãåáð. Òîäi

ïîäi¨ {τ1 < τ2}, {τ1 = τ2} òà {τ1 ≤ τ2} íàëåæàòü i Fτ1, i Fτ2. ßêùî A ∈ Fτ1, òî
A ∩ {τ1 ≤ τ2} ∈ Fτ2. Îòæå, ÿêùî τ1(ω) ≤ τ2(ω) äëÿ âñiõ ω ∈ Ω, òî Fτ1 ⊆ Fτ2.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ïåðøå òâåðäæåííÿ ëåìè òiëüêè äëÿ ïîäi¨ {τ1 ≤ τ2}. Äëÿ äâîõ

iíøèõ öå ðîáèòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå n ∈ N. Îñêiëüêè {τ2 ≤ n − 1} ∈ Fn−1 ⊆ Fn, i σ-àëãåáðà Fn
çàìêíåíà âiäíîñíî ïåðåõîäó äî äîïîâíåíü, òî {τ2 ≤ n−1}c ∈ Fn. Çà îçíà÷åííÿì ìîìåíòó

çóïèíêè {τ2 = n} ∈ Fn. Îñêiëüêè σ-àëãåáðà Fn çàìêíåíà âiäíîñíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ,
òî {τ2 ≤ n− 1}c ∩ {τ1 = n} ∈ Fn. Òîìó äëÿ âñiõ n ∈ N

{τ1 ≤ τ2} ∩ {τ1 = n} = {τ2 ≤ n− 1}c ∩ {τ1 = n} ∈ Fn.

Êðiì òîãî,

{τ1 ≤ τ2} ∩ {τ1 = 0} = Ω ∩ {τ1 = 0} = {τ1 = 0} ∈ F0.

Îòæå, çà îçíà÷åííÿì {τ1 ≤ τ2} ∈ Fτ1 . Îñêiëüêè äëÿ âñiõ n ∈ N0

{τ1 ≤ τ2} ∩ {τ2 = n} = {τ1 ≤ n} ∩ {τ2 = n} ∈ Fn,

òî çà îçíà÷åííÿì {τ1 ≤ τ2} ∈ Fτ2 .
Íåõàé A ∈ Fτ1 . Çà ëåìîþ 3.26 A ∩ {τ1 ≤ n} ∈ Fn äëÿ âñiõ n ∈ N0. Òîìó äëÿ âñiõ

n ∈ N0

A ∩ {τ1 ≤ τ2} ∩ {τ2 = n} = A ∩ {τ1 ≤ n} ∩ {τ2 = n} ∈ Fn,

îñêiëüêè {τ2 = n} ∈ Fn, i σ-àëãåáðà Fn çàìêíåíà âiäíîñíî ñêií÷åííèõ ïåðåòèíiâ. Îòæå,
çà îçíà÷åííÿì A ∩ {τ1 ≤ τ2} ∈ Fτ2 .

Çà ïðèïóùåíü îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ ëåìè {τ1 ≤ τ2} = Ω. Òîìó öå òâåðäæåííÿ

âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî.
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1.10. Çàäà÷i

Çàäà÷à 50. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà ïîäié Fτ , âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (3.27), ¹ σ-àëãåáðîþ.

Çàäà÷à 51. Íåõàé (τn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ìîìåíòiâ çóïèíêè âiäíîñíî îäíîãî ïîòîêó

σ-àëãåáð. Äîâåñòè ðiâíîñòi

F (1)
τ =

⋂
n

Fτn , F (2)
τ =

⋃
n

Fτn ,

äå τ (1) := inf
n∈N

τn òà τ (2) := sup
n∈N

τn.
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Ðîçäië 2

Âèïàäêîâi áëóêàííÿ ç äâîái÷íèìè

ñòðèáêàìè

2.1. Âñòóï òà ïîñòàíîâêà çàäà÷

Çàôiêñó¹ìî éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω,F ,P) òà ïðèïóñòèìî, ùî íà íüîìó âèçíà÷åíà ïî-

ñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (ξk)k∈N, ùî ìàþòü

òàêèé æå ðîçïîäië ÿê âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ.

Îçíà÷åííÿ 52. Âèïàäêîâà ïîñëiäîâíiñòü (Sk)k∈N0 , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

S0 := 0, Sk := ξ1 + . . .+ ξk, k ∈ N,

íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì áëóêàííÿì, ùî ñòàðòó¹ â íóëi.

Íà âiäìiíó âiä ïîäàëüøèõ ðîçäiëiâ, ïðèñâÿ÷åíèõ òåîði¨ âiäíîâëåííÿ, äå áóäóòü äî-

ñëiäæóâàòèñÿ âèïàäêîâi áëóêàííÿ ç íåâiä'¹ìíèìè êðîêàìè ξk, ó äàíîìó ðîçäiëi ìè ðîç-

ãëÿäà¹ìî áiëüø çàãàëüíi âèïàäêîâi áëóêàííÿ, êðîêè ÿêèõ ξk ìîæóòü íàáóâàòè çíà÷åííÿ

îáîõ çíàêiâ (ïðîòå âèïàäêè ξ ≥ 0 ì.í. àáî ξ ≤ 0 ì.í. íå âèêëþ÷àþòüñÿ).

Ñåðåä áàãàòüîõ ìîæëèâèõ çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç âèïàäêîâèìè áëóêàííÿìè, ìè âèáåðå-

ìî òðè, i ¨õ ðîçâ'ÿçàííþ áóäå ïðèñâÿ÷åíèé äàíèé ðîçäië.

• ßêîþ ¹ ïîâåäiíêà Sn ìàéæå íàïåâíî ïðè n→∞ (ãëîáàëüíà ïîâåäiíêà)?

• ßêèì ÷èíîì ãëîáàëüíà ïîâåäiíêà Sn ïîâ'ÿçàíà çi ñêií÷åííiñòþ ìàéæå íàïåâíî òà

ñêií÷åííiñòþ ñåðåäíiõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ν∗(0) òà ν∗−(0), ùî âèçíà÷àþòüñÿ òàê

ν∗(0) :=


inf{n ∈ N : Sn ≥ 0}, ÿêùî sup

k∈N
Sk ≥ 0,

+∞, ÿêùî sup
k∈N

Sk < 0;

ν∗−(0) :=


inf{n ∈ N : Sn ≤ 0}, ÿêùî inf

k∈N
Sk ≤ 0,

+∞, ÿêùî inf
k∈N

Sk > 0?
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• ×è ìîæå âèïàäêîâå áëóêàííÿ ïîòðàïëÿòè ó ôiêñîâàíèé ñêií÷åííèé iíòåðâàë íå-

ñêií÷åííî ÷àñòî ç éìîâiðíiñòþ îäèí? ßêùî òàê, òî çà ÿêèõ óìîâ?

Ó äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ âiäïîâiäü íà ïåðøå çàïèòàííÿ ïðîñòà. ßêùî, íàïðèêëàä, Eξ ∈ (0,∞]

(çîêðåìà, ÿêùî ξ ≥ 0 ì.í.), òî çãiäíî ç ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë lim
n→∞

Sn/n = Eξ
ì.í., çâiäêè âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ lim

n→∞
Sn = +∞ ì.í. ßêùî æ Eξ ∈ [−∞, 0), òî àíà-

ëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ïðèçâîäÿòü äî ñïiââiäíîøåííÿ lim
n→∞

Sn = −∞ ì.í. Íà öüîìó íåòðè-

âiàëüíi1 âèïàäêè, ó ÿêèõ ãëîáàëüíà ïîâåäiíêà Sn ¹ î÷åâèäíîþ, âè÷åðïóþòüñÿ. ßêùî,

íàïðèêëàä, Eξ = 0, òî çãiäíî ç ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë lim
n→∞

Sn/n = 0 ì.í.,

i ìiðêóâàííÿ, íàâåäåíi âèùå, íå äàþòü áàæàíîãî ðåçóëüòàòó. Ó íàñëiäêó 60 áóäå ïîêà-

çàíî, ùî âèïàäêîâi áëóêàííÿ, êðîêè ÿêèõ ìàþòü íóëüîâå ñåðåäí¹, îñöèëþþòü, òîáòî

lim
n→∞

Sn = +∞ ì.í. òà lim
n→∞

Sn = −∞ ì.í. Ïîâíà æ õàðàêòåðèçàöiÿ ãëîáàëüíî¨ ïîâåäií-

êè Sn áóäå îòðèìàíà ó òåîðåìi 59. Çîêðåìà, áóäå ïîêàçàíî, ùî ìîæëèâi ëèøå ÷îòèðè

ðåæèìè ãëîáàëüíî¨ ïîâåäiíêè: çñóâ íà +∞ àáî −∞ (ÿê ó ïåðøèõ äâîõ ïîïåðåäíiõ ïðè-

êëàäàõ), îñöèëþâàííÿ òà âèðîäæåííiñòü â íóëi (P{ξ = 0} = 1).

Íà çàâåðøåííÿ äàíîãî ïiäðîçäiëó çàçíà÷èìî, ùî, îêðiì ñàìîñòiéíîãî iíòåðåñó, ðå-

çóëüòàòè ïðî ïîòðàïëåííÿ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ ó ñêií÷åííèé iíòåðâàë ñòàíóòü íàì ó

ïðèãîäi ó ðîçäiëi 3.7. ïðè äîâåäåííi òåîðåìè Áëåêêóåëà.

2.2. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Íåõàé (Fk)k∈N0 ¹ ïîòîêîì σ-àëãåáð, äå

F0 := {Ω,�}, Fk := σ(ξ1, . . . , ξk), k ∈ N. (2.1)

Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ν∗(0) òà ν∗−(0) ¹ ìîìåíòàìè çóïèíêè âiäíîñíî (Fk)k∈N0 . Äiéñíî,

âíàñëiäîê ðiâíîñòåé

{ν∗(0) > n} = {S1 < 0, S2 < 0, . . . , Sn < 0} òà {ν∗(0) > n} = {S1 > 0, S2 > 0, . . . , Sn > 0},

ñïîñòåðiãàþ÷è (ξ1, . . . , ξn), ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè, ÷è âiäáóëèñÿ ïîäi¨ {ν∗(0) > n}
{ν∗−(0) > n}.

Íàãàäà¹ìî ïðîñòèé àðãóìåíò íà ïiäòðèìêó òîãî, ùî âëàñòèâiñòü 'áóòè ìîìåíòîì

çóïèíêè' ¹ êîðèñíîþ.

Ëåìà 53. Íåõàé τ ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð (Fk)k∈N0, âèçíà-

÷åíîãî ó (3.2). Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî E|ξ| < ∞ òà Eτ < ∞. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ

òîòîæíiñòü Óîëäà ESτ = EτEξ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî

E
∑
k≥1

|ξk|1{τ≥k} =
∑
k≥1

E|ξk|1{τ≥k} =
∑
k≥1

E|ξk|E1{τ≥k}

= E|ξ|
∑
k≥1

P{τ ≥ k} = E|ξ|Eτ <∞,

1ßêùî P{ξ = 0} = 1, òî Sn = 0 äëÿ âñiõ n ∈ N � òðèâiàëüíèé âèïàäîê.
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ïðè öüîìó ïåðøà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âñi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ïiä çíàêîì ñóìè

íåâiä'¹ìíi. Äðóãà ðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî â.â. 1{τ≥k} ¹ Fk−1-âèìiðíîþ i, îòæå, íå

çàëåæèòü âiä ξk. Çàëèøà¹òüñÿ çàïèñàòè

ESτ = ESτ 1{τ≥1} = E
τ∑
k=1

ξk = E
∑
k≥1

ξk 1{τ≥k}

= E lim
n→∞

n∑
k=1

ξk 1{τ≥k} = lim
n→∞

E
n∑
k=1

ξk 1{τ≥k} = Eξ
∑
k≥1

P{τ ≥ k} = EξEτ,

ïðè öüîìó ï'ÿòà ðiâíiñòü çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íåðiâíiñòþ∣∣∣∣ n∑
k=1

ξk 1{τ≥k}

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|ξk|1{τ≥k} ≤
∑
k≥1

|ξk|1{τ≥k},

òèì, ùî ñåðåäí¹ îñòàííüîãî ðÿäó ¹ ñêií÷åííèì, òà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó

çáiæíiñòü.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèïàäêîâà ïîñëiäîâíiñòü (Sj+n − Sn)j∈N0 íå çà-

ëåæèòü âiä Sn òà ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê (Sk)k∈N0 . Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öÿ âëàñòèâiñòü

çáåðiãà¹òüñÿ ïiñëÿ çàìiíè n ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð (Fk)k∈N0 .

Ëåìà 54. Íåõàé τ ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó (Fk)k∈N0, âèçíà÷åíîãî ó (3.2).

Çà óìîâè {τ <∞} ïîñëiäîâíiñòü (Sj+τ −Sτ )j∈N ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê (Sk)k∈N i íå

çàëåæèòü âiä (τ, Sτ ).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíèõ k ∈ N0, m ∈ N òà áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A òà Bj, j ≤ m,

j ∈ N

P{τ = k, Sτ ∈ A, S1+τ − Sτ ∈ B1, . . . , Sm+τ − Sτ ∈ Bm}

= P{τ = k, Sk ∈ A, ξk+1 ∈ B1, . . . , ξk+1 + . . .+ ξk+m ∈ Bm}

= P{τ = k, Sk ∈ A}P{ξk+1 ∈ B1, . . . , ξk+1 + . . .+ ξk+m ∈ Bm}

= P{τ = k, Sτ ∈ A}P{S1 ∈ B1, . . . , Sm ∈ Bm}, (2.2)

ïðè öüîìó äëÿ îòðèìàííÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî ïîäiÿ {τ = k, Sk ∈
A} ∈ Fk i, îòæå, íå çàëåæèòü âiä (ξj)j≥k+1. Ïîêëàâøè ó íàâåäåíèõ âèùå ðiâíîñòÿõ A = Ω

òà ïðîñóìóâàâøè ïî k ∈ N0, îòðèìó¹ìî

P{S1+τ − Sτ ∈ B1, . . . , Sm+τ − Sτ ∈ Bm|τ <∞} = P{S1 ∈ B1, . . . , Sm ∈ Bm},

ùî äîâîäèòü îäíàêîâó ðîçïîäiëåíiñòü. Ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü ó (2.2), îòðèìó-

¹ìî

P{τ = k, Sτ ∈ A, S1+τ − Sτ ∈ B1, . . . , Sm+τ − Sτ ∈ Bm}

= P{τ = k, Sτ ∈ A}P{S1+τ − Sτ ∈ B1, . . . , Sm+τ − Sτ ∈ Bm|τ <∞},

ùî äîâîäèòü íåçàëåæíiñòü, ùî ñòâåðäæóâàëàñÿ.
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Îçíà÷åííÿ 55. Âèïàäêîâi âåëè÷èíè ν1 < ν2 < . . ., ùî âèçíà÷àþòüñÿ òàê

ν1 := ν∗(0), νk+1 := inf{j > νk : Sj ≥ Sνk}, k ∈ N

(ç äîìîâëåíiñòþ ïðî òå, ùî inf � = +∞), íàçèâàþòüñÿ ñõîäèíêîâèìè ìîìåíòàìè, ùî

âiäïîâiäàþòü íåñïàäàííþ (weak ascending ladder epochs). Ïðè öüîìó âèïàäêîâi âåëè÷èíè

0 ≤ Sν1 ≤ Sν2 ≤ . . . íàçèâàþòüñÿ ñõîäèíêîâèìè âèñîòàìè, ùî íå ñïàäàþòü (weak

ascending ladder heights).

Òåðìiíîëîãiÿ ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî (νk) � öå ïîñëiäîâíi ìîìåíòè ÷àñó, ó ÿêi âèïàäêîâå

áëóêàííÿ íàáóâà¹ 'ðåêîðäíèõ' çíà÷åíü, òîáòî íå ìåíøèõ çà âñi ïîïåðåäíi çíà÷åííÿ, ïðè

öüîìó (Sνk) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ðåêîðäíèõ çíà÷åíü. Ñõîäèíêîâi ìîìåíòè, ùî âiäïîâiäàþòü

íåçðîñòàííþ (weak descending ladder epochs) òà ñõîäèíêîâi âèñîòè, ùî íå çðîñòàþòü

âèçíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî, ñòàðòóþ÷è ç ν∗−(0).

Òåïåð ìè äîâåäåìî îäèí ç íàéâàæëèâiøèõ òåõíi÷íèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ âèïàäêîâèõ

áëóêàíü (ç äâîái÷íèìè êðîêàìè).

Ëåìà 56. Ïðèïóñòèìî, ùî P{ν∗(0) <∞} = 1. Òîäi âèïàäêîâi âåêòîðè (ν1, ξ1+. . .+ξν1),

(ν2 − ν1, ξν1+1 + . . .+ ξν2), . . . ¹ íåçàëåæíèìè òà îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè.

Äîâåäåííÿ. Îäíàêîâà ðîçïîäiëåíiñòü âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé, ùî âèêîíóþòüñÿ äëÿ i ∈ N
òà áîðåëiâñüêî¨ ìíîæèíè A

P{νk+1 − νk = i, ξνk+1 + . . .+ ξνk+1
∈ A}

=
∑
j≥1

P{νk = j, νk+1 − νk = i, ξνk+1 + . . .+ ξνk+1
∈ A}

=
∑
j≥1

P{νk = j, Sj+1 < Sj, . . . , Sj+i−1 < Sj, Sj+i ≥ Sj, ξj+1 + . . .+ ξj+i ∈ A}

=
∑
j≥1

P{νk = j}⋂
{ξj+1 < 0, . . . , ξj+1 + . . .+ ξj+i−1 < 0, ξj+1 + . . .+ ξj+i ≥ 0, ξj+1 + . . .+ ξj+i ∈ A}

=
∑
j≥1

P{νk = j}

× P{ξj+1 < 0, . . . , ξj+1 + . . .+ ξj+i−1 < 0, ξj+1 + . . .+ ξj+i ≥ 0, ξj+1 + . . .+ ξj+i ∈ A}

= P{ξ1 < 0, . . . , ξ1 + . . .+ ξi−1 < 0, ξ1 + . . .+ ξi ≥ 0, ξ1 + . . .+ ξi ∈ A}
∑
j≥1

P{νk = j}

= P{ν1 = i, ξ1 + . . .+ ξν1 ∈ A}.

Çãiäíî ç âïðàâîþ 71 νk ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð (Fn)n∈N0 , âèçíà÷å-

íîãî ó (3.2). Òàêèì ÷èíîì, ïîäiÿ {νk = j} ∈ Fj i, îòæå, íå çàëåæèòü âiä áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè (ξj+1, ξj+2, . . .). Öå îáãðóíòîâó¹ ÷åòâåðòó ðiâ-

íiñòü. Íàðåøòi, ï'ÿòà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ðîçïîäiëè âåêòîðiâ (ξj+1, . . . , ξj+i) òà

(ξ1, . . . , ξi) ¹ îäíàêîâèìè.
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Äëÿ äîâiëüíèõ k1, . . . , kn+1 ∈ N òà äîâiëüíèõ áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí A1, . . . , An+1 ïî-

êëàäåìî

Bn := {ν1 = k1, ξ1 + . . .+ ξν1 ∈ A1}
n⋂
j=2

{νj − νj−1 = kj, ξνj−1+1 + . . .+ ξνj ∈ Aj}.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåçàëåæíîñòi äîñòàòíüî âñòàíîâèòè ðiâíiñòü

P{Bn, νn+1 − νn = kn+1, ξνn+1 + . . .+ ξνn+1 ∈ An+1}

= P(Bn)P{νn+1 − νn = kn+1, ξνn+1 + . . .+ ξνn+1 ∈ An+1}

òà ñêîðèñòàòèñÿ iíäóêöi¹þ. Ìà¹ìî

P{Bn, νn+1 − νn = kn+1, ξνn+1 + . . .+ ξνn+1 ∈ An+1}

= P{Bn, Sk1+...+kn+1 < Sk1+...+kn , . . . , Sk1+...+kn+1−1 < Sk1+...+kn , Sk1+...+kn+1 ≥ Sk1+...+kn}⋂
{ξk1+...+kn+1 + . . .+ ξk1+...+kn+1 ∈ An+1}

= P{Bn, ξk1+...+kn+1 < 0, . . . , ξk1+...+kn+1 + . . .+ ξk1+...+kn+1−1 < 0}⋂
{ξk1+...+kn+1 + . . .+ ξk1+...+kn+1 ≥ 0, ξk1+...+kn+1 + . . .+ ξk1+...+kn+1 ∈ An+1}

= P(Bn)P{ξk1+...+kn+1 < 0, . . . , ξk1+...+kn+1 + . . .+ ξk1+...+kn+1−1 < 0}⋂
{ξk1+...+kn+1 + . . .+ ξk1+...+kn+1 ≥ 0, ξk1+...+kn+1 + . . .+ ξk1+...+kn+1 ∈ An+1}

= P(Bn)P{νn+1 − νn = kn+1, ξνn+1 + . . .+ ξνn+1 ∈ An+1},

ïðè öüîìó òðåòÿ ðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïîäiÿ Bn ∈ Fk1+...+kn i, îò-

æå, íå çàëåæèòü âiä áóäü-ÿêî¨ ïîäi¨, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè

(ξk1+...+kn+1, ξk1+...+kn+2, . . .).

2.3. Çâ'ÿçîê ãëîáàëüíî¨ ïîâåäiíêè âèïàäêîâèõ áëóêàíü ç âëàñòè-

âîñòÿìè ïåâíèõ ìîìåíòiâ çóïèíêè

Òâåðäæåííÿ 57. ßêùî P{ξ = 0} < 1, òî

P{ν∗(0) <∞} = 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè lim
n→∞

Sn = +∞ ìàéæå íàïåâíî,

ïðè öüîìó ESν∗(0) > 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî lim
n→∞

Sn = +∞ ì.í. Öå îçíà÷à¹, ùî ç éìîâiðíiñòþ 1 Sn

íàáóâà¹ âåëèêi äîäàòíi çíà÷åííÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi iíäåêñiâ n, çâiäêè, çîêðåìà,

âèïëèâà¹ P{sup
k∈N

Sk ≥ 0} = P{ν∗(0) <∞} = 1.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî P{ν∗(0) < ∞} = 1. Îñêiëüêè Sν∗(0) = ξ1 = ξ+
1 , ÿêùî ξ1 ≥ 0,

òà Sν∗(0) ≥ 0 = ξ+
1 , ÿêùî ξ1 < 0, òî Sν∗(0) ≥ ξ+

1 ì.í., çîêðåìà, ESν∗(0) ≥ Eξ+ ∈ [0,∞].

Çãiäíî ç ëåìîþ 56 âèïàäêîâi âåëè÷èíè T1 := ξ1 + . . . + ξν1 , T2 := ξν1+1 + . . . + ξν2 ,. . .,

Tn := ξνn−1+1 + . . .+ ξνn íåçàëåæíi i ìàþòü òàêèé æå ðîçïîäië ÿê Sν∗(0). Òîìó ïðè n→∞

Sνn
n

=
T1 + . . .+ Tn

n
→ ESν∗(0) ≥ Eξ+ ìàéæå íàïåâíî (2.3)
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çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë. ßêùî Eξ+ ∈ (0,∞], òî çâiäñè îäðàçó âèïëèâà¹

lim
n→∞

Sn = +∞ ì.í. Ïðèïóñòèìî, ùî Eξ+ = 0, ùî ¹ åêâiâàëåíòíèì òîìó, ùî P{ξ ≤ 0} = 1.

Îòæå, Eξ = Eξ+ − Eξ− ∈ [−∞, 0) (Eξ íå ìîæå äîðiâíþâàòè íóëåâi, îñêiëüêè öå á îçíà-

÷àëî, ùî Eξ− = 0 i, ÿê íàñëiäîê, ùî P{ξ = 0} = 1) i çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ

÷èñåë lim
n→∞

Sn/n = Eξ < 0. Çâiäñè îòðèìó¹ìî lim
n→∞

Sn = −∞ ì.í., ùî ñóïåðå÷èòü ñïiââiä-

íîøåííþ lim
n→∞

Sn ≥ 0 ì.í., ùî âèïëèâà¹ ç (2.3). Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

Sn = +∞ ì.í. òà íåðiâíiñòü ESν∗(0) ≥ Eξ+ > 0.

Ââåäåìî ùå äâà ïîçíà÷åííÿ:

ν(0) :=


inf{n ∈ N : Sn > 0}, ÿêùî sup

k∈N
Sk > 0,

+∞, ÿêùî sup
k∈N

Sk ≤ 0;

ν−(0) :=


inf{n ∈ N : Sn < 0}, ÿêùî inf

k∈N
Sk < 0,

+∞, ÿêùî inf
k∈N

Sk ≥ 0.

Òâåðäæåííÿ 58. (à) Âèêîíóþòüñÿ åêâiâàëåíòíîñòi

Eν∗(0) <∞ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè P{ν−(0) =∞} > 0,

ïðè öüîìó

Eν∗(0) =
1

P{ν−(0) =∞}
,

òà

Eν(0) <∞ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè P{ν∗−(0) =∞} > 0,

ïðè öüîìó

Eν(0) =
1

P{ν∗−(0) =∞}
.

(á) ßêùî P{ξ = 0} < 1, òî

P{ν∗−(0) =∞} > 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè P{ν−(0) =∞} > 0.

(â) ßêùî P{ξ = 0} < 1, òî

P{ν∗−(0) =∞} > 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè lim
n→∞

Sn = +∞ ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. (à) Ïîäi¨ A(n)
k , k = 1, 2, . . . , n, ùî äëÿ n ∈ N\{1} âèçíà÷àþòüñÿ òàê

A
(n)
1 := {S1 ≤ S2, . . . , S1 ≤ Sn},

A
(n)
k := {S1 > Sk, . . . , Sk−1 > Sk ≤ Sk+1, . . . , Sk ≤ Sn}, k = 2, . . . , n,
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çàäàþòü âñi ìîæëèâi ðîçòàøóâàííÿ òî÷îê (S1, . . . , Sn) íà ïðÿìié2, à òîìó óòâîðþþòü

ïîâíó ãðóïó ïîäié, òîáòî
n∑
k=1

P(A
(n)
k ) = 1. (2.4)

Ç iíøîãî áîêó,

P
(
A

(n)
k

)
= P{ξ2 + . . .+ ξk < 0, ξ3 + . . .+ ξk < 0, . . . , ξk < 0, ξk+1 ≥ 0, . . . , ξk+1 + . . .+ ξn ≥ 0}

= P{ξ2 + . . .+ ξk < 0, ξ3 + . . .+ ξk < 0, . . . , ξk < 0}P{ξk+1 ≥ 0, . . . , ξk+1 + . . .+ ξn ≥ 0}

= P{S1 < 0, . . . , Sk−1 < 0}P{S1 ≥ 0, . . . , Sn−k ≥ 0}

= P{ν∗(0) ≥ k}P{ν−(0) > n− k},

ïðè öüîìó äðóãà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ ïîäié {ξ2 + . . . + ξk <

0, ξ3 + . . .+ ξk < 0, . . . , ξk < 0} òà {ξk+1 ≥ 0, . . . , ξk+1 + . . .+ ξn ≥ 0}, ùî ¹ íàñëiäêîì íåçà-

ëåæíîñòi âèïàäêîâèõ âåêòîðiâ (ξ2, . . . , ξk) òà (ξk+1, . . . , ξn), à òðåòÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì

òîãî, ùî âåêòîðè
(
ξ2 + . . . + ξk, ξ3 + . . . + ξk, . . . , ξk

)
òà
(
Sk−1, Sk−2, . . . , S1

)
¹ îäíàêîâî

ðîçïîäiëåíèìè, òà âåêòîðè
(
ξk+1, . . . , ξk+1 + . . .+ ξn

)
òà
(
S1, . . . , Sn−k

)
¹ îäíàêîâî ðîçïî-

äiëåíèìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü ç óðàõóâàííÿì (2.4). îòðèìó¹ìî

1 =
n∑
k=1

P{ν∗(0) ≥ k}P{ν−(0) > n− k}, n ∈ N\{1}. (2.5)

Ïðèïóñòèìî, ùî P{ν−(0) =∞} > 0. Ñïðÿìóâàâøè n→∞ òà ñêîðèñòàâøèñÿ ëåìîþ

Ôàòó, ìà¹ìî

1 ≥
∑
k≥1

P{ν∗(0) ≥ k}P{ν−(0) =∞} = Eν∗(0)P{ν−(0) =∞}, (2.6)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî Eν∗(0) <∞.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî Eν∗(0) < ∞. Ðîçáèâàþ÷è ñóìó ó ðiâíîñòi (2.5) íà äâi, îòðè-

ìó¹ìî

1 =

j∑
k=1

P{ν∗(0) ≥ k}P{ν−(0) > n− k}+
n∑

k=j+1

P{ν∗(0) ≥ k}P{ν−(0) > n− k}

≤
j∑

k=1

P{ν∗(0) ≥ k}P{ν−(0) > n− j}+
n∑

k=j+1

P{ν∗(0) ≥ k}

äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî j ∈ N òà äîñòàòíüî âåëèêèõ n ∈ N. Ñïðÿìîâóþ÷è n → ∞,

ìà¹ìî

1 ≤
j∑

k=1

P{ν∗(0) ≥ k}P{ν−(0) =∞}+
∑
k≥j+1

P{ν∗(0) ≥ k}, (2.7)

2Íàïðèêëàä, ïîäiÿ A
(3)
1 âèçíà÷à¹ òàêi ñèòóàöi¨ S1 < S2 < S3, S1 < S3 < S2, S1 = S2 = S3, S1 = S2 < S3,

S1 = S3 < S2 òà S1 < S2 = S3, ïîäiÿ A
(3)
2 � òàêi S2 < S1 < S3, S2 < S3 < S1, S2 = S3 < S1 òà S2 < S1 = S3, à

ïîäiÿ A
(3)
3 � òàêi S3 < S2 < S1, S3 < S1 < S2 òà S3 < S1 = S2.
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ïðè öüîìó îñòàííÿ ñóìà ñêií÷åííà âíàñëiäîê íåðiâíîñòi∑
k≥j+1

P{ν∗(0) ≥ k} ≤ Eν∗(0) <∞.

Ñïðÿìîâóþ÷è òåïåð ó (2.7) j →∞, îòðèìó¹ìî

1 ≤ Eν∗(0)P{ν−(0) =∞}, (2.8)

çâiäêè âèïëèâà¹ P{ν−(0) =∞} > 0.

Íàðåøòi, ÿêùî àáî P{ν−(0) =∞} > 0, àáî Eν∗(0) <∞, òî, îá'¹äíóþ÷è (2.6) òà (2.8),

ðîáèìî âèñíîâîê Eν∗(0)P{ν−(0) = ∞} = 1, ùî äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó ïóíêòó (à).

Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè, ùî ñòîñó¹òüñÿ âåëè÷èí ν(0) òà ν∗−(0), ¹ àíàëîãi÷íèì.

(á) Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî P{ν∗−(0) =∞} > 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü

P{ν−(0) =∞} = P{ inf
n∈N

Sn ≥ 0} ≥ P{ inf
n∈N

Sn > 0} = P{ν∗−(0) =∞} > 0,

äiñòà¹ìî áàæàíîãî âèñíîâêó P{ν−(0) =∞} > 0.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî P{ν−(0) =∞} > 0, ïðîòå P{ν∗−(0) =∞} = 0. Ïîêëàäåìî

α := P{Sν∗−(0) = 0} = P{Sν∗−(0) = 0, ν∗−(0) <∞} =
∑
n≥1

P{Sν∗−(0) = 0, ν∗−(0) = n}

=
∑
n≥1

P{Sn = 0, S1 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn ≤ 0}

=
∑
n≥1

P{S1 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn = 0}

Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

P{ν−(0) =∞} = P{ν−(0) =∞, ν∗−(0) <∞} =
∑
n≥1

P{ν∗−(0) = n, ν−(0) =∞}

=
∑
n≥1

P{S1 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn = 0, ν−(0) =∞}

=
∑
n≥1

P{S1 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn = 0, Sn+1 ≥ 0, Sn+2 ≥ 0, . . .}

=
∑
n≥1

P{S1 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn = 0, ξn+1 ≥ 0, ξn+1 + ξn+2 ≥ 0, . . .}

=
∑
n≥1

P{S1 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn = 0}P{S1 ≥ 0, S2 ≥ 0, . . .}

= αP{ν−(0) =∞}.

Òîìó α = 1, ùî åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî Sν∗−(0) = 0 ì.í., ùî ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ 57,

çàñòîñîâàíîìó äî âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (−ξk), çãiäíî ç ÿêèì ESν∗−(0) < 0.

(â) Ïðèïóñòèìî, ùî lim
n→∞

Sn = +∞ ì.í. ßêùî ν∗−(0) < ∞ ì.í., òî çà òâåðäæåííÿì 57,

çàñòîñîâàíèì äî âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (−ξk), îòðèìó¹ìî lim
n→∞

Sn = −∞ ì.í. Âñòàíîâëåíà

ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî â.â. ν∗−(0) íå ìîæå áóòè ì.í. ñêií÷åííîþ.
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî P{ν∗−(0) =∞} > 0. Îòæå, P{ν−(0) =∞} > 0 çà âæå äîâåäåíèì

ïóíêòîì (á), ùî ãàðàíòó¹ òå, ùî Eν∗(0) < ∞ çãiäíî ç ïóíêòîì (à) äàíîãî òâåðäæåííÿ.

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð òâåðäæåííÿ 57, ðîáèìî âèñíîâîê

lim
n→∞

Sn = +∞ ì.í. (2.9)

Ïðèïóñòèìî, ùî P{ lim
n→∞

Sn < +∞} > 0. Òîäi P{ lim
n→∞

Sn < t} ≥ ε äëÿ äåÿêîãî ε > 0

òà äîñòàòíüî âåëèêèõ t. Âèçíà÷èìî äëÿ êîæíîãî òàêîãî t âèïàäêîâó âåëè÷èíó ν(2t)

ðiâíiñòþ ν(2t) := inf{n ∈ N : Sn > 2t}, ÿêùî sup
n∈N

Sn > 2t, òà ïîêëàäåìî ν(2t) =∞, ÿêùî

sup
n∈N

Sn ≤ 2t. Ñïiââiäíîøåííÿ (2.9) çàáåçïå÷ó¹ ì.í. ñêií÷åííiñòü ν(2t). Äëÿ êîæíîãî k ∈ N
çàïèøåìî

P{ν(2t) = k, lim
n→∞

Sn < t} = P{ν(2t) = k, Sk + lim
n→∞

(ξk+1 + . . .+ ξn) < t}

≤ P{ν(2t) = k, lim
n→∞

(ξk+1 + . . .+ ξn) < −t}

= P{ν(2t) = k}P{ lim
n→∞

(ξk+1 + . . .+ ξn) < −t}

= P{ν(2t) = k}P{ lim
n→∞

Sn < −t}, (2.10)

äå íåðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî Sk > 2t íà ïîäi¨ {ν(2t) = k}. Äëÿ îáãðóíòóâàí-

íÿ äðóãî¨ ðiâíîñòi çàçíà÷èìî, ùî ν(2t) ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð

(Fn)n∈N0 , âèçíà÷åíîãî ó (3.2), çâiäêè âèïëèâà¹ òå, ùî {ν(2t) = k} ∈ Fk. Ç iíøîãî áîêó,

îñêiëüêè { lim
n→∞

(ξk+1 + . . .+ ξn) < t} ∈ F ′k+1 := σ(ξk+1, ξk+2, . . .), à σ-àëãåáðè Fk òà F ′k+1 ¹

íåçàëåæíèìè, òî i ïîäi¨ {ν(2t) = k} òà { lim
n→∞

(ξk+1 + . . .+ ξn) < t} ¹ íåçàëåæíèìè.

Ïðîñóìóâàâøè íåðiâíiñòü (2.10) ïî k ∈ N, ìà¹ìî

ε ≤ P{ lim
n→∞

Sn < t} ≤ P{ lim
n→∞

Sn < −t}.

Ñïðÿìóâàâøè òåïåð t→∞, ðîáèìî âèñíîâîê

0 < ε ≤ P{ lim
n→∞

Sn = −∞}.

Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 4(â) ïîäiÿ { lim
n→∞

Sn = −∞} ¹ çàëèøêîâîþ. Òîìó çà çàêîíîì "íóëÿ òà

îäèíèöi"Êîëìîãîðîâà (òåîðåìà 5) P{ lim
n→∞

Sn = −∞} = 1. Ïðîòå îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåí-

íÿ çàáåçïå÷ó¹ ì.í. ñêií÷åííiñòü ν∗−(0) çà òâåðäæåííÿì 57, çàñòîñîâàíèì äî âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí (−ξk). Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü òå, ùî lim
n→∞

Sn = +∞ ì.í. i, îòæå, äàíó

iìïëiêàöiþ.

Òåîðåìà 59, íàâåäåíà íèæ÷å, ¹ îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ïiäðîçäiëó.

Òåîðåìà 59. Äëÿ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ (Sk)k∈N0 ìîæëèâi ÷îòèðè àëüòåðíàòèâè:

(I) Sk = 0 äëÿ âñiõ k ∈ N0 åêâiâàëåíòíî P{ξ = 0} = 1;

(II) P{ν∗−(0) =∞} > 0, ïðè öüîìó lim
n→∞

Sn = +∞ ìàéæå íàïåâíî, à òàêîæ Eν∗(0) <∞;

(III) P{ν∗(0) =∞} > 0, ïðè öüîìó lim
n→∞

Sn = −∞ ìàéæå íàïåâíî, à òàêîæ Eν∗−(0) <∞;

(IV) ν∗−(0) òà ν∗(0) ¹ ìàéæå íàïåâíî ñêií÷åííèìè, ïðè öüîìó lim
n→∞

Sn = +∞ ìàéæå

íàïåâíî, lim
n→∞

Sn = −∞ ìàéæå íàïåâíî, òà Eν∗−(0) = Eν∗(0) =∞.
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Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâiñòü (I) ¹ î÷åâèäíîþ. Íàäàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî P{ξ = 0} < 1.

(II) Íåõàé P{ν∗−(0) = ∞} > 0. Çà òâåðäæåííÿì 58(á) P{ν−(0) = ∞} > 0. Òîìó çãiäíî ç

òâåðäæåííÿì 58(à) Eν∗(0) <∞. Íàðåøòi ñïiââiäíîøåííÿ lim
n→∞

Sn = +∞ ìàéæå íàïåâíî

çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òâåðäæåííÿì 58(â).

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, çàñòîñîâàíi äî âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ ç êðîêàìè (−ξk), âñòàíîâ-
ëþþòü ïóíêò (III).

(IV) Íåõàé òåïåð i ν∗−(0), i ν∗(0) ¹ ìàéæå íàïåâíî ñêií÷åííèìè. Çà òâåðäæåííÿì 57

lim
n→∞

Sn = +∞ òà lim
n→∞

Sn = −∞ ìàéæå íàïåâíî. Äàëi çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 58(á) âåëè-

÷èíè ν−(0) òà ν(0) ¹ ìàéæå íàïåâíî ñêií÷åííèìè. Îòæå, Eν∗(0) = Eν∗−(0) =∞ çãiäíî ç

òâåðäæåííÿì 58(à).

Íàâåäåíèé íèæ÷å íàñëiäîê 60 ñòâåðäæó¹, ùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ, êðîêè ÿêîãî ìà-

þòü íóëüîâå ñåðåäí¹, îñöèëþ¹.

Íàñëiäîê 60. ßêùî P{ξ = 0} < 1 òà Eξ = 0, òî

lim
n→∞

Sn = +∞ òà lim
n→∞

Sn = −∞ ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 59(IV) äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî Eν∗(0) =∞ òà Eν∗−(0) =∞.

Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî Eν∗(0) <∞. Çà òîòîæíiñòþ Óîëäà (äèâ. ëåìó 53) ESν∗(0) =

Eν∗(0)Eξ = 0. Êðiì òîãî, ESν∗(0) ≥ Eξ+ âíàñëiäîê íåðiâíîñòi Sν∗(0) ≥ ξ+
1 ì.í. Òàêèì

÷èíîì, Eξ+ = 0. Îñêiëüêè Eξ = Eξ+ − Eξ− = 0, òî Eξ− = 0. Îòæå, E{ξ = 0} = 1, ùî ¹

ñóïåðå÷íiñòþ. Ñóïåðå÷íiñòü çà ïðèïóùåííÿ Eν∗−(0) <∞ äîñÿãà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

2.4. Ðåêóðåíòíiñòü âèïàäêîâèõ áëóêàíü

Ðîçïî÷íåìî ç äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Îçíà÷åííÿ 61. Òî÷êà x ∈ R íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ðîñòó ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè-

÷èíè η, ÿêùî P{|η − x| < ε} > 0 äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0. Ìíîæèíà S âñiõ òî÷îê ðîñòó

íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðîì àáî íîñi¹ì ðîçïîäiëó η. Öå íàéìåíøà çàìêíåíà ìíîæèíà, íà ÿêié

çîñåðåäæåíèé ðîçïîäië η, òîáòî P{η ∈ S} = 1.

Ëåìà 62. ßêùî a òà b ¹ òî÷êàìè ðîñòó ðîçïîäiëiâ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

η1 òà η2, òî a+ b ¹ òî÷êîþ ðîñòó ðîçïîäiëó η1 + η2.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ëàíöþæêà íåðiâíîñòåé

P{|η1 + η2 − (a+ b)| < ε} ≥ P{|η1 − a|+ |η2 − b| < ε}

≥ P{|η1 − a| < ε/2}P{|η2 − b| < ε/2} > 0.

Îçíà÷åííÿ 63. Ìíîæèíà

Σ :=
{
x ∈ R : sup

n∈N0

P{|Sn − x| < ε} > 0 äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0
}
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íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ìîæëèâèõ ñòàíiâ äëÿ (Sn). Çâè÷àéíî, Σ ¹ íiùî iíøå, ÿê

îá'¹äíàííÿ ìíîæèí òî÷îê ðîñòó ðîçïîäiëiâ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Sn äëÿ n ∈ N0.

Îçíà÷åííÿ 64. Âèïàäêîâå áëóêàííÿ (Sn) íàçèâà¹òüñÿ àðèôìåòè÷íèì àáî ãðàò÷à-

ñòèì, ÿêùî íîñié ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ çîñåðåäæåíèé íà ìíîæèíi (nd)n∈Z

äëÿ äåÿêîãî d > 0. Âåëè÷èíà d íàçèâà¹òüñÿ êðîêîì ðîçïîäiëó ξ. ßêùî d ¹ ìàêñèìàëüíèì

êðîêîì, òî âèïàäêîâå áëóêàííÿ iíîäi íàçèâàþòü d-àðèôìåòè÷íèì. Âèïàäêîâå áëóêàííÿ

(Sn) íàçèâà¹òüñÿ íåàðèôìåòè÷íèì àáî íåãðàò÷àñòèì, ÿêùî âîíî íå ¹ d-àðèôìåòè÷íèì

äëÿ æîäíîãî d > 0.

Ëåìà 65. ßêùî P{ξ = 0} < 1, i âèïàäêîâå áëóêàííÿ
(
Sn
)
¹ íåãðàò÷àñòèì, òî

(a) çà óìîâè P{ξ ≥ 0} = 1, ìíîæèíà Σ ¹ àñèìïòîòè÷íî ùiëüíîþ íà +∞, òîáòî

lim
x→∞

inf{|x− y| : y ∈ Σ} = 0;

(á) çà óìîâè P{ξ < 0}P{ξ > 0} > 0, ìíîæèíà Σ ¹ ñêðiçü ùiëüíîþ ó R.

Äîâåäåííÿ. Ìîæëèâi äâà âèïàäêè.

(I) Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäóòüñÿ a < b, a, b ∈ Σ òàêi, ùî h := b− a < ε.

(II) Äëÿ äîâiëüíîãî âèáîðó òî÷îê a < b, a, b ∈ Σ çíàéäåòüñÿ δ > 0 òàêå, ùî h > δ.

Âèïàäîê I. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ In := (na, nb], n ∈ N. ßêùî n(b−a) > a, òî (na, (n+

1)a) ⊂ In. Òîìó êîæíà òî÷êà x ≥
(
[a(b− a)−1] + 1

)
a íàëåæèòü ∪n≥1In. Ïðè ôiêñîâàíîìó

n òî÷êè na + kh, k = 0, 1, . . . , n íàëåæàòü Σ (çà ëåìîþ 62) òà ðîçáèâàþòü iíòåðâàë In
íà n ïiäiíòåðâàëiâ äîâæèíè h. Îòæå, áóäü ÿêà òî÷êà x > a2(b − a)−1 çíàõîäèòüñÿ íà

âiäñòàíi, ùî íå ïåðåâèùó¹ h/2, âiä äåÿêî¨ òî÷êè ìíîæèíè Σ.

Âèïàäîê II. Âèáåðåìî a òà b òàê, ùîá h < 2δ. Òî÷êè âèãëÿäó na+kh, k = 0, 1, . . . , n

íàëåæàòü Σ òà In. Âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè na + kh òà na + (k + 1)h äîðiâíþ¹ h < 2δ.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ìiæ öèìè òî÷êàìè ëåæèòü iíøà òî÷êà c ìíîæèíè Σ, òî çãiäíî ç

ïðèïóùåííÿì c− (na+ kh) > δ, na+ (k+ 1)h− c > δ. Îòæå, h > 2δ, ùî ¹ ñóïåðå÷íiñòþ.

Òàêèì ÷èíîì, âñi òî÷êè ìíîæèíè Σ, ùî ëåæàòü â In, âè÷åðïóþòüñÿ òî÷êàìè
(
na+ kh

)
.

Îñêiëüêè (n + 1)a ∈ In, òî a, i, îòæå, âñi òî÷êè Σ, ùî íàëåæàòü In, ìàþòü äiëèòèñÿ íà

h. Íåõàé s ¹ äîâiëüíîþ òî÷êîþ ðîñòó ðîçïîäiëó ξ. Äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n iíòåðâàë

In ìiñòèòü òî÷êó âèãëÿäó ka + s. Îñêiëüêè âîíà íàëåæèòü In, òî s ìà¹ äiëèòèñÿ íà h,

òîáòî ðîçïîäië ξ ¹ àðèôìåòè÷íèì.

Òàêèì ÷èíîì, ÷àñòèíà (à) ëåìè äîâåäåíà. Äëÿ äîâåäåííÿ ÷àñòèíè (á) âiçüìåìî

−c < 0, ùî ¹ òî÷êîþ ðîñòó ðîçïîäiëó ξ. Çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ

äëÿ âèïàäêó I äëÿ äîâiëüíèõ y ∈ R òà ε > 0 iíòåðâàë (nc+ y, nc+ y + ε) ìiñòèòü äåÿêó

òî÷êó s ∈ Σ. Îñêiëüêè s − nc ∈ Σ, i s − nc ∈ (y, y + ε), òî êîæåí iíòåðâàë äîâæèíè ε

ìiñòèòü òî÷êó Σ.

Îçíà÷åííÿ 66. Äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
(
Rn

)
n∈N0

äiéñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

òî÷êà x ∈ R íàçèâà¹òüñÿ (òîïîëîãi÷íî) ðåêóðåíòíîþ àáî çâîðîòíîþ äëÿ
(
Rn

)
, ÿêùî

P{|Rn − x| < ε í.÷.} = 1 äëÿ âñiõ ε > 0.
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Äëÿ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ
(
Sn
)
n∈N0

ïîçíà÷èìî ÷åðåç

R :=

{
x ∈ R : òî÷êà x ¹ ðåêóðåíòíîþ äëÿ

(
Sn
)}

éîãî ìíîæèíó ðåêóðåíòíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 67. Ïðèïóñòèìî, ùî P{ξ < 0}P{ξ > 0} > 0. ßêùî ìíîæèíà ðåêóðåí-

òíîñòi íåãðàò÷àñòîãî âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ ¹ íåïîðîæíüîþ, òî âîíà çáiãà¹òüñÿ ç

R.

Äîâåäåííÿ. Âêëþ÷åííÿ R ⊆ Σ ¹ çðîçóìiëèì. Äîâåäåìî, ùî ìà¹ ìiñöå i îáåðíåíå âêëþ-

÷åííÿ. Äëÿ öüîãî ïîêàæåìî, ùî x − y ∈ R, ÿêùî x ∈ R òà y ∈ Σ. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 òà

âèáåðåìî m ∈ N òàê, ùîá P{|Sm − y| < ε} > 0. Òîäi

P{|Sm − y| < ε}P{|Sn − (x− y)| < 2ε ñ.÷.}

= P{|Sm − y| < ε, |Sm+n − Sm − (x− y)| < 2ε ñ.÷.}

≤ P{|Sn − x| < ε ñ.÷.} = 0.

Îòæå, x− y ∈ R. Çîêðåìà, 0 ∈ R.
ßêùî 0 ∈ R òà x ∈ Σ, òî çà äîâåäåíèì −x = 0 − x ∈ R. Òàêîæ x = 0 − (−x) ∈ R,

îñêiëüêè −x ∈ R ⊆ Σ. Òàêèì ÷èíîì, Σ ⊆ R, i, îòæå, R = Σ.

Ïîêàæåìî, ùî R ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Íåõàé xk ∈ R, k ∈ N, òà lim
k→∞

xk = x. Äëÿ

ôiêñîâàíîãî ε > 0 âèáåðåìî m ∈ N òàê, ùîá |xm − x| < ε. Ïðè öüîìó

P{|Sn − x| < 2ε í.÷.} ≥ P{|Sn − xm| < ε í.÷.} = 1.

Îòæå, x ∈ R, ùî äîâîäèòü çàìêíåíiñòü R. Çãiäíî ç ëåìîþ 65 (á) ùî ìíîæèíà Σ ¹ ñêðiçü

ùiëüíîþ â R, ùî ðàçîì iç çàìêíåíiñòþ äîâîäèòü ðiâíiñòü R = Σ = R.

Îçíà÷åííÿ 68. Íàçâåìî íåãðàò÷àñòå âèïàäêîâå áëóêàííÿ ðåêóðåíòíèì, ÿêùî R = R,
òà íåçâîðîòíèì, ÿêùî R = �.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 67 íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ðåêóðåíòíîñòi äëÿ íåãðàò÷àñòèõ âè-

ïàäêîâèõ áëóêàíü ç äâîái÷íèìè êðîêàìè çáiãà¹òüñÿ ç äiéñíîþ ïðÿìîþ. Çâåðíåìîñü òåïåð

äî áiëüø ñêëàäíî¨ çàäà÷i çíàõîäæåííÿ óìîâ, çà ÿêèõ R 6= � (îòæå, R = R). Îäðàçó
çàçíà÷èìî, ùî ç òîãî, ùî x ∈ R âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

∑
n≥0 1{Sn∈I} = ∞ ì.í., i, ÿê íàñëi-

äîê,
∑

n≥0 P{Sn ∈ I} =∞ äëÿ äîâiëüíîãî iíòåðâàëó I, ùî ìiñòèòü x. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî i

îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ ìà¹ ìiñöå.

Òâåðäæåííÿ 69. Íåõàé P{ξ > 0}P{ξ < 0} > 0, òà
(
Sn
)
n∈N0

¹ íåãðàò÷àñòèì âèïàäêî-

âèì áëóêàííÿì. ßêùî çíàéäåòüñÿ âiäêðèòèé iíòåðâàë I òàêèé, ùî

0 <
∑
n≥0

P{Sn ∈ I} <∞,
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òî
(
Sn
)
¹ íåçâîðîòíèì. ßêùî æ∑

n≥0

P{Sn ∈ I} =∞

äëÿ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó I, òî
(
Sn
)
¹ ðåêóðåíòíèì.

Äîâåäåííÿ. Óìîâà
∑

n≥0 P{Sn ∈ I} > 0 ãàðàíòó¹ òå, ùî I 6= �, à óìîâà
∑

n≥0 P{Sn ∈
I} <∞ ðàçîì ç ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi (òåîðåìà 1) çàáåçïå÷ó¹ òå, ùî P{Sn ∈ I í.÷.} =

0. Îòæå, iíòåðâàë I íå íàëåæèòü ìíîæèíi ðåêóðåíòíîñòi. Çà òâåðäæåííÿì 67 R = �.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî

∑
n≥0 P{Sn ∈ I} = ∞ äëÿ äåÿêîãî ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó

I. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 67 äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî 0 ∈ R. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0.

Iíòåðâàë I ìîæíà ïîêðèòè ñêií÷åííèì ÷èñëîì iíòåðâàëiâ äîâæèíè 2ε, òîáòî çíàéäóòüñÿ

M ∈ N òà
(
xj
)

1≤j≤M òàêi, ùî

I ⊆
M⋃
j=1

(xj − ε, xj + ε).

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî
∑

n≥0 P{Sn ∈ (xj − ε, xj + ε)} <∞ äëÿ âñiõ j = 1, . . . ,M , òî

∑
n≥0

P{Sn ∈
M⋃
j=1

(xj − ε, xj + ε)} ≤
M∑
j=1

∑
n≥0

P{Sn ∈ (xj − ε, xj + ε)} <∞.

Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî

∞ =
∑
n≥0

P{Sn ∈ I} ≤
∑
n≥0

P{Sn ∈
M⋃
j=1

(xj − ε, xj + ε)}.

Îòæå, çíàéäåòüñÿ iíòåðâàë J = (x− ε, x+ ε) òàêèé, ùî
∑

n≥0 P{Sn ∈ J} =∞.

Âèçíà÷èìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

ν = ν(J) :=

sup{n ∈ N : Sn ∈ J}, ÿêùî çíàéäåòüñÿ Sn ∈ J,

0, iíàêøå.

òà ïîäiþ

An := {ν = n}, n ∈ N0.

Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

{Sn ∈ J ñ.÷.} = {ν(J) <∞} =
⋃
k≥0

Ak.

Êðiì òîãî, ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ

{Sk ∈ J, |Sn+k − Sk| ≥ 2ε äëÿ âñiõ n ∈ N}

⊆ {Sk ∈ J, Sk+1 /∈ J, Sk+2 /∈ J, . . .} = Ak, k ∈ N0, (2.11)

ùî âèïëèâà¹ ç òàêèõ ìiðêóâàíü. ßêùî Sk ∈ J åêâiâàëåíòíî x−ε < Sk < x+ε, òî ç òîãî,

ùî Sn+k − Sk ≥ 2ε âèïëèâà¹ Sn+k ≥ Sk + 2ε > x − ε + 2ε = x + ε, òîáòî Sn+k /∈ J , à ç
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òîãî, ùî Sn+k − Sk ≤ −2ε âèïëèâà¹ Sn+k ≤ Sk − 2ε < x + ε − 2ε = x − ε, òîáòî òàêîæ
Sn+k /∈ J .

Îñêiëüêè Sk íå çàëåæèòü âiä
(
Sn+k − Sk

)
n∈N, òà

(
Sn+k − Sk

)
n∈N

d
=
(
Sj
)
j∈N, òî çãiäíî

ç (4.7)

P(Ak) ≥ P{Sk ∈ J}P{|Sn| ≥ 2ε äëÿ âñiõ n ∈ N}, k ∈ N0.

Îòæå,
m∑
k=0

P(Ak) ≥
m∑
k=0

P{Sk ∈ J}P{|Sn| ≥ 2ε äëÿ âñiõ n ∈ N}, m ∈ N0.

Ñïðÿìó¹ìî òåïåð m → ∞. Ïðè öüîìó ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî

P{ν < ∞}, à lim
m→∞

∑m
k=0 P{Sk ∈ J} = ∞. Òîìó P{|Sn| ≥ 2ε äëÿ âñiõ n ∈ N} = 0 äëÿ

äîâiëüíîãî ε > 0.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Ĵδ := (−δ, δ), Ĵ = Ĵε òà

Ân := {ν(Ĵ) = n}, n ∈ N0.

Çãiäíî ç äîâåäåíèì âèùå

P(Â0) = P{Sn /∈ Ĵ äëÿ âñiõ n ∈ N} = P{|Sn| ≥ ε äëÿ âñiõ n ∈ N} = 0.

Äàëi, äëÿ k ∈ N òà δ < ε,

P{Sk ∈ Ĵδ, Sk+n /∈ Ĵ äëÿ âñiõ n ∈ N}

≤ P{Sk ∈ Ĵδ, |Sk+n − Sk| ≥ ε− δ äëÿ âñiõ n ∈ N}

≤ P{Sk ∈ Ĵδ}P{|Sk+n − Sk| ≥ ε− δ äëÿ âñiõ n ∈ N} = 0.

Òîìó P(Âk) = 0 äëÿ âñiõ k ∈ N0. Îòæå,

P{|Sn| ≤ ε ñ.÷.} = P{ν(Ĵ) <∞} =
∑
k≥0

P(Âk) = 0 äëÿ âñiõ ε > 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî 0 ∈ R.

Òåîðåìà 70. Íåõàé
(
Sn
)
n∈N0

¹ íåãðàò÷àñòèì âèïàäêîâèì áëóêàííÿì. ßêùî

lim
n→∞

n−1Sn = 0 çà éìîâiðíiñòþ, çîêðåìà, ÿêùî Eξ = 0, òî
(
Sn
)
n∈N0

¹ ðåêóðåíòíîþ

ïîñëiäîâíiñòþ.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

V (x, y) :=
∑
n≥0

P{x ≤ Sn ≤ y}, x, y ∈ R, x < y.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 69 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî V (−1, 1) =∞. Âèçíà÷èìî

τ(x) := inf{n ∈ N0 : Sn ∈ [x, x+ 1]}, x ∈ R.
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Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

V (x, x+ 1) =
∑
n≥0

P{x ≤ Sn ≤ x+ 1}

= E1{τ(x)<∞}
∑
n≥0

1{x≤Sn≤x+1}

= E1{τ(x)<∞}
∑
n≥0

1{x−Sτ(x)≤Sn+τ(x)−Sτ(x)≤x+1−Sτ(x)}

≤ E1{τ(x)<∞}
∑
n≥0

1{−1≤Sn+τ(x)−Sτ(x)≤1}

= P{τ(x) <∞}V (−1, 1)

≤ V (−1, 1). (2.12)

Äðóãà ðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî V (x, x+1) = 0 íà ïîäi¨ {τ(x) =∞}, òðåòÿ âèïëèâà¹
ç òîãî, ùî Sn /∈ [x, x+ 1] äëÿ n ≤ τ(x)− 1. Äëÿ îòðèìàííÿ íåðiâíîñòi áóëî âèêîðèñòàíå

ñïiââiäíîøåííÿ x ≤ Sτ(x) ≤ x + 1, ùî ìà¹ ìiñöå íà ïîäi¨ {τ(x) < ∞}. Îñêiëüêè τ(x) ¹

ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð (Fk)k∈N0 , âèçíà÷åíîãî ó (3.2), òî çãiäíî ç

ëåìîþ 54 çà óìîâè τ(x) <∞ âèïàäêîâà ïîñëiäîâíiñòü
(
Sn+τ(x) − Sτ(x)

)
n∈N0

íå çàëåæèòü

âiä âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè τ(x) òà ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê
(
Sn
)
n∈N0

. Öå ïîÿñíþ¹ îñòàííþ

ðiâíiñòü.

Äëÿ âñiõ n ∈ N âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

V (−n, n) ≤
n−1∑
k=−n

V (k, k + 1) ≤ 2nV (−1, 1). (2.13)

Ìè ñêîðèñòàëèñÿ (136) äëÿ îòðèìàííÿ äðóãî¨ íåðiâíîñòi. Ïåðøà âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

âiäîáðàæåííÿ A→
∑

n≥0 P{Sn ∈ A} ¹ ìiðîþ. Òîìó∑
n≥0

P{Sn ∈ A} ≤
i∑

j=1

∑
n≥0

P{Sn ∈ Aj},

ÿêùî A ⊆
⋃i
j=1Aj. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 âèáåðåìî m ∈ N òàê, ùîá íå-

ðiâíiñòü P{|Sk| ≤ εk} ≥ 1/2 âèêîíóâàëàñÿ äëÿ âñiõ k ≥ m. Öå ìîæíà çðîáèòè çãiäíî ç

ïðèïóùåííÿì n−1Sn
P→ 0, n→∞. Îñêiëüêè

P{|Sk| ≤ n} ≥ P{|Sk| ≤ εk} ≥ 1/2, äëÿ âñiõ m ≤ k ≤ [nε−1],

òî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ∈ N

V (−n, n) =
∑
k≥0

P{|Sk| ≤ n} ≥
∑

m≤k≤[nε−1]

P{|Sk| ≤ n}

≥ (1/2)(nε−1 −m).

Ïðèãàäóþ÷è (4.8), ìîæåìî íàïèñàòè äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ∈ N

V (−1, 1) ≥ (4ε)−1 −mn−1.

Ñïðÿìîâóþ÷è n→∞, à ïîòiì ε ↓ 0, îòðèìó¹ìî áàæàíå.
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2.5. Çàäà÷i

Çàäà÷à 71. Äîâåñòè, ùî ñõîäèíêîâi ìîìåíòè (νk), ùî âiäïîâiäàþòü íåñïàäàííþ, ¹ ìî-

ìåíòàìè çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð (Fn)n∈N0 , âèçíà÷åíîãî ó (3.2).

Çàäà÷à 72. Äëÿ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ (Sn)n∈N0 òà êîæíîãî x ∈ R âèçíà÷èìî âèïàäêîâi

âåëè÷èíè N(x) :=
∑

k≥0 1{Sk≤x}, ùî ¹ ÷èñëîì ïîòðàïëåíü (Sn) ó iíòåðâàë (−∞, x], òà

ρ(x) :=


sup{n ∈ N : Sn ≤ x}, ÿêùî inf

k∈N
Sk ≤ x,

0, ÿêùî inf
k∈N

Sk > x,

ùî ¹ ìîìåíòîì îñòàííüîãî ïåðåáóâàííÿ (Sn) ó iíòåðâàëi (−∞, x]. Äîâåñòè, ùî óìîâà

lim
n→∞

Sn = +∞ ìàéæå íàïåâíî ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíîþ äëÿ ñêií÷åííîñòi N(x) òà ρ(x)

ìàéæå íàïåâíî äëÿ êîæíîãî x ∈ R.
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Ðîçäië 3

Òåîðiÿ âiäíîâëåííÿ

3.1. Îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ òåîði¨ âiäíîâëåííÿ ¹ âèïàäêîâi áëóêàííÿ ç íåâiä'¹ìíèìè êðîêà-

ìè òà ôóíêöiîíàëè, ùî äiþòü íà íèõ. Òàêèì ÷èíîì, ïðîòÿãîì öüîãî ðîçäiëó ìè ââàæà-

¹ìî, ùî ξ ≥ 0 ìàéæå íàïåâíî. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (x) := P{ξ ≤ x} ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ξ

òà ÷åðåç ϕ(s) := Ee−sξ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ξ. Çàçíà÷èìî îäðàçó òå, ùî

Ee−sSn = ϕn(s), n ∈ N.

Åêâiâàëåíòíî,

P{Sn ≤ x} = F ∗(n)(x), n ∈ N,

äå F ∗(n)(x) = F ∗(n−1) ∗ F (x) =
∫

[0, x]
F ∗(n−1)(x− y)dF (y).

Íàâåäåìî ñòàíäàðòíó iíòåðïðåòàöiþ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ ç íåâiä'¹ìíèìè êðîêàìè,

ÿêó ìîæíà çíàéòè ó áiëüøîñòi ïiäðó÷íèêiâ.

Ïðèêëàä 73. � íàáið ëàìïî÷îê îäíîãî âèðîáíèêà. Ó ìîìåíò ÷àñó t = 0 îäíà ç íèõ

âìèêà¹òüñÿ i ïðàöþ¹ ïðîòÿãîì âèïàäêîâîãî ÷àñó ξ1 = S1. Ïiñëÿ öüîãî âîíà âèõîäèòü ç

ëàäó i ìèòò¹âî çàìiíþ¹òüñÿ íîâîþ ëàìïî÷êîþ, ùî ïðàöþ¹ ïðîòÿãîì ÷àñó ξ2 i â ìîìåíò

÷àñó S2 = ξ1 +ξ2 âèõîäèòü ç ëàäó i çàìiíþ¹òüñÿ íîâîþ ëàìïî÷êîþ i.ò.i. Ìîìåíòè (Sk)k∈N0

çàìiíè ëàìï íàçèâàþòüñÿ âiäíîâëåííÿìè.

Öåé ïðèêëàä ïîÿñíþ¹ ïîõîäæåííÿ òåðìiíó 'òåîðiÿ âiäíîâëåííÿ'.

Êðiì âèïàäêîâèõ áëóêàíü, òåîðiÿ âiäíîâëåííÿ äîñëiäæó¹ òàêi îá'¹êòè.

(à) ×èñëî âiäíîâëåíü íà [0, t]

N(t) := #{n ∈ N : Sn ≤ t} =

max{n ∈ N : Sn ≤ t}, ÿêùî S1 ≤ t,

0, ÿêùî S1 > t.

Òàêèì ÷èíîì, N(t) ¹ ÷èñëîì çàìií ëàìïî÷îê íà iíòåðâàëi ÷àñó [0, t]. Iíîäi ïîêëàäàþòü

N1(t) := #{n ∈ N0 : Sn ≤ t}, t ≥ 0,

ââàæàþ÷è, òàêèì ÷èíîì, ìîìåíò ÷àñó n = 0 çà âiäíîâëåííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 74. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ (N(t))t≥0 íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì âiäíîâëåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 75. ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië, òîáòî P{ξ >
x} = e−λx, x > 0, äëÿ äåÿêîãî λ > 0, òî ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïðîöåñîì

Ïóàññîíà.

Ïðîöåñ Ïóàññîíà ¹ îäíîðiäíèì ïðîöåñîì ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòàìè. Çîêðåìà, öå

îçíà÷à¹, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó s > 0 ïðîöåñ (N(t + s) − N(s))t≥0 íå çàëåæèòü âiä N(s)

i ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê (N(t))t≥0. Ñåðåä ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ iíøèõ ïðîöåñiâ ç

òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè íåìà¹. Êíèãà [1] ìiñòèòü áàãàòî êîðèñíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ïðîöåñè

Ïóàññîíà.

Ïîêàæåìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó t âèïàäêîâà âåëè÷èíà N(t) ìà¹ ðîçïîäië Ïóàññîíà

ç ïàðàìåòðîì λt. Öå, äî ðå÷i, ïîÿñíþ¹ íàçâó ïðîöåñiâ.

Îñêiëüêè ξ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië ç ïàðàìåòðîì λ, òî Sn ìà¹ ðîçïîäië Åðëàíãà

ç ïàðàìåòðàìè (n, λ), òîáòî

P{Sn > x} = e−λx
(

1 + λx+
(λx)2

2!
+ . . .+

(λx)n−1

(n− 1)!

)
, x > 0. (3.1)

Îòæå,

P{N(t) = n} = P{Sn ≤ t, Sn+1 > t} = P{Sn+1 > t} − P{Sn > t}

= e−λt
(λt)n

n!
, n ∈ N0.

(á) ×àñ ïåðøîãî ïðîõîäæåííÿ âèùå ðiâíÿ t

ν(t) := inf{k ∈ N : Sk > t}, t ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ν(t) = N(t) + 1. Òîìó àñèìïòîòè÷íi âëàñòèâîñòi ν(t) òà N(t) ìàþòü áóòè

ïîäiáíèìè.

Íåõàé (Fk)k∈N0 ¹ ïîòîêîì σ-àëãåáð, äå

F0 := {Ω,�}, Fk := σ(S1, . . . , Sk), k ∈ N. (3.2)

Äëÿ êîæíîãî t ≥ 0 âèïàäêîâà âåëè÷èíà ν(t) ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî (Fk)k∈N0 .

Äiéñíî, âíàñëiäîê ðiâíîñòi

{ν(t) > n} = {Sn ≤ t},

ñïîñòåðiãàþ÷è (S0, . . . , Sn), ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè, ÷è âiäáóëàñÿ ïîäiÿ {ν(t) > n}. Ç
iíøîãî áîêó, ÿê âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

{N(t) = n} = {Sn ≤ t, Sn+1 > t}

âèïàäêîâà âåëè÷èíà N(t) íå ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî âêàçàíîãî ïîòîêó σ-àëãåáð.

Îòæå, ç éìîâiðíiñíî¨ òî÷êè çîðó âåëè÷èíà ν(t) ¹ áiëüø ïðîñòîþ, íiæ N(t).

Âàæëèâîþ ¹ íàñòóïíà âëàñòèâiñòü, ùî ìîæíà íàçâàòè ñóáàäèòèâíiñòþ çà ðîçïîäi-

ëîì

ν(t+ s)
d

≤ ν(t) + ν̄(s), t, s ≥ 0,
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äå ïðè ôiêñîâàíîìó s ≥ 0 ν̄(s) ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê ν(s) i íå çàëåæèòü âiä ν(t).

Åêâiâàëåíòíî,

P{ν(t+ s) > x} ≤ P{ν(t) + ν̄(s) > x}, x ≥ 0. (3.3)

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ R(t) := Sν(t) − t. Ç éìîâiðíiñòþ îäèí âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü

ν(t+ s)− ν(t)

=

inf{k ∈ N : R(t) + ξν(t)+1 + . . .+ ξν(t)+k > s}, ÿêùî R(t) ≤ s,

0, ÿêùî R(t) > s.

Îñêiëüêè R(t) ≥ 0 ì.í., òî

ν(t+ s) ≤ ν(t) + inf{k > ν(t) : Sk − Sν(t) > s} ìàéæå íàïåâíî.

Çãiäíî ç ëåìîþ 54 äðóãèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi íå çàëåæèòü âiä ν(t) i ìà¹ òàêèé æå

ðîçïîäië ÿê ν(s).

(â) Âåëè÷èíà ïåðåñòðèáó Sν(t) − t òà âåëè÷èíà íåäîñòðèáó t − Sν(t)−1. Òàêîæ ìà¹

ïåâíèé iíòåðåñ ¨õ ñóìà ξν(t), ÿêó ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ïîâíèé ÷àñ ðîáîòè ëàìïî÷êè,

ùî ïðàöþ¹ ó ÷àñ t. Çàçíà÷èìî, ùî ðîçïîäië ξν(t) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðîçïîäiëó ξ.

Ôóíêöiÿ âiäíîâëåííÿ. Ôóíêöiÿ U : [0,∞) → [0,∞), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê U(t) :=

Eν(t), íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âiäíîâëåííÿ. Ôóíêöiÿ âiäíîâëåííÿ ¹ êëàñè÷íèì îá'¹êòîì

äîñëiäæåííÿ òåîði¨ âiäíîâëåííÿ.

Ç îçíà÷åííÿ íå ¹ î÷åâèäíèì, ùî U(t) <∞ äëÿ âñiõ t ≥ 0.

Ëåìà 76. ßêùî P{ξ = 0} < 1, òî ôóíêöiÿ âiäíîâëåííÿ U(t) ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ âñiõ

t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî áiëüø çðó÷íå ïðåäñòàâëåííÿ U(t). Îñêiëüêè {ν(t) > k} = {Sk ≤
t}, òî

U(t) = Eν(t) =
∑
k≥0

P{ν(t) > k} =
∑
k≥0

P{Sk ≤ t}

=
∑
k≥0

F ∗(k)(t) = 1 +
∑
k≥1

F ∗(k)(t).

Çà íåðiâíiñòþ Ìàðêîâà ïðè u > 0

P{Sk ≤ t} = P{e−uSk ≥ e−ut} ≤ eutϕk(u).

Îñêiëüêè ϕ(u) < 1 äëÿ âñiõ u > 0 (ÿêùî çíàéäåòüñÿ u0 > 0 òàêå, ùî ϕ(u0) = 1, òî ξ = 0

ì.í.), òî

U(t) ≤ eut

1− ϕ(u)
<∞.



46

Ìîæíà íàâåñòè i áiëüø éìîâiðíiñíå äîâåäåííÿ, ùî óíèêà¹ âèêîðèñòàííÿ ïåðåòâîðåí-

íÿ Ëàïëàñà. Âiçüìåìî δ > 0 òàêå, ùî F (δ) < 1 (öå ìîæíà çðîáèòè âíàñëiäîê ïðèïóùåííÿ

P{ξ = 0} < 1). Îñêiëüêè Sk ≥ max
1≤i≤k

ξi, k ∈ N, òî

P{Sk ≤ δ} ≤ P{max
1≤i≤k

ξi ≤ δ} = F k(δ), k ∈ N.

Òîìó ðÿä
∑

k≥1 P{Sk ≤ x} çáiãà¹òüñÿ ïðè x ∈ [0, δ]. ßêùî x > δ, òî çíàéäåòüñÿ k ∈ N
òàêå, ùî x/k ≤ δ. Äëÿ òàêèõ x òà k âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

{ξ1 > x/k, . . . , ξk > x/k} ⊆ {Sk > x}.

Òîìó

P{Sk > x} ≥
(
1− F (x/k)

)k ≥ (1− F (δ)
)k
> 0.

Äëÿ j = 1, . . . , n ïîêëàäåìî

S
(j)
k := ξ(j−1)k+1 + . . .+ ξjk,

çîêðåìà, S(1)
k = Sk, òà çàçíà÷èìî, ùî â.â. S

(1)
k , . . . , S

(n)
k ¹ íåçàëåæíèìè òà îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíèìè, òà Snk = S
(1)
k + . . .+ S

(n)
k . Îòæå,

P{Snk ≤ x} = P{S(1)
k + . . .+ S

(n)
k ≤ x}

≤ P{max(S
(1)
k , . . . , S

(n)
k ) ≤ x} =

(
P{Sk ≤ x}

)n
.

Íàðåøòi

U(x) =
(
1 + P{S1 ≤ x}+ . . .+ P{Sk−1 ≤ x}

)∑
n≥0

P{Snk ≤ x}

≤ 1 + P{S1 ≤ x}+ . . .+ P{Sk−1 ≤ x}
P{Sk > x}

<∞.

Êðiì ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ U(t), òåîðiÿ âiäíîâëåííÿ äîñëiäæó¹ òàêîæ óçàãàëüíåíi

ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ V : [0,∞)→ [0,∞], ùî çàäàþòüñÿ òàê

V (t) :=
∑
k≥0

akP{Sk ≤ t},

äå (ak)k∈N0 ¹ íåâiä'¹ìíîþ ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ. ßêùî ak = k−1, òî V (t) íàçèâà¹-

òüñÿ ãàðìîíi÷íîþ ôóíêöi¹þ âiäíîâëåííÿ, à ÿêùî ak = eak äëÿ äåÿêîãî a > 0, òî V (t)

íàçèâà¹òüñÿ åêñïîíåíöiéíîþ ôóíêöi¹þ âiäíîâëåííÿ.

3.2. Çàäà÷i

Çàäà÷à 77. Ñêîðèñòàâøèñÿ ôîðìóëîþ çãîðòêè äëÿ ùiëüíîñòåé, ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ

ðiâíîñòi (3.1).
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Çàäà÷à 78. Íåõàé ξ ìà¹ ïîêàçíèêîâèé ðîçïîäië. Ïîêàçàòè, ùî ïåðåñòðèá ìà¹ òàêèé æå

ðîçïîäië.

Çàäà÷à 79. Íåõàé P{ξ ≤ x} = 1− (1 + λx)e−λx, x ≥ 0 äëÿ äåÿêîãî λ > 0. Ïîêàçàòè, ùî

U(x) = 1 + 2−1λx− 4−1(1− e−2λx).

Çàäà÷à 80. Çíàéòè óìîâè ñêií÷åííîñòi åêñïîíåíöiéíî¨ ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ.

Ïiäêàçêà: Ðîçãëÿíóòè îêðåìî âèïàäêè P{ξ = 0} = 0 òà P{ξ = 0} ∈ (0, 1).

3.3. Åëåìåíòàðíà òåîðåìà âiäíîâëåííÿ.

Ïåðøèé ðåçóëüòàò äàíîé ëåêöi¨ íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòàðíîþ òåîðåìîþ âiäíîâëåííÿ.

Òåîðåìà 81. Íåõàé µ = Eξ ∈ (0,∞]. Äëÿ ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ U âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ

lim
t→∞

U(t)

t
=

1

µ
.

Ïðè öüîìó çàïèñ 1/∞ iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê 0.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî µ <∞. Ìà¹ìî

U(t) = Eν(t) = µ−1ESν(t) = µ−1t+ µ−1E(Sν(t) − t) ≥ µ−1t, (3.4)

ïðè öüîìó äðóãà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ëåìè 53. Îòæå,

lim
t→∞

U(t)

t
≥ 1

µ
.

Ç iíøîãî áîêó,

µ−1E(Sν(t) − t) ≤ µ−1Eξν(t). (3.5)

Ïðèïóñòèìî, ùî P{ξ ≤ M} = 1 äëÿ äåÿêîãî M > 0. Òîäi P{ξν(t) ≤ M} = 1. Îòæå, ç

(3.4) òà (3.5) îòðèìó¹ìî

U(t) ≤ µ−1(t+M). (3.6)

Òîìó

lim
t→∞

U(t)

t
≤ 1

µ
. (3.7)

Âiäìîâèìîñÿ òåïåð âiä ïðèïóùåííÿ ïðî îáìåæåíiñòü â.â. ξ. Äëÿ äîâiëüíîãî M > 0

ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíå âèïàäêîâå áëóêàííÿ

S0(M) := 0, Sn(M) := ξ1 ∧M + . . .+ ξn ∧M, n ∈ N,

äå x ∧ y = min(x, y). Îñêiëüêè Sn ≥ Sn(M), n ∈ N0 ì.í., òî ν(t) ≤ νM(t) := inf{k ∈
N0 : Sk(M) > t} ì.í. Çîêðåìà, Eν(t) ≤ EνM(t). Îñêiëüêè êðîê âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ

(Sn(M)) ¹ îáìåæåíèì, òî çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ

U(t)

t
=

Eν(t)

t
≤ EνM(t)

t
→ 1

E(ξ ∧M)
, t→∞.
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Çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü lim
M→∞

E(ξ ∧M) = Eξ = µ. Òîìó ñïiââiäíîøå-

ííÿ (3.7) âèêîíó¹òüñÿ i â öüîìó âèïàäêó.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî µ =∞. Äëÿ äîâiëüíîãî a > 0 ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíå âèïàäêî-

âå áëóêàííÿ (Sn(a))n∈N0 òà çàçíà÷èìî, ùî éîãî êðîêè ìàþòü ñêií÷åííå ñåðåäí¹ µa ≤ a.

Òîìó, ìiðêóþ÷è ó òàêèé æå ñïîñiá, ÿê ó ïîïåðåäíié ÷àñòèíi äîâåäåííÿ, îòðèìó¹ìî

U(t)

t
=

Eν(t)

t
≤ Eνa(t)

t
→ 1

µa
, t→∞.

Îñêiëüêè lim
a→∞

µa =∞, òî

lim
t→∞

U(t)

t
= lim

t→∞

U(t)

t
= 0.

Iíòåãðóþ÷è íåðiâíiñòü (3.3) íà [0,∞), ïåðåêîíó¹ìîñü ó âèêîíàííi íåðiâíîñòi

U(t+ s) ≤ U(t) + U(s), t, s ≥ 0.

Îñêiëüêè U(t) = 0 ïðè t < 0, òà ôóíêöiÿ U(t) íå ñïàäà¹ íà R, òî ïîïåðåäíÿ íåðiâíiñòü

ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà âñþ ïðÿìó, òîáòî

U(t+ s) ≤ U(t) + U(s), t, s ∈ R. (3.8)

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ U ¹ ñóáàäèòèâíîþ íà R (äèâ. îçíà÷åííÿ 198). Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ

199 ãðàíèöÿ lim
t→∞

t−1U(t) àâòîìàòè÷íî iñíó¹, i çàäà÷à ôàêòè÷íî ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi

öi¹¨ ãðàíèöi.

3.4. Ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ

Ïîäàëüøå âèêëàäåííÿ ïîòðåáó¹ âiäîêðåìëåííÿ âèïàäêó, êîëè âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹

íåàðèôìåòè÷íèì, âiä âèïàäêó, êîëè âîíî ¹ àðèôìåòè÷íèì (äèâ. îçíà÷åííÿ 64).

3.4.1. Íåãðàò÷àñòèé âèïàäîê. Ïðîòÿãîì öüîãî ïiäðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ íå-

ãðàò÷àñòi âèïàäêîâi áëóêàííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 81 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→∞

EN(t)
t

= µ−1. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ó âèïàäêó µ < ∞ iñíó¹ âèïàäêîâèé ïðîöåñ (N̂(t))t≥0,

áëèçüêèé äî (N(t)), äëÿ ÿêîãî

EN̂(t) = µ−1t äëÿ âñiõ t ≥ 0. (3.9)

Ðîçãëÿíåìî ìîäèôiêîâàíå âèïàäêîâå áëóêàííÿ

Ŝn := Ŝ0 + Sn, n ∈ N0,

äå â.â. Ŝ0 íå çàëåæèòü âiä (Sn) i ìà¹ ðîçïîäië

P{Ŝ0 ≤ x} = µ−1

∫
[0, x]

P{ξ > y}dy, x > 0.



49

Ïîêëàäåìî

N̂(t) := #{n ∈ N0 : Ŝn ≤ t} = inf{n ∈ N0 : Ŝn > t}, t ≥ 0, (3.10)

òà ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi (3.9). Ïåðø çà âñå çàçíà÷èìî, ùî

Ee−sŜ0 =
1− ϕ(s)

µs
,

∫
[0,∞)

e−sxdU(x) =
1

1− ϕ(s)
, s > 0. (3.11)

Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

N̂(t) =
(
1 + #{n ∈ N : Sn ≤ t− Ŝ0}

)
1{Ŝ0≤t} = ν(t− Ŝ0)1{Ŝ0≤t}.

Îòæå,

EN̂(t) = EU(t− Ŝ0)1{Ŝ0≤t} =

∫
[0, t]

U(t− y)dP{Ŝ0 ≤ y}. (3.12)

Åêâiâàëåíòíî, ∫
[0,∞)

e−stdEN̂(t) = Ee−sŜ0

∫
[0,∞)

e−stdU(t)
(3.11)
=

1

µs
, s > 0.

Îòæå, EN̂(t) = µ−1t+ const. Îñêiëüêè EN̂(0) = 0, òî const = 0.

Îñêiëüêè U(t) = 0 äëÿ t < 0, òî iíäèêàòîðîì ó ôîðìóëi (3.12) ìîæíà çíåõòóâàòè.

Ïðè öüîìó

EN̂(t) = EU(t− Ŝ0) =
t

µ
. (3.13)

Îçíà÷åííÿ 82. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ (N̂(t))t≥0 íàçèâà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì ïðîöåñîì âiä-

íîâëåííÿ.

Öåé ïðîöåñ ìà¹ âëàñòèâiñòü: äëÿ äîâiëüíîãî m ∈ N, äîâiëüíèõ 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm

òà äîâiëüíîãî h > 0 ðîçïîäiëè âåêòîðiâ(
N̂(t1)− N̂(t0), . . . , N̂(tm)− N̂(tm−1)

)
òà (

N̂(t1 + h)− N̂(t0 + h), . . . , N̂(tm + h)− N̂(tm−1 + h)
)

îäíàêîâi. Òîìó áiëüø ïðàâèëüíîþ íàçâîþ ¹ ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ çi ñòàöiîíàðíèìè ïðè-

ðîñòàìè. Äëÿ äîâåäåííÿ îñòàííüîãî òâåðäæåííÿ ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ êîæíîãî

t > 0 ðîçïîäië ïåðåñòðèáó çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì â.â. Ŝ0, òîáòî

P{ŜN̂(t) − t ≤ x} = µ−1

∫
[0, x]

P{ξ > y}dy, x > 0. (3.14)
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Äiéñíî,

P{ŜN̂(t) − t ≤ x} =
∑
k≥0

P{Ŝk − t ≤ x, N̂(t) = k}

=
∑
k≥1

P{t < Ŝk ≤ t+ x, Ŝk−1 ≤ t}+ P{t < Ŝ0 ≤ t+ x}

=
∑
k≥1

∫
[0, t]

P{t− y < ξk ≤ t+ x− y}dP{Ŝk−1 ≤ y}

+ P{t < Ŝ0 ≤ t+ x}

=

∫
[0, t]

P{t− y < ξ ≤ t+ x− y}dEN̂(y)

+ P{t < Ŝ0 ≤ t+ x}

= µ−1

∫
[0, t]

P{ξ > y}dy − µ−1

∫
[x, t+x]

P{ξ > y}dy

+ µ−1

∫
[t, t+x]

P{ξ > y}dy

= µ−1

∫
[0, x]

P{ξ > y}dy.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî äëÿ äîâiëüíîãî h > 0(
Ŝ0, ξi, i ∈ N

) d
=
(
ŜN̂(h) − h, ξN̂(h)+i, i ∈ N

)
. (3.15)

Îñêiëüêè ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìið-

íèìè ðîçïîäiëàìè, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü åêâiâàëåíòíà òàêié: äëÿ êîæíîãî k ∈ N(
Ŝ0, ξi, 1 ≤ i ≤ k

) d
=
(
ŜN̂(h) − h, ξN̂(h)+i, 1 ≤ i ≤ k

)
.

Îñòàíí¹ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òàê: äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà (x0, x1, . . . , xk) ∈ Rk+1

P{ŜN̂(h) − h ≤ x0, ξN̂(h)+i ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}

=
∑
n≥0

P{N̂(h) = n, Ŝn − h ≤ x0, ξn+i ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}

=
∑
n≥0

P{N̂(h) = n, Ŝn − h ≤ x0}P{ξn+i ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}

= P{ŜN̂(h) − h ≤ x0}
k∏
i=1

P{ξi ≤ xi}

= P{Ŝ0 ≤ x0}
k∏
i=1

P{ξi ≤ xi}

= P{Ŝ0 ≤ x0, ξi ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}.

Äðóãà ðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî ïîäi¨ {N̂(h) = n, Ŝn − h ≤ x0} = {Ŝn−1 ≤ h, Ŝn >

h, Ŝn−h ≤ x0} òà {ξn+i ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k} íåçàëåæíi, à ÷åòâåðòà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç (3.14).
Âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë f : R∞ → Rm òàê:

f(y) :=

(∑
n≥0

1(ti,ti+1]

( n∑
j=0

yj

)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)
,
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äå 1A(x) = 1, ÿêùî x ∈ A, òà = 0, iíàêøå. Çãiäíî ç (3.15)

f
(
Ŝ0, ξi, i ∈ N

) d
= f

(
ŜN̂(h) − h, ξN̂(h)+i, i ∈ N

)
.

Ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ðîçïîäiëiâ äîðiâíþ¹(
N̂(ti+1)− N̂(ti), 0 ≤ i ≤ m− 1

)
,

à ïðàâà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹(∑
n≥0

1(ti, ti+1]

(
ŜN̂(h)+n − h

)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)
=

(∑
n≥0

1(ti+h, ti+1+h]

(
ŜN̂(h)+n

)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)
=

( ∑
n≥N̂(h)

1(ti+h, ti+1+h]

(
Ŝn
)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)

=

(∑
n≥0

1(ti+h, ti+1+h]

(
Ŝn
)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)
=

(
N̂(ti+1 + h)− N̂(ti + h), 0 ≤ i ≤ m− 1

)
,

ïðè öüîìó ïåðåäîñòàííÿ ðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî Ŝ0,. . ., ŜN̂(h)−1 íàëåæàòü ïðîìiæ-

êó (0, h] i, îòæå, íå íàëåæàòü ïðîìiæêàì (ti + h, ti+1 + h].

3.4.2. Ãðàò÷àñòèé âèïàäîê. Ïðîòÿãîì öüîãî ïiäðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ 1-

àðèôìåòè÷íi âèïàäêîâi áëóêàííÿ, ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî P{ξ = 0} = 0 òà µ <∞.

Ðîçãëÿíåìî ìîäèôiêîâàíå âèïàäêîâå áëóêàííÿ

Ŝn := Ŝ0 + Sn, n ∈ N0,

äå â.â. Ŝ0 íå çàëåæèòü âiä (Sn) i ìà¹ ðîçïîäië

P{Ŝ0 = k} = µ−1P{ξ ≥ k}, k ∈ N.

Ñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ
(
N̂(t)

)
t≥0

âèçíà÷à¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ââåäåíîãî

âèùå ìîäèôiêîâàíîãî áëóêàííÿ
(
Ŝn
)
n∈N0

çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (3.10).

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

E
(
N̂(n)− N̂(n− 1)

)
=
∑
k≥0

P{Ŝk = n} = µ−1, n ∈ N, (3.16)

ùî åêâiâàëåíòíà òàêié

EN̂(n) = µ−1n, n ∈ N.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

f(z) := Ezξ =
∑
k≥1

zkP{ξ = k}, z ∈ [0, 1].
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Òîäi

EzŜ0 = µ−1
∑
k≥1

zkP{ξ ≥ k} = µ−1
∑
j≥1

P{ξ = j}
j∑

k=1

zk

= µ−1z
∑
j≥1

P{ξ = j}1− zj

1− z

= µ−1z
1− f(z)

1− z
.

Îòæå, ∑
n≥1

zn
∑
k≥0

P{Ŝk = n} =
∑
k≥0

EzŜk = EzŜ0

∑
k≥0

EzSk

=
z(1− f(z))

µ(1− z)

1

1− f(z)
=

z

µ(1− z)
,

ùî äîâîäèòü (3.16).

Òàêîæ ìîæíà ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

EN̂(n) = EU(n− Ŝ0) =
n

µ
, n ∈ N, (3.17)

ùî ¹ àíàëîãîì (3.13).

Çàðàç äîðå÷íî âêàçàòè ÿâíî âiäìiííîñòi ó êîíñòðóêöi¨ òà âëàñòèâîñòÿõ ñòàöiîíàðíîãî

ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ ó íåãðàò÷àñòîìó òà ãðàò÷àñòîìó âèïàäêàõ, ùî íå äîçâîëÿþòü óíè-

êíóòè âiäîêðåìëåííÿ âèïàäêiâ. Ïî-ïåðøå, öå ðîçïîäië â.â. Ŝ0. Ïî-äðóãå, ó d-ãðàò÷àñòîìó

âèïàäêó ðiâíiñòü (3.9) âèêîíó¹òüñÿ íå äëÿ âñiõ t ≥ 0, à òiëüêè äëÿ t ∈ {jd : j ∈ N}.
Íàðåøòi çàçíà÷èìî, ùî äîâåäåííÿ òîãî, ùî ïðîöåñ

(
N̂(t)

)
ìà¹ ñòàöiîíàðíi ïðèðîñòè

ïðîõîäèòü ó òàêèé æå ñïîñiá ÿê i äëÿ íåãðàò÷àñòîãî âèïàäêó.

3.5. Îöiíêè äëÿ ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ

Ó äåÿêèé ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ êîðèñíî ìàòè îöiíêè çâåðõó òà çíèçó äëÿ ôóíêöi¨ âiä-

íîâëåííÿ U(t). Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.4 ìè çíà¹ìî, ùî ó âèïàäêó µ < ∞ âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü (3.4). Ó öüîìó ðîçäiëi áóäå âñòàíîâëåíî ùå äâi îöiíêè äëÿ U(t).

I. Íàâåäåíà íèæ÷å óíiâåðñàëüíà îöiíêà áóëà îòðèìàíà Åðiêñîíîì ó [9]:

t

m(t)
≤ U(t) ≤ 2t

m(t)
, t > 0, (3.18)

äå m(t) := E(ξ ∧ t) =
∫

[0,t]
P{ξ > y}dy, t > 0. ßêùî µ = ∞, âîíà ¹ îñîáëèâî êîðèñíîþ.

Äiéñíî, ó öüîìó âèïàäêó lim
t→∞

m(t) = ∞, i íåðiâíiñòü (3.18) äà¹ ïðàâèëüíèé ïîðÿäîê

çðîñòàííÿ U .

Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.18). Äëÿ ôiêñîâàíîãî t > 0 pîçãëÿíåìî äîïîìiæíå âèïàäêîâå

áëóêàííÿ

S0(t) := 0, Sn(t) := ξ1 ∧ t+ . . .+ ξn ∧ t, n ∈ N.
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ESν(t)(t) = Eν(t)E(ξ ∧ t) = U(t)m(t). (3.19)

Ïðè ôiêñîâàíîìó t > 0 ôóíêöiÿ ht(x) := x ∧ t ¹ ñóáàäèòèâíîþ íà [0,∞), òîáòî

(x1 + x2) ∧ t ≤ x1 ∧ t+ x2 ∧ t, x1, x2 ≥ 0. (3.20)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ ht(x) ¹ âãíóòîþ, òî öåé ôàêò âèïëèâà¹ ç çàäà÷i 84. Ïåðåâiðèìî ñóáàäè-

òèâíiñòü áåçïîñåðåäíüî. ßêùî x1, x2 ∈ [0, t], òî ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (3.20) äîðiâíþ¹

x1 + x2, i íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà, îñêiëüêè ìiíiìóì äâîõ ÷èñåë íå ïåðåâèùó¹ êîæíîãî

ç íèõ. ßêùî x1, x2 ∈ (t,∞), òî ïðàâà ÷àñòèíà (3.20) äîðiâíþ¹ 2t, à ëiâà äîðiâíþ¹ t.

Íàðåøòi, ÿêùî x1 ∈ [0, t], à x2 ∈ (t,∞), òî ïðàâà ÷àñòèíà (3.20) äîðiâíþ¹ x1 + t, à ëiâà

äîðiâíþ¹ t.

Âíàñëiäîê (3.20) Sn(t) ≥ Sn ∧ t, n ∈ N0 ì.í. Òîìó Sν(t)(t) ≥ Sν(t) ∧ t = t ì.í. Îñòàííÿ

íåðiâíiñòü ðàçîì ç (3.19) ãàðàíòó¹ âèêîíàííÿ ëiâî¨ íåðiâíîñòi ó (3.18). Ç iíøîãî áîêó,

îñêiëüêè Sn(t) ≤ Sn, n ∈ N0 ì.í., òî

Sν(t)(t) = Sν(t)−1(t) + ξν(t) ∧ t ≤ Sν(t)−1 + ξν(t) ∧ t ≤ t+ t = 2t ì.í.

Ðàçîì ç (3.19) öå äîâîäèòü ïðàâó íåðiâíiñòü ó (3.18). �

II. ßêùî Eξ2 <∞, òà âèïàäêîâå áëóêàííÿ (Sn) (ðîçïîäië ξ) ¹ íåãðàò÷àñòèì, òî âèêîíó-

¹òüñÿ íåðiâíiñòü

U(t) ≤ t

µ
+

Eξ2

µ2
, t ≥ 0, (3.21)

ùî íàçèâà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ Ëîðäåíà.

Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (3.21). Çãiäíî ç (3.8) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

U(t) ≤ EU
(
t+ S̄0 − Ŝ0

)
+ EU

(
Ŝ0 − S̄0

)
,

äå â.â. S̄0 ¹ íåçàëåæíîþ êîïi¹þ Ŝ0. Ñêîðèñòàâøèñÿ ðiâíiñòþ (3.13), ìà¹ìî

EU
(
t+ S̄0 − Ŝ0

∣∣S̄0

)
=
t+ S̄0

µ
.

Òîìó

EU
(
t+ S̄0 − Ŝ0

)
=
t+ ES̄0

µ
=
t+ EŜ0

µ
.

Àíàëîãi÷íî

EU(Ŝ0 − S̄0) =
EŜ0

µ
.

Òàêèì ÷èíîì,

U(t) ≤ t+ 2EŜ0

µ
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç

EŜ0 =
1

µ

∫
[0,∞)

x(1− F (x))dx =
Eξ2

2µ

ó ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü, îòðèìó¹ìî (3.21). �

Àíàëîã íåðiâíîñòi (3.21) äëÿ ãðàò÷àñòèõ ðîçïîäiëiâ íàâåäåíèé ó çàäà÷i 83.
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3.6. Çàäà÷i

Çàäà÷à 83. ßêùî P{ξ = 0} = 0, Eξ2 <∞, òà ðîçïîäië ξ ¹ 1-àðèôìåòè÷íèì, òî

U(n) ≤ n+ 1

µ
+

Eξ2

µ2
, n ∈ N.

Äîâåñòè.

Çàäà÷à 84. Ïîêàçàòè, ùî âãíóòà ôóíêöiÿ f : [0,∞)→ [0,∞) ¹ ñóáàäèòèâíîþ íà [0,∞).

Çàäà÷à 85. ×è ¹ ôóíêöiÿ ht(x) = x ∧ t (t ∈ R ôiêñîâàíå) ñóáàäèòèâíîþ íà R?

Çàäà÷à 86. Äîâåñòè ðiâíiñòü (3.9), íå âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.

Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ ñòàöiîíàðíiñòþ ïðèðîñòiâ (N̂(t)) äëÿ äîâåäåííÿ ðiâíîñòi

EN̂(t) = tEN̂(1) ñïî÷àòêó äëÿ íàòóðàëüíèõ, à ïîòiì äëÿ äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ t.

Ñêîðèñòàòèñÿ òèì, ùî òðàåêòîði¨ ïðîöåñà íå ñïàäàþòü òà ¹ íåïåðåðâíèìè ñïðàâà, à

òàêîæ òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü äëÿ ïåðåâiðêè çãàäàíî¨ ðiâíîñòi äëÿ

äîäàòíèõ iððàöiîíàëüíèõ t. Ñêîðèñòàòèñÿ åëåìåíòàðíîþ òåîðåìîþ âiäíîâëåííÿ äëÿ çíà-

õîäæåííÿ EN̂(1).

3.7. Òåîðåìà Áëåêêóåëà

Òåîðåìà Áëåêêóåëà ¹ íàéâàæëèâiøèì òà íàéñêëàäíiøèì òâåðäæåííÿì òåîði¨ âiäíîâ-

ëåííÿ. Iñíó¹ áàãàòî ðiçíèõ äîâåäåíü öüîãî ðåçóëüòàòó, ïðè öüîìó æîäíå ç íèõ íå ¹

åëåìåíòàðíèì. Ó äàíîìó êóðñi ìè îçíàéîìèìîñÿ ç äåêiëüêîìà äîâåäåííÿìè.

3.7.1. Ãðàò÷àñòèé âèïàäîê Ó ñó÷àñíié òåîði¨ âiäíîâëåííÿ i òåîðåìó 87, i òåîðåìó

93 íàçèâàþòüòåîðåìàìè Áëåêêóåëà. Ïðîòå òåîðåìà 87 âïåðøå áóëà äîâåäåíà Åðäüîøåì,

Ôåëëåðîì òà Ïîëëàðäîì â ðîáîòi [8]. Áëåêêóåë æå ó ñòàòòi [7] äîâiâ íàñïðàâäi òiëüêè

òåîðåìó 93, ùî ¹ àíàëîãîì òåîðåìè 87 ó íåãðàò÷àñòîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 87. ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ d-àðèôìåòè÷íèì, òî∑
k≥0

P{Sk = nd} = U(nd)− U((n− 1)d) → d

µ
, n→∞, (3.22)

äå µ = Eξ ∈ (0,∞]. Åêâiâàëåíòíî

lim
t→∞

(
U(t)− U(t− h)

)
=
h

µ
(3.23)

äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî h = id, i ∈ N.

Íèæ÷å áóäå ïîêàçàíî, ùî òåîðåìó äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äëÿ d = 1. Âðàõîâóþ÷è öå,

ïåðø, íiæ ïåðåõîäèòè äî äîâåäåííÿ, ìè ïîêàæåìî, ùî U(n) − U(n − 1) > 0 äëÿ âñiõ

äîñòàòíüî âåëèêèõ n, i, îòæå, ïåðåõiä äî ãðàíèöi ó (3.22) ìà¹ ñìèñë1. Iíøèìè ñëîâàìè,

ìè äîâåäåìî, ùî çíàéäåòüñÿ n0 ∈ N òàêå, ùî

n ∈ I := {k ∈ N0 : çíàéäåòüñÿ i ∈ N0 òàêå, ùî P{Si = k} > 0} (3.24)
1Öå íå ¹ î÷åâèäíèì, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó, êîëè êðîê âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ íàáóâà¹ çíà÷åíü 6, 10 òà 15.
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äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n ≥ n0.

Ó ïîäàëüøîìó çíàäîáèòüñÿ äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 88. ßêùî i1, . . . , im ∈ I òà a1, . . . , am ∈ N0, òî a1i1 + . . .+ amim ∈ I.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè P{S0 = 0} = 1, òî 0 ∈ I. Îòæå, òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

âñi ai äîðiâíþþòü íóëåâi. ßêùî íå âñi ai äîðiâíþþòü íóëåâi, òî äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè,

ùî ç òîãî, ùî i1 ∈ I\{0} òà i2 ∈ I\{0} âèïëèâà¹ i1 + i2 ∈ I. Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì

P{Sn = i1} > 0 òà P{Sm = i2} = P{ξn+1 + . . .+ ξn+m = i2} > 0 äëÿ äåÿêèõ m,n ∈ N. Òîìó

P{Sn+m = i1 + i2} ≥ P{Sn = i1}P{ξn+1 + . . .+ ξn+m = i2} > 0.

Îòæå, i1 + i2 ∈ I.

Çãiäíî ç öi¹þ ëåìîþ äëÿ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ ç êðîêîì, ùî íàáóâà¹ çíà÷åíü 6, 10

òà 15

I = {6, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, . . .},

òîáòî n0 = 24.

Äëÿ ïåðåâiðêè (3.24) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî I ìiñòèòü äâà ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ

÷èñëà, ñêàæåìî, k òà k + 1. Â öüîìó âèïàäêó çà ëåìîþ 88 ìíîæèíà I ìiñòèòü ÷èñëà

âèãëÿäó

(j + 1)k, (j + 1)k + 1, . . . , (j + 1)k + j + 1, j ∈ N0,

ïðè öüîìó äëÿ j ≥ k−2 òàêi ÷èñëà âè÷åðïóþòü âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà, íå ìåíøi çà k2−k.
Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ 197 äëÿ äîâiëüíèõ i1, i2 ∈ I\{0} òàêèõ, ùî ¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê äîðiâíþ¹ 1, çíàéäóòüñÿ íàòóðàëüíå c1 òà âiä'¹ìíå öiëå c2 òàêi, ùî c1i1 +c2i2 = 1.

Òîäi c1i1 = −c2i2 +1. Çà ëåìîþ 88 c1i1 ∈ I òà −c2i2 ∈ I. Îòæå, ìíîæèíà I äiéñíî ìiñòèòü
äâà ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñëà.

Àíàëiòè÷íå äîâåäåííÿ òåîðåìè 87. Ðîçïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

ñïiââiäíîøåíü (3.22) òà (3.23). ßêùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.23) âèêîíó¹òüñÿ, òî, ïîêëàâøè

t = nd òà âèáðàâøè h = d, îòðèìà¹ìî (3.22). Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî (3.22) âèêîíó¹òüñÿ.

Äëÿ äîâåäåííÿ (3.23) äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî lim
t→∞

(U(t)−U(t−d)) = d/µ. Äëÿ äîâiëüíîãî

t > 0 çíàéäåòüñÿ ¹äèíå n ∈ N òàêå, ùî nd ∈ (t−d, t]. Òîìó U(t)−U(t−d) =
∑

k≥0 P{Sk =

nd}. Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè: ÿêùî t→∞, òî i n→∞.

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.22) äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè äëÿ d = 1. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî öå

áóëî çðîáëåíî. Îñêiëüêè âèïàäêîâå áëóêàííÿ (S∗n)n∈N0 , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

S∗0 := 0, S∗n := d−1Sn = d−1ξ1 + . . .+ d−1ξn, n ∈ N,

¹ 1-àðèôìåòè÷íèì, òî çà äîâåäåíèì∑
k≥0

P{Sk = nd} =
∑
k≥0

P{S∗k = n} → 1

E(d−1ξ1)
=
d

µ
.

Îòæå, íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî d = 1.
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

pn := P{ξ = n}, rn := P{ξ > n} =
∑
k≥n+1

pk, un :=
∑
k≥0

P{Sk = n}, n ∈ N0.

Íàäàëi ïðèïóñêà¹òüñÿ âèêîíàíîþ óìîâà p0 = 0. Çàçíà÷èìî, ùî r0 = u0 = 1. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç An ïîäiþ, ùî ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî (Sk) êîëè-íåáóäü ïîòðàïèòü ó ñòàí n. Âèêîíóþ-

òüñÿ ðiâíîñòi

un = P(An) =
n−1∑
j=0

P(Aj)pn−j =
n−1∑
j=0

ujpn−j, n ∈ N; u0 = 1. (3.25)

Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè pn = rn−1 − rn, n ∈ N, ó (3.25), îòðèìó¹ìî

un = (r0 − r1)un−1 + (r1 − r2)un−2 + . . .+ (rn−1 − rn)u0, n ∈ N.

Îòæå,

cn := r0un + r1un−1 + . . .+ rnu0 = r0un−1 + r1un−2 + . . .+ rn−1u0 = cn−1, n ∈ N.

Îñêiëüêè c0 = r0u0 = 1, òî

r0un + r1un−1 + . . .+ rnu0 = 1, n ∈ N. (3.26)

Îñêiëüêè un ¹ éìîâiðíiñòþ, òî un ≤ 1, n ∈ N0. Òîìó λ := lim
n→∞

un ∈ [0, 1]. Öå îçíà÷à¹, ùî,

ïî-ïåðøå, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ M ∈ N òàêå, ùî un ≤ λ+ ε äëÿ âñiõ n ≥M ,

ïî-äðóãå, çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü (nk), ùî çðîñòà¹, òàêà, ùî lim
k→∞

unk = λ. Âiçüìåìî

áóäü-ÿêå j ∈ N òàêå, ùî pj > 0, òà ïîêàæåìî, ùî lim
k→∞

unk−j = λ. ßêùî öå íå òàê, òî

çíàéäóòüñÿ âåëèêi iíäåêñè n (íå îáîâ'ÿçêîâî ïiäðÿä) òàêi, ùî

un ≥ λ− ε òà un−j ≤ λ′ < λ. (3.27)

Âèáðàâøè N íàñòiëüêè âåëèêèì (çîêðåìà, N > j), ùî rN ≤ ε òà ñêîðèñòàâøèñÿ ôîð-

ìóëîþ (3.25) òà òèì, ùî un ≤ 1, ìà¹ìî

un ≤ p1un−1 + . . .+ pNun−N + ε, n ≥ N + 1.

Äëÿ âñiõ n ≥M +N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü un ≤ λ+ ε. Òîìó äëÿ âñiõ n, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü (3.27), òà ¹ íå ìåíøèìè çà M +N

un ≤ (p1 + p2 + . . .+ pj−1 + pj+1 + . . .+ pN)(λ+ ε) + pjλ
′ + ε

≤ (1− pj)(λ+ ε) + pjλ
′ + ε < λ+ 2ε− pj(λ− λ′).

Âèáèðàþ÷è ε íàñòiëüêè ìàëèì, ùî pj(λ − λ′) > 3ε, îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç ïåðøîþ

íåðiâíiñòþ ó (3.27). Òàêèì ÷èíîì, λ′ = λ. Ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ íàâåäåíå âèùå, ïåðå-

êîíó¹ìîñü ó òîìó, ùî lim
k→∞

unk−mj = λ äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî m ∈ N.
Âèïàäîê p1 > 0. Çãiäíî ç (3.26) äëÿ ôiêñîâàíîãî L ∈ N

1 ≥ r0unk + r1unk−1 + . . .+ rLunk−L.
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Ñïðÿìîâóþ÷è k →∞, îòðèìó¹ìî

1 ≥ λ(r0 + . . .+ rL).

ßêùî µ =
∑

k≥0 rk = lim
L→∞

∑L
k=0 rk = ∞, òî λ = 0. ßêùî æ µ < ∞, òî λ ≤ 1/µ.

Ïåðåáóâàþ÷è ó ðàìêàõ äàíîãî âèïàäêó, çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

λ ≥ 1/µ çà óìîâè µ <∞.

Ïîêëàäåìî γ := lim
n→∞

un. Ìiðêóþ÷è òàêèì æå ÷èíîì, ÿê i ðàíiøå, ðîáèìî âèñíîâîê:

äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (nk) òàêî¨, ùî lim
k→∞

unk = γ, ñïiââiäíîøåííÿ lim
k→∞

unk−L = γ âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî L ∈ N. Âèáåðåìî L íàñòiëüêè âåëèêèì, ùî
∑

k≥L+1 rk ≤ ε. Öå

ìîæíà çðîáèòè âíàñëiäîê óìîâè µ =
∑

k≥0 rk <∞, ùî çàðàç ïðèïóñêà¹òüñÿ âèêîíàíîþ.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.26) òà íàãàäóþ÷è òå, ùî un ≤ 1, ìà¹ìî

1 ≤ r0unk + . . .+ rLunk−L + ε.

Ñïðÿìîâóþ÷è k →∞, îòðèìó¹ìî

1 ≤ γ(r0 + . . .+ rL) + ε.

Òîìó µλ ≥ µγ ≥ 1, ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ äëÿ öüîãî âèïàäêó.

Âèïàäîê p1 = 0. Âíàñëiäîê 1-àðèôìåòè÷íîñòi ó ìíîæèíi {j : pj > 0} çíàéäóòüñÿ (íà-

òóðàëüíi) ÷èñëà a1, . . . , al, íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÿêèõ ¹ 1. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî

ç òîãî, ùî lim
k→∞

unk = λ âèïëèâà¹ lim
k→∞

unk−θlal = λ äëÿ ôiêñîâàíîãî íàòóðàëüíîãî θl. Òîìó

lim
k→∞

unk−m = λ äëÿ äîâiëüíîãî m âèãëÿäó m = θ1a1 + . . . + θlal, äå θ1, . . . , θl ¹ íàòóðàëü-

íèìè ÷èñëàìè. Àëå ìíîæèíà âñiõ òàêèõ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié (áåç ïîâòîðåíü) çáiãà¹òüñÿ

ç ìíîæèíîþ I, âèçíà÷åíîþ ðiâíiñòþ (3.24). Áiëüøå òîãî, ìè âæå çíà¹ìî, ùî ìíîæèíà I

ìiñòèòü âñi íàòóðàëüíi ÷èñëà m ≥ n0. Îòæå, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî lim
k→∞

unk−m = λ äëÿ êî-

æíîãî íàòóðàëüíîãî m ≥ n0. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð (3.26) ç n = nk − n0 òà ìiðêóþ÷è ó

òàêèé æå ñïîñiá ÿê i ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, äiñòà¹ìî áàæàíîãî âèñíîâêó.

Çàóâàæåííÿ 89. Äëÿ 1-àðèôìåòè÷íîãî âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ U(x) = U([x]). Òîìó

åëåìåíòàðíà òåîðåìà âiäíîâëåííÿ (òåîðåìà 81) ñòâåðäæó¹, ùî U(k)/k → µ−1, êî-

ëè k ïðÿìó¹ äî ∞, ïðîáiãàþ÷è íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîìó, ïðèïóñêàþ÷è, ùî ãðàíèöÿ

lim
k→∞

(
U(k) − U(k − 1)

)
iñíó¹, âîíà ìà¹ äîðiâíþâàòè µ−1 çãiäíî ç ëåìîþ 200 (ó ïîçíà-

÷åííÿõ ëåìè òðåáà âçÿòè ak = U(k)−U(k− 1)). Òîìó ôàêòè÷íî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè

87 áóëî á äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ãðàíèöÿ lim
k→∞

(
U(k)−U(k− 1)

)
iñíó¹. Ïðîòå çäà¹òüñÿ,

ùî îñòàííÿ çàäà÷à íå ¹ ïðîñòiøîþ, íiæ çíàõîäæåííÿ öi¹¨ ãðàíèöi.

Â ÿêîñòi çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 87 íàâåäåìî îäíå óòî÷íåííÿ åëåìåíòàðíî¨ òåîðåìè

âiäíîâëåííÿ (òâåðäæåííÿ 90), à òàêîæ çíàéäåìî ñïiëüíèé ãðàíè÷íèé ðîçïîäië ïåðå-

ñòðèáó òà íåäîñòðèáó (òâåðäæåííÿ 91).

Òâåðäæåííÿ 90. Íåõàé P{ξ = 0} = 0, Eξ2 < ∞ òà ðîçïîäië ξ ¹ 1-àðèôìåòè÷íèì.

Òîäi

lim
n→∞

(
U(n)− n

µ

)
=

1

2µ
+

Eξ2

2µ2
,

äå µ = Eξ <∞.
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Äîâåäåííÿ. Íèæ÷å âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîçíà÷åííÿ ïiäðîçäiëó 3.4.2. Çãiäíî ç (3.17)

E
(
U(n)− U(n− Ŝ0)

)
= U(n)− n

µ
.

Çà òåîðåìîþ 87

lim
n→∞

(
U(n)− U(n− Ŝ0)

)
=
Ŝ0

µ
ì.í.

Âíàñëiäîê (3.8)

U(n)− U(n− Ŝ0) ≤ U(Ŝ0).

Îñêiëüêè

EŜ0 =
1

µ

∑
k≥1

kP{ξ ≥ k} =
1

2µ
Eξ(ξ + 1) =

1

2
+

Eξ2

2µ
<∞,

òî çãiäíî ç çàäà÷åþ 83 EU(Ŝ0) < ∞. Òîìó çà çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó

çáiæíiñòü

lim
n→∞

E
(
U(n)− U(n− Ŝ0)

)
=

EŜ0

µ
=

1

2µ
+

Eξ2

2µ2
.

Òâåðäæåííÿ 91. ßêùî P{ξ = 0} = 0, µ = Eξ <∞, òà ðîçïîäië ξ ¹ 1-àðèôìåòè÷íèì,

òî

lim
k→∞

P{k − Sν(k)−1 = i, Sν(k) − k = j} = µ−1P{ξ = i+ j}.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ k ∈ N, j ∈ N òà i ∈ N0

P{Sν(k)−1 = k − i, Sν(k) = k + j} =
∑
l≥1

P{Sl−1 = k − i, Sl = k + j}

=
∑
l≥1

P{Sl−1 = k − i, ξl = i+ j}

= P{ξ = i+ j}
∑
l≥0

P{Sl = k − i}.

Ïðè k →∞ îñòàííÿ ñóìà ïðÿìó¹ äî µ−1 çà òåîðåìîþ 87.

Íàñëiäîê 92. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òâåðäæåííÿ 91. Ïðè k →∞

Sν(k) − k
d→ χ, k − Sν(k)−1

d→ ζ,

äå âèïàäêîâi âåëè÷èíè χ òà ζ ìàþòü òàêi ðîçïîäiëè

P{χ = i} = µ−1P{ξ ≥ i}, i ∈ N, P{ζ = j} = µ−1P{ξ ≥ j + 1}, j ∈ N0.

3.7.2. Íåãðàò÷àñòèé âèïàäîê

Òåîðåìà 93. ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ íåàðèôìåòè÷íèì, òî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñî-

âàíîãî h > 0

lim
x→∞

(
U(x+ h)− U(x)

)
=
h

µ
,

äå µ = Eξ ∈ (0,∞].
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Âèïàäîê íåñêií÷åííîãî ñåðåäíüîãî. Ðîçïî÷íåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 93 ç

áiëüø ïðîñòîãî âèïàäêó µ = ∞, ïðèïóñêàþ÷è äîäàòêîâî, ùî P{ξ = 0} = 0. Öå íå ¹

ïðèíöèïîâèì ïðèïóùåííÿì, ïðîòå äåÿêi òåõíi÷íi äåòàëi ñòàíóòü áiëüø ïðîñòèìè.

Äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→∞

(
U(x+ 1)− U(x)

)
= 0. (3.28)

Äiéñíî, îñòàíí¹ ãàðàíòó¹ lim
x→∞

(
U(x + m) − U(x)

)
= 0 äëÿ êîæíîãî m ∈ N i, îòæå, ç

óðàõóâàííÿì ìîíîòîííîñòi U lim
x→∞

(
U(x+ h)− U(x)

)
= 0 äëÿ êîæíîãî h > 0.

Ïîêëàäåìî

β := lim
x→∞

(
U(x+ 1)− U(x)

)
òà ïîêàæåìî, ùî β = 0. Çàçíà÷èìî, ùî âíàñëiäîê íåðiâíîñòåé

U(x+ 1)− U(x) ≤ U(1) <∞, (3.29)

ùî âèïëèâàþòü ç (3.8) òà ëåìè 76, âåëè÷èíà β ¹ ñêií÷åííîþ. Âèáåðåìî çðîñòàþ÷ó ïî-

ñëiäîâíiñòü (xk) òàêó, ùî lim
k→∞

xk =∞ òà lim
k→∞

(
U(xk + 1)− U(xk)

)
= β.

Äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ N âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

U(xk + 1)− U(xk) =
∑
n≥0

P{xk < Sn ≤ xk + 1}

=
i−1∑
n=0

P{xk < Sn ≤ xk + 1}

+
∑
n≥0

P{xk < Sn + S ′i ≤ xk + 1}

=
i−1∑
n=0

P{xk < Sn ≤ xk + 1}

+

∫
[0,∞)

(
U(xk + 1− y)− U(xk − y)

)
dP{Si ≤ y},

äå S ′i := Sn+i−Sn = ξn+1 + . . .+ ξn+i íå çàëåæèòü âiä Sn òà ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê Si.

Ïîêëàäåìî

ak,j :=

∫
(j−1,j]

(
U(xk + 1− y)− U(xk − y)

)
dP{Si ≤ y}, j ∈ N,

òà çàçíà÷èìî, ùî äåÿêi ak,j ìîæóòü äîðiâíþâàòè íóëåâi. Îñêiëüêè

lim
k→∞

i−1∑
n=0

P{xk < Sn ≤ xk + 1} = 0,

òî

lim
k→∞

(
U(xk + 1)− U(xk)

)
= lim

k→∞

∫
(0,∞)

(
U(xk + 1− y)− U(xk − y)

)
dP{Si ≤ y}

= lim
k→∞

∑
j≥1

ak,j = β. (3.30)
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Îñòàííié iíòåãðàë ìîæíà áðàòè ïî ïðîìiæêó (0,∞), à íå ïî [0,∞), îñêiëüêè P{Si =

0} = 0.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì β äëÿ êîæíîãî y lim
k→∞

(
U(xk + 1− y)− U(xk − y)

)
≤ β. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è öå òà íåðiâíiñòü (3.29), îòðèìó¹ìî

lim
k→∞

ak,j ≤ βP{j − 1 < Si ≤ j} (3.31)

çà ëåìîþ Ôàòó.

Ïîêàæåìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.30) òà (4.33) çàáåçïå÷óþòü

lim
k→∞

ak,j ≥ βP{j − 1 < Si ≤ j}. (3.32)

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü òðèâiàëüíî âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî ¨¨ ïðàâà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹ íóëåâi.

Òîìó ó ïîäàëüøîìó ââàæà¹ìî, ùî âîíà äîäàòíà. Ïðèïóñòèìî, ùî (3.32) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Òîäi çíàéäóòüñÿ j0 ∈ N òà ε > 0 òàêi, ùî

lim
k→∞

ak,j0 ≤ β
(
P{j0 − 1 < Si ≤ j0} − ε

)
. (3.33)

Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü (kn) òàêó, ùî

lim
n→∞

akn,j0 = const ≤ β
(
P{j0 − 1 < Si ≤ j0} − ε

)
.

Âíàñëiäîê (3.29)

ak,j ≤ U(1)P{j − 1 < Si ≤ j}.

Òîìó ìîæåìî âèáðàòè íàòóðàëüíå J ≥ j0 òàê, ùîá

lim
n→∞

∑
j≥J+1

akn,j ≤ U(1)
∑
j≥J+1

P{j − 1 < Si ≤ j} ≤ βε/2.

Êðiì òîãî, ç óðàõóâàííÿì (4.33) òà (3.33), ìà¹ìî

lim
n→∞

J∑
j=1

akn,j ≤
J∑
j=1

lim
n→∞

akn,j ≤ β

( J∑
j=1

P{j − 1 < Si ≤ j} − ε
)
.

Äîäàþ÷è îñòàííi äâi íåðiâíîñòi, îòðèìó¹ìî

lim
n→∞

∑
j≥1

akn,j ≤ β(1− ε/2),

ùî ñóïåðå÷èòü (3.30) i, îòæå, äîâîäèòü (3.32).

Çà ëåìîþ 65 çíàéäåòüñÿ íàòóðàëüíå j1 òàêå, ùî U(j) − U(j − 1) > 0 äëÿ j ≥ j1.

Äëÿ êîæíîãî òàêîãî j çíàéäåòüñÿ i = i(j) ∈ N òàêå, ùî P{j − 1 < Si ≤ j} > 0. ßêùî

y ∈ (j − 1, j], òî

U(xk + 1− y)− U(xk − y) ≤ U(xk + 2− j)− U(xk − j).

Òîìó ç óðàõóâàííÿì (3.32) ìà¹ìî äëÿ êîæíîãî j ≥ j1

lim
k→∞

(
U(xk + 2− j)− U(xk − j)

)
≥ β.
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Çãiäíî ç ëåìîþ 76 U(xk) = Eν(xk) <∞ äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Òîìó

1 = P{ν(xk) <∞} =
∑
n≥0

P{Sn ≤ xk, Sn + ξn+1 > xk}

=

∫
(0, xk]

(
1− F (xk − y)

)
dU(y)

≥
[xk/2]∑

j=[j1/2]+1

∫
(xk−2j, xk−2j+2]

(
1− F (xk − y)

)
dU(y)

≥
[xk/2]∑

j=[j1/2]+1

(
U(xk − 2j + 2)− U(xk − 2j)

)(
1− F (2j)

)
.

Ñêîðèñòàâøèñÿ ëåìîþ Ôàòó, ìà¹ìî

1 ≥ β
∑

j≥[j1/2]+1

(
1− F (2j)

)
,

çâiäêè âèïëèâà¹ òå, ùî β = 0, îñêiëüêè
∑

j≥0

(
1− F (2j)

)
=∞ âíàñëiäîê óìîâè µ =∞.

Âèïàäîê ñêií÷åííîãî ñåðåäíüîãî. Ìè íàâåäåìî äîâåäåííÿ òåîðåìè 93 çà äî-

äàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ, ùî ðîçïîäië ξ íå ¹ çîñåðåäæåíèì íà ìíîæèíi (a + dn)n∈N0 äëÿ

æîäíèõ a > 0 òà d > 0. Öå äîçâîëèòü íàì ñêîðèñòàòèñÿ ðîçâèíåíîþ ó ïiäðîçäiëi 2.4.

òåîði¹þ, ùî ñòîñó¹òüñÿ ðåêóðåíòíîñòi âèïàäêîâèõ áëóêàíü. Ïðîòÿãîì äàíîãî ïiäðîçäiëó

ìè ââàæà¹ìî âèêîíàíîþ óìîâó µ <∞.

Ïðè ïîáóäîâi ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ ó ïiäðîçäiëi 3.4.1. ìè ñêîðèñòàëè-

ñÿ ìîäèôiêîâàíèì âèïàäêîâèì áëóêàííÿì (Ŝn), ñòðèáêè ÿêîãî áóëè òàêèìè æ ÿê i ó

âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ (Sn). Iíøèìè ñëîâàìè, öi äâà âèïàäêîâèõ áëóêàííÿ áóëè ñèëüíî

çàëåæíèìè. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàì çíàäîáèòüñÿ âèïàäêîâå áëóêàííÿ (S ′n), ùî ¹ íåçà-

ëåæíèì âiä (Sn) i ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê (Ŝn).

Íåõàé
(
ξ′k
)
k∈N ¹ íåçàëåæíèìè êîïiÿìè ξ, ùî íå çàëåæàòü âiä

(
ξk
)
k∈N. Íåõàé ξ′0 ¹

âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ùî íå çàëåæèòü âiä
(
ξk, ξ

′
k

)
k∈N i ìà¹ ðîçïîäië

P{ξ′0 ≤ x} =
1

µ

∫
[0, x]

P{ξ > y}dy, x ≥ 0.

Ïîêëàäåìî òåïåð

S ′n := ξ′0 + ξ′1 + . . .+ ξ′n, n ∈ N0

òà

N ′(t) := #{n ∈ N0 : S ′n ≤ t} =
∑
n≥0

1{S′n≤t}, t ≥ 0.

Ó íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ ðiâíiñòü (3.13) ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà òàê

E
(
N ′(t+ h)−N ′(t)

)
=
h

µ
. (3.34)

Äëÿ ïîäàëüøîãî äîâåäåííÿ çíàäîáèòüñÿ äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò.
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Ëåìà 94. Äëÿ ôiêñîâàíîãî h > 0 ðîäèíè
(
ν(t+ h)− ν(t)

)
t≥0

òà
(
N ′(t+ h)−N ′(t)

)
t≥0

¹

ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ h > 0 òà t ≥ 0 ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

νt(h) := inf{k > ν(t) : Sk − Sν(t) > h}.

Çãiäíî ç äîâåäåííÿì íåðiâíîñòi (3.3) ν(t + h) − ν(t) ≤ νt(h) ì.í. òà νt(h)
d
= ν(h). Òîìó

äëÿ a > 0

E
(
ν(t+ h)− ν(t)

)
1{ν(t+h)−ν(t)>a} ≤ Eνt(h)1{νt(h)>a} = Eν(h)1{ν(h)>a}.

Ðiâíîìiðíà iíòåãðîâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

sup
t≥0

E
(
ν(t+ h)− ν(t)

)
1{ν(t+h)−ν(t)>a} ≤ Eν(h)1{ν(h)>a}

òà òîãî, ùî ¨¨ ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè a→∞.

Ðiâíîìiðíà iíòåãðîâíiñòü äðóãî¨ ðîäèíè ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè Áëåêêóåëà ìè ñêîðèñòà¹ìîñü òåõíiêîþ çêëåþâàííÿ (coupli-

ng), ùî ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi ùå îäíîãî âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ
(
S ′′n
)
n∈N0

, ùî ìà¹ òàêèé æå

ðîçïîäië ÿê
(
S ′n
)
n∈N0

. Êðiì òîãî, Sn òà S ′′n áóäóòü "ìàéæå ðiâíèìè" äëÿ âñiõ n ≥ τ äëÿ τ ,

ùî ¹ ïiäõîæèì ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó σ-àëãåáð, ïîðîäæåíîãî
(
Sn, S

′
n

)
n∈N0

.

Òîìó ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî ôóíêöiÿ

t→ E
∑
n≥0

1{t<S′′n≤t+h} = E
(
N ′(t+ h)−N ′(t)

) (3.34)
= h/µ

äëÿ çêëå¹íî¨ ïîñëiäîâíîñòi
(
S ′′n
)
áóäå áëèçüêîþ äî ôóíêöi¨

t→ E
∑
n≥0

1{t<Sn≤t+h} = U(t+ h)− U(t)

ïðè âåëèêèõ t.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 òà âèçíà÷èìî ÷àñ ε-çêëåþâàííÿ òàê

τ :=

inf{n ∈ N0 : |Sn − S ′n| ≤ ε}, ÿêùî inf
n∈N0

|Sn − S ′n| ≤ ε,

0, iíàêøå.

Ëåìà 95. Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

P{|Sn − S ′n| < ε í.÷.} = 1.

Çîêðåìà, τ <∞ ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî âèïàäêîâå áëóêàííÿ
(
T ∗n
)
n∈N0

òàê

T ∗0 := 0, T ∗n := Sn − S ′n, n ∈ N.
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Çà ïðèïóùåííÿì ET1 = 0. Òîìó çà òâåðäæåííÿì 70 äëÿ êîæíîãî z ∈ R òà äîâiëüíîãî

ε > 0

P{|T ∗n − z| < ε í.÷.} = 1.

Òîìó

P{|Sn − S ′n| < ε í.÷.} =

∫
[0,∞)

P{|T ∗n − z| < ε í.÷.}dP{ξ′0 ≤ z}

=

∫
[0,∞)

dP{ξ′0 ≤ z} = 1.

Çàóâàæåííÿ 96. Ó öüîìó ìiñöi âàðòî ïîÿñíèòè ðîëü ïðèïóùåííÿ, çðîáëåíîãî íà ïî÷àòêó

äîâåäåííÿ, ïðî òå, ùî ðîçïîäië ξ íå ¹ çîñåðåäæåíèì íà ìíîæèíi (a+nd)n∈N0 äëÿ æîäíèõ

a > 0 òà d > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçïîäië ξ ¹ çîñåðåäæåíèì ó äâîõ òî÷êàõ 1 òà 1 + π.

Òîäi ðîçïîäië T ∗1 = S1 − S ′1 ¹ çîñåðåäæåíèì ó òî÷êàõ −π, 0 òà π i, îòæå, ãðàò÷àñòèì.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî òâåðäæåííÿ 70 íå ¹ çàñòîñîâíèì.

Âèçíà÷èìî òåïåð çêëå¹íå âèïàäêîâå áëóêàííÿ (S ′′n)n∈N0 òàê

S ′′n :=

S ′n, ÿêùî n < τ,

Sn − (Sτ − S ′τ ) = S ′τ +
∑n

k=τ+1 ξk, ÿêùî n ≥ τ
n ∈ N0.

Êîðèñíiñòü äàíî¨ êîíñòðóêöi¨ ïðîÿñíþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ðåçóëüòàòîì.

Ëåìà 97. Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ:

(à) |S ′′n − Sn| ≤ ε äëÿ âñiõ n ≥ τ ;

(á)
(
S ′′n
)
n∈N0

d
=
(
S ′n
)
n∈N0

.

Äîâåäåííÿ. (à) Ïðè n ≥ τ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü |S ′′n−Sn| = |Sτ−S ′τ |. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
τ îñòàííié ìîäóëü íå ïåðåâèùó¹ ε.

(á) Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N0 òà äîâiëüíîãî âåêòîðà (x0, x1, . . . , xn) ∈
Rn+1

P{S ′′0 ≤ x0, S
′′
1 ≤ x1, . . . , S

′′
n ≤ xn} = P{S ′0 ≤ x0, S

′
1 ≤ x1, . . . , S

′
n ≤ xn}. (3.35)

Öå âñòàíîâëþ¹òüñÿ òàê

P{S ′′0 ≤ x0, S
′′
1 ≤ x1, . . . , S

′′
n ≤ xn} = P{. . . , τ ≤ n}+ P{. . . , τ > n}.

Äëÿ n < τ S ′′n = S ′n, òîìó

P{S ′′0 ≤ x0, . . . , S
′′
n ≤ xn, τ > n} = P{S ′0 ≤ x0, . . . , S

′
n ≤ xn, τ > n}. (3.36)

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fk := σ
(
(ξi, ξ

′
i)0≤i≤k

)
σ-àëãåáðó, ïîðîäæåíó âè-

ïàäêîâèìè âåêòîðàìè (ξi, ξ
′
i)0≤i≤k. Îñêiëüêè τ ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè âiäíîñíî ïîòîêó
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Fk
)
k∈N0

, òî âèïàäêîâà âåëè÷èíà 1{τ=k} ¹ Fk-âèìiðíîþ. Êðiì òîãî, çàçíà÷èìî, ùî ïîñëi-

äîâíîñòi
(
ξj
)
j>k

òà
(
ξ′j
)
j>k

ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië òà íå çàëåæàòü âiä Fk. Âðàõîâóþ÷è
öå, ìà¹ìî

P{. . . , τ ≤ n}

=
n∑
k=0

P{S ′′0 ≤ x0, . . . , S
′′
k ≤ xk, S

′′
k+1 ≤ xk+1, . . . , S

′′
n ≤ xn, τ = k}

=
n∑
k=0

P{S ′0 ≤ x0, . . . , S
′
k ≤ xk, S

′
k + ξk+1 ≤ xk+1, . . . ,

S ′k + ξk+1 + . . .+ ξn ≤ xn, τ = k}

=
n∑
k=0

EP{S ′0 ≤ x0, . . . , S
′
k ≤ xk, S

′
k + ξk+1 ≤ xk+1, . . . ,

S ′k + ξk+1 + . . .+ ξn ≤ xn, τ = k|Fk}

=
n∑
k=0

EP{S ′0 ≤ x0, . . . , S
′
k ≤ xk, S

′
k + ξ′k+1 ≤ xk+1, . . . ,

S ′k + ξ′k+1 + . . .+ ξ′n ≤ xn, τ = k|Fk}

= P{S ′0 ≤ x0, . . . , S
′
n ≤ xn, τ ≤ n}. (3.37)

Îá'¹äíóþ÷è (3.36) òà (3.37), îòðèìó¹ìî (137).

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå h > 0, à ïîòiì âèáåðåìî ε ∈ (0, h/2). Ç êîíñòðóêöi¨ (S ′′n) âèïëè-

âàþòü âêëþ÷åííÿ

{t+ ε < S ′′n ≤ t+ h− ε} ⊆ {t < Sn ≤ t+ h} ⊆ {t− ε < S ′′n ≤ t+ h+ ε}, (3.38)

ùî âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà n ≥ τ + 1. Äëÿ ïåðåâiðêè ïåðøîãî âêëþ÷åííÿ çàçíà-

÷èìî, ùî −ε ≤ Sτ − S ′τ ≤ ε. Òîìó, ÿêùî äëÿ n ≥ τ + 1

t+ ε < S ′′n = Sn − (Sτ − S ′τ ) ≤ t+ h− ε,

òî

t ≤ t+ ε+ (Sτ − S ′τ ) < Sn ≤ t+ h− ε+ (Sτ − S ′τ ) ≤ t+ h.

Äðóãå âêëþ÷åííÿ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Çãiäíî ç (3.38)

∑
n≥0

1{t+ε<S′′n≤t+h−ε} −
τ∑

n=0

1{t+ε<S′′n≤t+h−ε}

≤ ν(t+ h)− ν(t) =
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h}

+
∑
n≥τ+1

1{t<Sn≤t+h}

≤
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h} +
∑
n≥0

1{t−ε<S′′n≤t+h+ε}.
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Òîìó, ïåðåõîäÿ÷è äî ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü òà ïðèãàäóþ÷è ëåìó 97(á), ìà¹ìî

h− 2ε

µ
− E

τ∑
n=0

1{t+ε<S′n≤t+h−ε}

= E
∑
n≥0

1{t+ε<S′′n≤t+h−ε} − E
τ∑

n=0

1{t+ε<S′′n≤t+h−ε}

≤ U(t+ h)− U(t) ≤ E
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h}

+ E
∑
n≥0

1{t−ε<S′′n≤t+h+ε}

= E
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h} +
h+ 2ε

µ
.

Çãiäíî ç ëåìîþ 94 ðîäèíà
(
ν(t + h) − ν(t)

)
t≥0

¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ. Âíàñëiäîê

íåðiâíîñòi
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h} ≤ ν(t+ h)− ν(t) ì.í.,

ðîäèíà
(∑τ

n=0 1{t<Sn≤t+h}
)
t≥0

òàêîæ ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ. Îñêiëüêè∑τ
n=0 1{t<Sn≤t+h} → 0 ì.í. ïðè t → ∞, òî lim

t→∞
E
∑τ

n=0 1{t<Sn≤t+h} = 0. Òå, ùî

lim
t→∞

E
∑τ

n=0 1{t−ε<S′′n≤t+h+ε} = 0, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òàêèì ÷èíîì

h− 2ε

µ
≤ lim

t→∞

(
U(t+ h)− U(t)

)
≤ lim

t→∞

(
U(t+ h)− U(t)

)
≤ h+ 2ε

µ
.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè ε äî íóëÿ.

3.8. Çàäà÷i

Çàäà÷à 98. Íåõàé f : R→ R � áóäü-ÿêà âèìiðíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî

lim
x→∞

(
f(x+ h)− f(x)

)
= ch

äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ R òà íåâiä'¹ìíî¨ êîíñòàíòè c. Äîâåñòè, ùî çáiæíiñòü ó öüîìó ñïiââiä-

íîøåííi ¹ ëîêàëüíî ðiâíîìiðíîþ ïî h, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ ñêií÷åííèõ a < b çáiæíiñòü

¹ ðiâíîìiðíîþ ïî h ∈ [a, b].

Ïiäêàçêà: Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ g(x) := exp
(
f(lnx)

)
ïðàâèëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íå-

ñêií÷åííîñòi ç ïîêàçíèêîì c, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
x→∞

g(xh)

g(x)
= yc

äëÿ äîâiëüíîãî y > 0. Ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ 1.5.2 êíèãè [6].
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3.9. Êëþ÷îâà òåîðåìà âiäíîâëåííÿ

3.9.1. Ãðàò÷àñòèé âèïàäîê

Òåîðåìà 99. ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ d-àðèôìåòè÷íèì, à ôóíêöiÿ f : R → R+ ¹

òàêîþ, ùî
∑

k≥0 f(x+ dk) <∞ äëÿ ôiêñîâàíîãî x ∈ R, òî

lim
n→∞

∫
[0, nd]

f(x+ nd− y)dU(y) = lim
n→∞

n∑
k=0

f(x+ (n− k)d)u(kd)

=
d

µ

∑
k≥0

f(x+ kd),

äå u(nd) :=
∑

k≥0 P{Sk = nd} òà µ = Eξ ∈ (0,∞].

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 87, lim
n→∞

u(nd) = d/µ (ïðè µ =∞ ïðàâà ÷àñòèíà iíòåðïðåòó¹òüñÿ

ÿê íóëü). Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, d/µ) çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ k0 ∈ N òàêå, ùî

d/µ− ε ≤ u(kd) ≤ d/µ+ ε äëÿ âñiõ k ≥ k0 + 1.

ßêùî µ =∞, òî âèáèðà¹ìî ε > 0 òà ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè ïðàâó íåðiâíiñòü. Òàêèì ÷èíîì,

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n

n∑
k=0

f
(
x+ (n− k)d

)
u(kd) =

k0∑
k=0

f
(
x+ (n− k)d

)
u(kd)

+
n∑

k=k0+1

f
(
x+ (n− k)d

)
u(kd)

≤
k0∑
k=0

f
(
x+ (n− k)d

)
u(kd)

+ (d/µ+ ε)

n−k0−1∑
m=0

f
(
x+md

)
.

Óìîâà
∑

k≥0 f(x+ kd) <∞ ãàðàíòó¹ lim
n→∞

f(x+ nd) = 0. Òîìó

lim
n→∞

n∑
k=0

f
(
x+ (n− k)d

)
u(kd) ≤ (d/µ+ ε)

∑
m≥0

f(x+md).

Îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà íå çàëåæèòü âiä ε, òî, ñïðÿìîâóþ÷è ε äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî

lim
n→∞

n∑
k=0

f
(
x+ (n− k)d

)
u(kd) ≤ (d/µ)

∑
m≥0

f(x+md).

Ó âèïàäêó µ = ∞ äîâåäåííÿ íà öüîìó çàâåðøó¹òüñÿ. ßêùî æ µ < ∞, òî âèêîðèñòîâó-

þ÷è ïîäiáíi ìiðêóâàííÿ, âñòàíîâëþ¹ìî òå, ùî

lim
n→∞

n∑
k=0

f(x+ (n− k)d)u(kd) ≥ (d/µ)
∑
m≥0

f(x+md).
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Çàóâàæåííÿ 100. Çâè÷àéíî, òåîðåìà çàëèøà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâîþ äëÿ ôóíêöié f : R→ R
çà óìîâè

∑
k≥0 |f(x+kd)| <∞. Äëÿ ïåðåâiðêè äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 99 îêðåìî

äî ôóíêöié f+ òà f−.

3.9.2. Íåãðàò÷àñòèé âèïàäîê Çíàéîìñòâî ç êëþ÷îâîþ òåîðåìîþ âiäíîâëåííÿ

ðîçïî÷íåìî ç íàéïðîñòiøîãî âàðiàíòó, ó ÿêîìó ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ íå çðîñòà¹ òà

¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì.

Òâåðäæåííÿ 101. ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ íåàðèôìåòè÷íèì, à ôóíêöiÿ f : R+ →
R+ íå çðîñòà¹ òà ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì íà R+, òî ïðè x→∞

E
∑
n≥0

f(x− Sn)1{Sn≤x} =

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) → µ−1

∫ ∞
0

f(y)dy,

äå µ = Eξ ∈ (0,∞].

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå h > 0. Äëÿ êîæíîãî x ≥ 0 çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ n ∈ N0

òàêå, ùî x ∈ [nh, (n+ 1)h). Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) =

∫
[0, x−nh]

f(x− y)dU(y) +

∫
(x−nh, x]

f(x− y)dU(y).

Ñêîðèñòàâøèñÿ òèì, ùî f íå çðîñòà¹, à U íå ñïàäà¹, ìà¹ìî∫
[0, x−nh]

f(x− y)dU(y) ≤ f(nh)U(h).

ßêùî x→∞, òî n→∞. Êðiì òîãî, lim
n→∞

f(nh) = 0 âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi òà iíòåãðîâ-

íîñòi f . Òîìó

lim
x→∞

∫
[0, x−nh]

f(x− y)dU(y) = 0. (3.39)

Äëÿ àíàëiçó äðóãîãî äîäàíêó çàïèøåìî äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî m ∈ N∫
(x−nh,x]

f(x− y)dU(y) =
n−1∑
k=0

∫
(x−(k+1)h, x−kh]

f(x− y)dU(y)

≤
n−1∑
k=0

f(kh)
(
U(x− kh)− U(x− (k + 1)h)

)
≤

m∑
k=0

. . .+
∑

k≥m+1

. . . , (3.40)

äå äëÿ îòðèìàííÿ ïåðøî¨ íåðiâíîñòi ìè ñêîðèñòàëèñÿ ìîíîòîííiñòþ f . Çãiäíî ç òåîðå-

ìîþ 93

lim
x→∞

m∑
k=0

f(kh)
(
U(x− kh)− U(x− (k + 1)h)

)
=
h

µ

m∑
k=0

f(kh),

ÿêùî µ < ∞. ßêùî æ µ = ∞, òî îñòàííÿ ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ íóëåâi. Ñêîðèñòàâøèñÿ

ñóáàäèòèâíiñòþ U (äèâ. íåðiâíiñòü (3.8)), ìà¹ìî∑
k≥m+1

f(kh)
(
U(x− kh)− U(x− (k + 1)h)

)
≤ U(h)

∑
k≥m+1

f(kh).
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Ïðè öüîìó âíàñëiäîê iíòåãðîâíîñòi ôóíêöi¨ f ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ¹ ñêií-

÷åííîþ i, êðiì òîãî, ïðÿìó¹ äî íóëÿ, êîëè m→∞. Ó âèïàäêó µ =∞

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) ≤ 0,

îòæå,

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = 0,

i äîâåäåííÿ íà öüîìó çàâåðøó¹òüñÿ. ßêùî µ <∞, òî, âðàõóâàâøè (3.39) òà ñïðÿìóâàâøè

ó íåðiâíîñòi (3.40) ñïî÷àòêó x→∞, à ïîòiì m→∞, îòðèìó¹ìî

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) ≤ h

µ

∑
k≥0

f(kh)

=
h

µ
f(0) +

h

µ

∑
k≥1

f(kh)

≤ h

µ
f(0) +

1

µ

∑
k≥1

∫ kh

(k−1)h

f(y)dy

=
h

µ
f(0) +

1

µ

∫ ∞
0

f(y)dy.

Ñïðÿìîâóþ÷è íàðåøòi h ↓ 0, ðîáèìî âèñíîâîê

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) ≤ 1

µ

∫ ∞
0

f(y)dy.

Ïðîòèëåæíà íåðiâíiñòü äëÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi âñòàíîâëþ¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Òåîðåìà 101 äîçâîëÿ¹ çíàéòè ñïiëüíèé ãðàíè÷íèé ðîçïîäië íåäîñòðèáó òà ïåðåñòðèáó

âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ ó íåãðàò÷àñòîìó âèïàäêó. Âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò ó ãðàò÷àñòîìó

âèïàäêó ìiñòèòüñÿ ó òâåðäæåííi 91.

Òâåðäæåííÿ 102. ßêùî µ = Eξ < ∞, òà âèïàäêîâå áëóêàííÿ
(
Sn
)
¹ íåàðèôìåòè-

÷íèì, òî

lim
k→∞

P{t− Sν(t)−1 ≥ u, Sν(t) − t > v} = µ−1

∫ ∞
u+v

P{ξ > y}dy, u, v > 0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíèõ u, v ≥ 0 ôóíêöiÿ fu,v(t) = P{ξ > u+v+ t}, t ≥ 0, íå çðîñòà¹

òà ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

Äëÿ u ∈ [0, t] òà v ≥ 0

P
{
t− Sν(t)−1 ≥ u, Sν(t) − t > v

}
=

∑
k≥1

P
{
Sν(t)−1 ≤ t− u, Sν(t) > t+ v, ν(t) = k

}
=

∑
k≥1

P
{
Sk−1 ≤ t− u, Sk−1 + ξk > t+ v

}
=

∫
[0, t−u]

P{ξ > t+ v − y}dU(y)

=

∫
[0, t−u]

fu,v(t− u− y)dU(y).
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Çà òåîðåìîþ 101 ïðè t→∞ îñòàííié iíòåãðàë ïðÿìó¹ äî

µ−1

∫ ∞
0

fu,v(y)dy = µ−1

∫ ∞
u+v

P{ξ > y}dy.

Íàñëiäîê 103. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi óìîâè òâåðäæåííÿ 102. Ïðè t→∞(
t− Sν(t)−1, Sν(t) − t

) d→
(
ζ, χ

)
, (3.41)

äå ðîçïîäië âèïàäêîâîãî âåêòîðà
(
ζ, χ

)
çàäà¹òüñÿ òàê

P{ζ > u, χ > v} = µ−1

∫
[u+v,∞)

P{ξ > y}dy, u, v > 0.

Ïðè öüîìó ðîçïîäiëè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ¹ îäíàêîâèìè

P{ζ ≤ u} = P{χ ≤ u} = µ−1

∫
[0, u]

P{ξ > y}dy, u > 0.

Íàâåäåìî ùå îäíó õàðàêòåðèçàöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî âåêòîðà
(
ζ, χ

)
.

Òâåðäæåííÿ 104. Ðîçïîäië âèïàäêîâîãî âåêòîðà
(
ζ, χ

)
çáiãà¹òüñÿ ç ðîçïîäiëîì âè-

ïàäêîâîãî âåêòîðà
(
UW, (1 − U)W

)
, äå U òà W ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè-

÷èíàìè, ïðè öüîìó ðîçïîäië U ¹ ðiâíîìiðíèì íà [0, 1], à ðîçïîäië W çàäà¹òüñÿ òàê

P{W ∈ dx} = µ−1xP{ξ ∈ dx}, x > 0. Êðiì òîãî,

ξν(t)
d→ W, t→∞.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ òàê:

P{UW > u, (1− U)W > v} = P{u/W < U < 1− v/W, W > u+ v}

= E1{W>u+v}
(
1− (u+ v)/W

)
= µ−1

∫
(u+v,∞)

(
1− x−1(u+ v)

)
xP{ξ ∈ dx}

= µ−1
(
Eξ 1{ξ>u+v}−(u+ v)E1{ξ>u+v}

)
= µ−1

(
µ− E(ξ ∧ (u+ v))

)
= µ−1

∫ ∞
u+v

P{ξ > y}dy.

Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãîãî òâåðäæåííÿ çàçíà÷èìî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.41) ¹ åêâiâàëåí-

òíèì çáiæíîñòi îäíîâèìiðíèõ ðîçïîäiëiâ

α(t− Sν(t)−1) + β(Sν(t) − t)
d→ αζ + βχ, t→∞

äëÿ äîâiëüíèõ α, β ≥ 0. Çîêðåìà, âèáèðàþ÷è α = β = 1, ìà¹ìî

ξν(t) = Sν(t) − t+ t− Sν(t)−1
d→ ζ + χ, t→∞.

Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî ζ + χ ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê UW + (1− U)W = W .
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Íàâåäåìî ùå îäèí ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òâåðäæåííÿ 101.

Ëåìà 105. ßêùî Eξ2 <∞, òà âèïàäêîâå áëóêàííÿ
(
Sn
)
¹ íåàðèôìåòè÷íèì, òî

lim
t→∞

E
(
Sν(t) − t

)
= Eχ = (2µ)−1Eξ2,

äå µ = Eξ <∞, à ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè χ áóâ âèçíà÷åíèé ó íàñëiäêó 103.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è çáiæíiñòü çà ðîçïîäiëîì Sν(t) − t
d→ χ, äëÿ äîâåäåííÿ çáiæíî-

ñòi ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü ìîæíà áóëî á ñïðîáóâàòè çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ëåáåãà ïðî

ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü. Ïðîòå ìè äîâåäåìî áàæàíèé ðåçóëüòàò áåçïîñåðåäíiìè îá÷èñëå-

ííÿìè.

Âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

E
(
Sν(t) − t

)
=

∑
k≥1

E
(
Sν(t) − t

)
1{ν(t)=k}

=
∑
k≥1

E
(
Sk−1 + ξk − t

)
1{Sk−1≤t, Sk−1+ξk>t}

=
∑
k≥1

Ef(t− Sk−1)1{Sk−1≤t},

äå f(t) :=
∫

[t,∞)
(y − t)P{ξ ∈ dy} = E(ξ − t)1{ξ>t}, t > 0. Öÿ ôóíêöiÿ íå çðîñòà¹ òà ¹

íåâiä'¹ìíîþ. Êðiì òîãî, âíàñëiäîê ðiâíîñòåé∫ ∞
0

f(y)dy =

∫ ∞
0

E(ξ − y)1{ξ>y} dy = E
∫ ξ

0

(ξ − y)dy = 2−1Eξ2 <∞,

âîíà ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì íà R+. Îòæå, áàæàíà çáiæíiñòü âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ

101.

3.9.3. Áåçïîñåðåäíÿ iíòåãðîâíiñòü çà Ðiìàíîì Ñïî÷àòêó ìè ìà¹ìî ïðèãàäàòè

ïîíÿòòÿ iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì. Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f : R+ → R+ ¹ iíòåãðîâíîþ çà

Ðiìàíîì íà ñåãìåíòi [0, a], a <∞, ÿêùî

lim
h↓0

h

[a/h]∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤t<kh
f(t)− inf

(k−1)h≤t<kh
f(t)

)
= 0.

Ïðè öüîìó iíòåãðàë Ðiìàíà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê∫ a

0

f(t)dt = lim
h↓0

h

[a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤t≤kh

f(t).

Çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ëåáåãà ôóíêöiÿ f iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà [0, a] òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè f îáìåæåíà i ìàéæå âñþäè íåïåðåðâíà íà [0, a]. Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f ¹ iíòå-

ãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà iíòåðâàëi [0,∞), ÿêùî âîíà iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà ñåãìåíòàõ

[0, a] äëÿ êîæíîãî a > 0, òà ãðàíèöÿ lim
a→∞

∫ a
0
f(t)dt ¹ ñêií÷åííîþ. Ïðè öüîìó âiäïîâiäíèé

iíòåãðàë Ðiìàíà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê∫ ∞
0

f(t)dt = lim
a→∞

∫ a

0

f(t)dt.
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Êàæóòü, ùî ôóíêöiÿ f : R+ → R+ ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà

[0,∞), ÿêùî

(à) σ(h) <∞ äëÿ êîæíîãî h > 0 òà

(á) lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0, äå

σ(h) := h
∑
n≥1

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) òà σ(h) := h
∑
n≥1

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y).

Ïîäiáíèì ÷èíîì ôóíêöiÿ f : R → R+ ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà

(−∞, 0] àáî íà R, ÿêùî
(à1)

∑
n≤0 sup

(n−1)h≤y<nh
f(y) <∞ äëÿ êîæíîãî h > 0 òà

(á1) lim
h↓0

h
∑

n≤0

(
sup

(n−1)h≤y<nh
f(y)− inf

(n−1)h≤y<nh
f(y)

)
= 0

àáî

(à2)
∑

n∈Z sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) <∞ äëÿ êîæíîãî h > 0 òà

(á2) lim
h↓0

h
∑

n∈Z
(

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y)− inf
(n−1)h≤y<nh

f(y)
)

= 0

âiäïîâiäíî.

(à) σ(h) <∞ äëÿ êîæíîãî h > 0 òà

(á) lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0,

ßêùî ôóíêöiÿ f íàáóâà¹ çíà÷åíü îáîõ çíàêiâ, òî êàæóòü, ùî âîíà ¹ áåçïîñåðåäíüî

iíòåãðîâíîþ íà íåñêií÷åííîìó iíòåðâàëi, ÿêùî òàêèìè ¹ íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨ f+(x) =

max(f(x), 0) òà f−(x) = −min(f(x), 0).

Ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü ôóíêöi¨, ùî ¹ iíòåãðîâíèìè çà Ðiìàíîì íà [0,∞), ïðîòå íå ¹

áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíèìè çà Ðiìàíîì íà [0,∞).

Ïðèêëàä 106. Óÿâèìî ñîái íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîáåäðåíèõ òðèêóòíèêiâ, ùî íå

ïåðåòèíàþòüñÿ, ñòîÿòü îñíîâàìè íà îñi àáñöèñ äîãîðè âåðøèíàìè, öåíòðè îñíîâ ðîçòà-

øîâàíi â òî÷êàõ n, äîâæèíè îñíîâ äîðiâíþþòü tn, à âèñîòè äîðiâíþþòü hn. Ïðè öüîìó

ïîñëiäîâíiñòü
(
hn
)
íå ñïàäà¹, lim

n→∞
hn =∞ òà

∑
n≥1 tnhn <∞. Íàïðèêëàä, ìîæíà âèáðà-

òè tn = n−2 òà hn = n1/2. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f òàê: f(t) = 0 äëÿ t ∈ [0, 1 − 2−1t1] òà

äëÿ t ∈ (n + 2−1tn, n + 1 − 2−1tn+1), n ∈ N, à ó âñiõ iíøèõ òî÷êàõ ¨¨ ãðàôiê ïðîõîäèòü

ïî ái÷íèõ ñòîðîíàõ òðèêóòíèêiâ. Çðîçóìiëî, ùî
∫

[0,∞)
f(y)dy = 2−1

∑
n≥1 tnhn, òîáòî

ïëîùà ôiãóðè, ðîçòàøîâàíî¨ ìiæ ãðàôiêîì f òà âiññþ àáñöèñ, äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù âñiõ

òðèêóòíèêiâ. Òàêèì ÷èíîì, f ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà [0,∞). Ç iíøîãî áîêó,

σ(1) =
∑
n≥1

sup
n−1≤y<n

f(y) =
∑
n≥1

hn =∞,

òîáòî f íå ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì.

Íàäàëi ìè äåêiëüêà ðàçiâ ñêîðèñòà¹ìîñü òåõíi÷íèì ðåçóëüòàòîì, ùî íàâîäèòüñÿ áåç

äîâåäåííÿ.
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Ëåìà 107. Äëÿ h > 0 òà ôiêñîâàíîãî b > 0 ôóíêöi¨ σ(h) òà

h→ h
∑

k≥[b/h]+1

sup
(k−1)h≤t<kh

f(t)

íå ñïàäàþòü.

Çàðàç áóäå ïåðåâiðåíî, ùî êîæíà áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì ôóíêöiÿ ¹

òàêîæ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì. Âðàõîâóþ÷è öå òà ïðèêëàä 106, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

êëàñ iíòåãðîâíèõ çà Ðiìàíîì ôóíêöié ¹ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ êëàñó áåçïîñåðåäíüî

iíòåãðîâíèõ çà Ðiìàíîì ôóíêöié.

Ëåìà 108. ßêùî ôóíêöiÿ f : R+ → R+ ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà

R+, òî f ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+, òà

lim
h↓0

σ(h) =

∫ ∞
0

f(y)dy,

äå îñòàííié iíòåãðàë ¹ iíòåãðàëîì Ðiìàíà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+, òî äëÿ äîâiëü-

íîãî a > 0

0 = lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= lim

h↓0

∑
k≥1

(
sup

(k−1)h≤y<kh
f(y)− inf

(k−1)h≤y<kh
f(y)

)
≥ lim

h↓0

[a/h]∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤y<kh
f(y)− inf

(k−1)h≤y<kh
f(y)

)
.

Îòæå, f ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà [0, a] äëÿ äîâiëüíîãî a > 0.

Äëÿ çàäàíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ a = a(ε) ∈ N òàêå, ùî∑
k≥a+1

sup
k−1≤y<k

f(y) ≤ ε.

Îòæå, äëÿ h ∈ (0, 1)

σ(h)− h
[a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y) = h
∑

k≥[a/h]+1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y)

≤
∑
k≥a+1

sup
k−1≤y<k

f(y) ≤ ε, (3.42)

äå ïåðåäîñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ëåìè 107.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ σ(h) ¹ íåâiä'¹ìíîþ òà íå ñïàäà¹, òî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
h↓0

σ(h) =: σ0.

Îòæå, çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ h0 > 0 òàêå, ùî äëÿ h ∈ (0, h0]

|σ(h)− σ0| ≤ ε. (3.43)

Âíàñëiäîê âæå âñòàíîâëåíî¨ iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì íà [0, a] çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ h1 >

0 òàêå, ùî äëÿ h ∈ (0, h1]∣∣∣∣h [a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y)−
∫ a

0

h(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ε. (3.44)
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Îá'¹äíóþ÷è (3.42), (4.11) òà (3.44), îòðèìó¹ìî äëÿ h ∈
(
0,min(1, h0, h1)

)
∣∣∣∣σ0 −

∫ a

0

h(y)dy

∣∣∣∣ ≤ |σ0 − σ(h)|+
∣∣∣∣σ(h)− h

[a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣h [a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y)−
∫ a

0

h(y)dy

∣∣∣∣ ≤ 3ε.

Öå îçíà÷à¹, ùî

lim
a→∞

∫ a

0

f(y)dy = σ0.

Îòæå, ôóíêöiÿ f ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+, òà σ0 =
∫∞

0
f(y)dy.

3.9.4. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò íàçèâà¹òüñÿ êëþ÷îâîþ òåîðå-

ìîþ âiäíîâëåííÿ ó íåãðàò÷àñòîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 109. ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ íåàðèôìåòè÷íèì, à ôóíêöiÿ f : R+ → R+

¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+, òî

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = µ−1

∫ ∞
0

f(y)dy,

äå µ = Eξ ∈ (0,∞].

Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ íà òðè êðîêè, âiä êðîêó äî êðîêó óñêëàäíþþ÷è ñòðó-

êòóðó ôóíêöi¨ f .

Êðîê 1. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî

f(x) = 1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0

äëÿ ôiêñîâàíèõ n ∈ N òà h > 0. Òîäi f(x−y) = 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè y ∈ (x−nh, x−
(n− 1)h]. Îòæå, ∫

[0, x]

f(x− y)dU(y) = U(x− (n− 1)h)− U(x− nh).

Çà òåîðåìîþ 93 ïðè x→∞ îñòàííÿ ðiçíèöÿ ïðÿìó¹ äî µ−1h. Òàêèì ÷èíîì,

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = µ−1h = µ−1

∫ ∞
0

f(y)dy.

Êðîê 2. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî

f(x) =
∑
n≥1

cn1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0,

äå
(
cn
)
n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

∑
n≥1 cn < ∞. Ìiðêóâàííÿ,

ïîäiáíi òèì, ùî áóëè âèêîðèñòàíi íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi, äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè,

ùî ∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) =
∑
n≥1

cn
(
U(x− (n− 1)h)− U(x− nh)

)
.
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Çà òåîðåìîþ 93

lim
x→∞

(
U(x− (n− 1)h)− U(x− nh)

)
= µ−1h

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Êðiì òîãî, çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (3.8)(
U(x− (n− 1)h)− U(x− nh)

)
≤ U(h)

äëÿ âñiõ x ∈ R i âñiõ n ∈ N. Îòæå, çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = µ−1h
∑
n≥1

cn = µ−1

∫ ∞
0

f(y)dy.

Ïðè öüîìó îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ êóñêîâî-ïîñòiéíîþ i, îòæå,

ïëîùà ôiãóðè ìiæ ¨¨ ãðàôiêîì òà âiññþ àáñöèñ äîðiâíþ¹ ñóìi ïëîù ïðÿìîêóòíèêiâ çi

ñòîðîíàìè h òà cn.

Êðîê 3. Íåõàé òåïåð f ¹ äîâiëüíîþ íåâiä'¹ìíîþ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì

ôóíêöi¹þ. Äëÿ êîæíîãî h > 0 ïîêëàäåìî

fh(x) :=
∑
n≥1

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y)1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0

òà

f
h
(x) :=

∑
n≥1

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y)1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0.

Çà îçíà÷åííÿì áåçïîñåðåäíüî¨ iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì∑
n≥1

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) <∞ òà
∑
n≥1

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y) <∞

äëÿ êîæíîãî h > 0. Òîìó ôóíêöi¨ fh òà fh ìàþòü òàêó æ ñòðóêòóðó, ÿê ôóíêöi¨, ùî

ôiãóðóâàëè ó êðîöi 2. Îòæå, çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì êðîêó 2

lim
x→∞

∫
[0, x]

fh(x− y)dU(y) = µ−1
∑
n≥1

h sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) = µ−1σ(h)

òà

lim
x→∞

∫
[0, x]

f
h
(x− y)dU(y) = µ−1

∑
n≥1

h inf
(n−1)h≤y<nh

f(y) = µ−1σ(h)

äëÿ âñiõ h > 0. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî h > 0

f
h
(x) ≤ f(x) ≤ fh(x), x ≥ 0,

òî

µ−1σ(h) = lim
x→∞

∫
[0, x]

f
h
(x− y)dU(y) ≤ lim

x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y)

≤ lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) ≤ lim
x→∞

∫
[0, x]

fh(x− y)dU(y)

= µ−1σ(h).

Îñêiëüêè lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0 çà îçíà÷åííÿì áåçïîñåðåäíüî¨ iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì

òà lim
h↓0

σ(h) =
∫∞

0
f(y)dy çãiäíî ç ëåìîþ 4.10, òî ñïðÿìîâóþ÷è ó îñòàííüîìó ëàíöþæêó

íåðiâíîñòåé h ↓ 0, îòðèìó¹ìî áàæàíå.
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Ïîêàæåìî, òåîðåìà 109 ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ, ÿêùî ôóíêöiÿ f íå ¹ áåçïîñåðåäíüî

iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì.

Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàáóâà¹ äâà çíà÷åííÿ α òà 1 − α äëÿ äåÿêîãî iððà-

öiîíàëüíîãî α ∈ (0, 1). Òîäi ðîçïîäië ξ ¹ íåãðàò÷àñòèì, à ôóíêöiÿ âiäíîâëåííÿ U ¹

êóñêîâî-ïîñòiéíîþ iç ñòðèáêàìè ó òî÷êàõ âèãëÿäó k1α+k2(1−α), k1, k2 ∈ N0, k1 +k2 > 0.

Êîíñòðóêöiÿ ôóíêöi¨ f ¹ ïîäiáíîþ äî òi¹¨, ùî âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ó ïðèêëàäi 106. Óÿâè-

ìî ñîái íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîáåäðåíèõ òðèêóòíèêiâ, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ,

ñòîÿòü îñíîâàìè íà îñi àáñöèñ äîãîðè âåðøèíàìè, öåíòðè îñíîâ ðîçòàøîâàíi â òî÷êàõ

k1α+k2(1−α), äîâæèíè îñíîâ äîðiâíþþòü tn, à âèñîòè äîðiâíþþòü 1. Ïðè öüîìó ïîñëi-

äîâíiñòü
(
tn
)
¹ òàêîþ, ùî

∑
n≥1 tn < ∞. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f òàê: f(t) = 0 äëÿ t, ùî

ëåæàòü ïîçà îñíîâàìè òðèêóòíèêiâ, à ó âñiõ iíøèõ òî÷êàõ ¨¨ ãðàôiê ïðîõîäèòü ïî ái÷íèõ

ñòîðîíàõ òðèêóòíèêiâ. Òàêà ôóíêöiÿ ¹ iíòåãðîâíîþ, àëå íå áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ

çà Ðiìàíîì íà [0,∞). Ïðè öüîìó äëÿ n ∈ N∫
[0, n]

f(n− y)dU(y)

=
∑

k1α+k2(1−α)≤n

f(n− (k1α + k2(1− α)))
∑
i≥0

P{Si = k1α + k2(1− α)}

=
∑

k1α+k2(1−α)<n

∑
i≥0

P{Si = k1α + k2(1− α)} > U(n− 1).

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî f(0) = 0, à âíàñëiäîê ðiâíîñòi n− (k1α + k2(1−
α)) = (n− k1)α+ (n− k2)(1−α) äîäàòíi òî÷êè n− (k1α+ k2(1−α)) ¹ òî÷êàìè ñòðèáêiâ

U . Òîìó f(n− (k1α + k2(1− α))) = 1 çà óìîâè k1α + k2(1− α) < n.

Îñêiëüêè Eξ < ∞, òî çà òåîðåìîþ 81 lim
n→∞

U(n − 1) = ∞. Îòæå, lim
n→∞

∫
[0, n]

f(n −
y)dU(y) =∞. ßêùî á òåîðåìà 109 âèêîíóâàëàñÿ á, òî ãðàíèöÿ áóëà á ñêií÷åííîþ.

3.9.5. ßê ïåðåâiðèòè áåçïîñåðåäíþ iíòåãðîâíiñòü çà Ðiìàíîì? Ç ëåìè 4.10

òà êðèòåðiþ Ëåáåãà âèïëèâà¹, ùî ëîêàëüíà îáìåæåíiñòü (òîáòî îáìåæåíiñòü íà êîæíîìó

ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi) òà íåïåðåðâíiñòü f ìàéæå âñþäè íà R+ ¹ íåîáõiäíèìè äëÿ òîãî,

ùîá f áóëà áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+. Íàñïðàâäi, ÿê âèïëèâà¹ ç

íåðiâíîñòåé

sup
x≥0

f(x) ≤ sup
n≥1

sup
n−1≤y<n

f(y) ≤ σ(1) <∞,

íå òiëüêè ëîêàëüíà, à i çâè÷àéíà îáìåæåíiñòü f íà R+ ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ áåçïîñåðåäíüî¨

iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì. Ó ïðèêëàäi 106 íàâåäåíî ïðèêëàä iíòåãðîâíî¨ çà Ðiìàíîì

ôóíêöi¨, ùî íå ¹ îáìåæåíîþ íà R+. Òàêèì ÷èíîì, îáìåæåíiñòü f ¹ âëàñòèâiñòþ, ùî íå ¹

íåîáõiäíîþ äëÿ iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì íà R+, ïðîòå ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ áåçïîñåðåäíüî¨

iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì íà R+.

Êîæíà ç íàâåäåíèõ íèæ÷å ãðóï óìîâ ¹ äîñòàòíîþ äëÿ áåçïîñåðåäíüî¨ iíòåãðîâíîñòi

çà Ðiìàíîì ôóíêöi¨ f : R+ → R+ íà R+:

• f ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì íà R+ òà íå çðîñòà¹ (òâåðäæåííÿ 110);
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• f ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì íà R+, òà àáî ôóíêöiÿ e−atf(t) íå çðîñòà¹, àáî ôóíêöiÿ

eatf(t) íå ñïàäà¹ (íàñëiäîê 114);

• f ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+ òà ìàæîðó¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà

Ðiìàíîì ôóíêöi¹þ (íàñëiäîê 112);

• f ¹ çãîðòêîþ ôóíêöi¨, ùî ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+, òà ôóí-

êöi¨ ðîçïîäiëó íåâiä'¹ìíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè (òâåðäæåííÿ 116).

Çàëèøîê öüîãî ïiäðîçäiëó ïðèñâÿ÷åíèé ïåðåâiðöi öèõ òâåðäæåíü. Íàñïðàâäi, äîñòàòíèõ

óìîâ òàêîãî òèïó áóäå íàâåäåíî áiëüøå. Ïðîòå ïåðåëiê, íàâåäåíèé âèùå, óòâîðèëè ëèøå

òi ç íèõ, ùî ìîæóòü áóòè ëåãêî ïåðåâiðåíi íà ïðàêòèöi.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié f , ùî íå çðîñòàþòü, ïîíÿòòÿ iíòåãðîâíîñòi çà

Ëåáåãîì òà áåçïîñåðåäíüî¨ iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Çâiäñè, çîêðåìà,

âèïëèâà¹, ùî òâåðäæåííÿ 101 ¹ îêðåìèì âèïàäêîì òåîðåìè 109.

Òâåðäæåííÿ 110. ßêùî ôóíêöiÿ f : R+ → R+ íå çðîñòà¹, òî âîíà ¹ áåçïîñåðåäíüî

iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì

íà R+.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 4.10 i òå, ùî êîæíà ôóíêöiÿ, ùî ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì

¹ òàêîæ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì, äàíèé ðåçóëüòàò äîñòàòíüî äîâåñòè â îäèí áiê. Îòæå,

ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f íå çðîñòà¹ òà ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì íà R+. Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî h > 0

∞ >

∫
(0,∞)

f(y)dy =
∑
k≥1

∫
((k−1)h, kh)

f(y)dy ≥ h
∑
k≥1

f(kh)

≥ h
∑
k≥2

inf
(k−1)h≤y<kh

f(y),

ïðè öüîìó ïåðøà íåðiâíiñòü çàáåçïå÷ó¹òüñÿ iíòåãðîâíiñòþ, à äðóãà � ìîíîòîííiñòþ. Îò-

æå, σ(h) <∞. Äàëi äëÿ êîæíîãî m ∈ N

h
m∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤y<kh
f(y)− inf

(k−1)h≤y<kh
f(y)

)
≤ h

m∑
k=1

(
f((k − 1)h)− f(kh)

)
= h

(
f(0)− f(mh)

)
.

Ïðè m→∞ îñòàííié âèðàç ïðÿìó¹ äî hf(0). Òîìó

σ(h)− σ(h) ≤ hf(0).

Ìè âæå çíà¹ìî, ùî σ(h) <∞ äëÿ êîæíîãî h > 0. Òîìó ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹,

ùî, ïî-ïåðøå, σ(h) <∞ äëÿ êîæíîãî h > 0; ïî-äðóãå,

lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0.

Îòæå, f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì.
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Òâåðäæåííÿ 111. ßêùî ôóíêöiÿ f : R+ → R+ ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà [0, a] äëÿ

êîæíîãî a > 0 òà σ(1) < ∞, òî f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

Óìîâó σ(1) <∞ ìîæíà çàìiíèòè òàêîþ σ(h0) <∞ äëÿ äåÿêîãî h0 > 0.

Äîâåäåííÿ. Äî êiíöÿ äîâåäåííÿ ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âñi h, ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ ó ôîðìóëàõ,

íàëåæàòü ïðîìiæêó (0, 1). Çãiäíî ç ëåìîþ 107

σ(h) ≤ σ(h) ≤ σ(1) <∞.

Öå ãàðàíòó¹ ñêií÷åííiñòü âèðàçiâ, ùî ìè áóäåìî ïèñàòè íèæ÷å.

Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ n0 ∈ N òàêå, ùî∑
k≥n0+1

sup
k−1≤t<k

f(t) ≤ ε. (3.45)

Ñêîðèñòà¹ìîñü ïðåäñòàâëåííÿì

σ(h)− σ(h) = h

[n0/h]∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤t<kh
f(t)− inf

(k−1)h≤t<kh
f(t)

)
+ h

∑
k≥[n0/h]+1

(
sup

(k−1)h≤t<kh
f(t)− inf

(k−1)h≤t<kh
f(t)

)
.

Âíàñëiäîê iíòåãðîâíîñòi f çà Ðiìàíîì íà ñåãìåíòi [0, n0]

lim
h↓0

h

[n0/h]∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤t<kh
f(t)− inf

(k−1)h≤t<kh
f(t)

)
= 0.

Äàëi

h
∑

k≥[n0/h]+1

(
sup

(k−1)h≤t<kh
f(t)− inf

(k−1)h≤t<kh
f(t)

)
≤ h

∑
k≥[n0/h]+1

sup
(k−1)h≤t<kh

f(t)

≤
∑

k≥n0+1

sup
k−1≤t<k

f(t)
(3.45)

≤ ε,

äå ïåðåäîñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç ëåìè 107. Òàêèì ÷èíîì, lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0 i,

îòæå, f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

ßêùî çàìiñòü óìîâè σ(1) < ∞ ïðèïóñêà¹òüñÿ âèêîíàíîþ óìîâà σ(h0) < ∞ äëÿ

äåÿêîãî h0 > 0, òî çàïðîïîíîâàíå âèùå äîâåäåííÿ ïîòðåáó¹ òiëüêè ìiíiìàëüíî¨ ìîäèôi-

êàöi¨.

Íàñëiäîê 112. ßêùî äëÿ ôóíêöi¨ f : R+ → R+, ùî ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà ñåãìåí-

òàõ [0, a] äëÿ êîæíîãî a > 0, çíàéäåòüñÿ ôóíêöiÿ g, ùî ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ

çà Ðiìàíîì íà R+ i òàêîþ, ùî f(t) ≤ g(t) äëÿ âñiõ t ≥ 0, òî f òàêîæ ¹ áåçïîñåðåäíüî

iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè g ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+, òî çà îçíà÷åííÿì∑
k≥1

sup
k−1≤t<k

g(t) <∞.
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Òîìó

σ(1) =
∑
k≥1

sup
k−1≤t<k

f(t) ≤
∑
k≥1

sup
k−1≤t<k

g(t) <∞.

Çà òâåðäæåííÿì 111 ôóíêöiÿ f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

Òâåðäæåííÿ 113. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f : R → R+ ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì

íà R òà àáî

f(t+ ε) ≤ θ(ε)f(t) äëÿ âñiõ ε > 0 òà t ∈ R, (3.46)

àáî

f(t+ ε) ≥ θ(ε)f(t) äëÿ âñiõ ε > 0 òà t ∈ R, (3.47)

äå lim
ε↓0

θ(ε) = 1. Òîäi f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R. Òâåðäæåííÿ

çàëèøèòüñÿ ñïðàâåäëèâèì, ÿêùî R áóäå ñêðiçü çàìiíåíî íà R+ àáî ñêðiçü çàìiíåíî íà

R−.

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî òâåðäæåííÿ çà óìîâè (3.46) (âèïàäîê, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

(3.47), äîñëiäæó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî).

Îñêiëüêè θ(ε) ìîæíà çàìiíèòè íà sup
δ∈[0,ε]

θ(δ), òî ìîæåìî ââàæàòè, ùî θ íå ñïàäà¹. Äëÿ

ôiêñîâàíîãî ε > 0 òà äåÿêèõ δ1, δ2 ∈ [0, ε]

ε inf
t∈[(k−1)ε, kε)

f(t) = εf(kε− δ1) ≥ ε

θ(δ1)
f(kε) ≥ ε

θ(ε)
f(kε);

1

θ(ε)

∫ (k+1)ε

kε

f(t)dt ≤ ε

θ(δ2)
f(kε+ δ2) ≤ εf(kε).

Òàêèì ÷èíîì,

ε
∑
k∈Z

inf
t∈[(k−1)ε, kε)

f(t) ≥ 1

θ2(ε)

∑
k∈Z

∫ (k+1)ε

kε

f(t)dt =
1

θ2(ε)

∫
R
f(t)dt.

Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ε
∑
k∈Z

sup
t∈[(k−1)ε,kε)

f(t) ≤ θ2(ε)

∫
R
f(t)dt.

Îòæå, ôóíêöiÿ f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì.

Íàñëiäîê 114. ßêùî ôóíêöiÿ f : R→ R+ ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì íà R òà äëÿ äåÿêîãî

a ≥ 0 ôóíêöiÿ e−atf(t) íå çðîñòà¹ íà R àáî ôóíêöiÿ eatf(t) íå ñïàäà¹ íà R, òî f ¹

áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R. Òâåðäæåííÿ çàëèøèòüñÿ ñïðàâåäëèâèì,

ÿêùî R áóäå ñêðiçü çàìiíåíî íà R+ àáî ñêðiçü çàìiíåíî íà R−.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ e−atf(t) íå çðîñòà¹. Òîäi äëÿ âñiõ ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

e−a(t+ε)f(t+ ε) ≤ e−atf(t), t ∈ R.

Åêâiâàëåíòíî

f(t+ ε) ≤ eaεf(t), t ∈ R.
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Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü (3.46) âèêîíó¹òüñÿ ç θ(ε) = eaε, i áàæàíèé âèñíîâîê âèïëèâà¹

ç òâåðäæåííÿ 113. Âèïàäîê, êîëè ôóíêöiÿ eatf(t) íå ñïàäà¹, ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

Ïðèêëàä 115. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 114 ôóíêöiÿ f(t) = exp(t − et) ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòå-

ãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R.

Òâåðäæåííÿ 116. Íåõàé ôóíêöiÿ g : R+ → R+ ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà

Ðiìàíîì íà R+, à η ¹ íåâiä'¹ìíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Òîäi ôóíêöiÿ f(x) :=

Eg(x− η)1{η≤x} ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 4.10 ôóíêöiÿ g ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+. Âíàñëiäîê ðiâ-

íîñòåé ∫ ∞
0

f(x)dx =

∫ ∞
0

Eg(x− η)1{η≤x}dx = E
∫ ∞
η

g(x− η)dx =

∫ ∞
0

g(x)dx

ôóíêöiÿ f òàêîæ ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

ßê i ó äîâåäåííi òåîðåìè 109, ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ íà òðè êðîêè.

Êðîê 1. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî

g(x) = 1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0

äëÿ ôiêñîâàíèõ n ∈ N òà h > 0. Òîäi g(x−y) = 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè y ∈ (x−nh, x−
(n− 1)h]. Îòæå,

f(x) = Eg(x− η)1{η≤x} = P{x− nh < η ≤ x− (n− 1)h} = H(x− (n− 1)h)−H(x− nh),

äå H(y) := P{η ≤ y} ¹ (íåïåðåðâíîþ ñïðàâà) ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó η. Âèêîíóþòüñÿ íå-

ðiâíîñòi

sup
(n−1)h≤x<nh

f(x) ≤ H(h), sup
nh≤x<(n+1)h

f(x) ≤ H(h) ≤ H(2h)

òà

sup
(n+i)h≤x<(n+i+1)h

f(x) ≤ H((i+ 2)h)−H(ih)

äëÿ i ∈ N. Îòæå,

σ(h) = h
∑
k≥1

sup
(k−1)h≤x<kh

f(x) = h
∑
k≥n

sup
(k−1)h≤x<kh

f(x) ≤ 2h.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 111 ôóíêöiÿ f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

Êðîê 2. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî

g(x) =
∑
n≥1

cn1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0,

äå
(
cn
)
n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî

∑
n≥1 cn <∞. Òîäi

f(x) =
∑
n≥1

cn
(
H(x− (n− 1)h)−H(x− nh)

)
.
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Ñêîðèñòàâøèñÿ îá÷èñëåííÿìè êðîêó 2 òà çàçíà÷èâøè, ùî ñóïðåìóì ¹ ñóáàäèòèâíèì,

òîáòî

sup(`1(x) + `2(x)) ≤ sup `1(x) + sup `2(x),

ðîáèìî âèñíîâîê

σ(h) ≤ 2h
∑
n≥1

cn <∞.

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 111 ôóíêöiÿ f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

Êðîê 3. Íåõàé òåïåð g ¹ äîâiëüíîþ íåâiä'¹ìíîþ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì

íà R+ ôóíêöi¹þ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî h > 0 ïîêëàäåìî

gh(x) :=
∑
k≥1

sup
(k−1)h≤y<kh

g(y)1[(k−1)h, kh)(x), x ≥ 0.

Çà îçíà÷åííÿì áåçïîñåðåäíüî¨ iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì∑
k≥1

sup
(k−1)h≤x<kh

g(x) <∞.

Òîìó ôóíêöiÿ gh ìà¹ òàêó æ ñòðóêòóðó, ÿê ôóíêöi¨, ùî ôiãóðóâàëè ó êðîöi 2. Îòæå,

çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì êðîêó 2 ôóíêöiÿ x→ Egh(x−η)1{η≤x} ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ

çà Ðiìàíîì. Îñêiëüêè g(x) ≤ gh(x) äëÿ âñiõ x ≥ 0, òî

f(x) = Eg(x− η)1{η≤x} ≤ Egh(x− η)1{η≤x}, x ≥ 0.

Çà íàñëiäêîì 112 ôóíêöiÿ f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+.

3.10. Âåðñiÿ òåîðåìè äëÿ íåiíòåãðîâíèõ çà Ðiìàíîì ôóíêöié

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ç'ÿñó¹ìî, ÿê àñèìïòîòè÷íî ïîâîäÿòü ñåáå iíòåãðàëè
∫

[0, x]
f(x −

y)dU(y) ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ f íå ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R. Íàäàëi çàïèñ
h1(x) ∼ h2(x), x→∞ îçíà÷à¹, ùî lim

x→∞
h1(x)/h2(x) = 1.

Òåîðåìà 117. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R+ → R+ íå çðîñòà¹. ßêùî µ = Eξ < ∞ òà

lim
x→∞

∫ x
0
f(y)dy =∞, òî∫

[0, x]

f(x− y)dU(y) ∼ µ−1

∫ x

0

f(y)dy, x→∞.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî f íàáóâà¹ íåâiä'¹ìíèõ äiéñíèõ çíà-

÷åíü, íåÿâíî ìiñòèòü ó ñîái ïðèïóùåííÿ f(0) <∞.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ
(
Sn
)
¹ íåàðèôìåòè÷íèì, àáî 1-

àðèôìåòè÷íèì. Çà òåîðåìîþ 93 ó ïåðøîìó âèïàäêó òà òåîðåìîþ 87 ó äðóãîìó äëÿ

äîâiëüíîãî ε ∈ (0, µ−1) çíàéäåòüñÿ çíà÷åííÿ x0 > 0 òàêå, ùî

µ−1 − ε ≤ U(x+ 1)− U(x) ≤ µ−1 + ε
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äëÿ âñiõ x ≥ x0. Äëÿ òàêèõ x ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ∆x := x − x0 − [x − x0]. Êðiì òîãî,

äîâèçíà÷èìî ôóíêöiþ f íà âñþ âiñü, ïîêëàâøè f(x) := f(0) äëÿ x < 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìîíîòîííiñòü f , îòðèìó¹ìî∫
[0, x0]

f(x− y)dU(y) ≤ f(x− x0)U(x0) ≤ f(0)U(x0) (3.48)

òà ∫
(x0, x]

f(x− y)dU(y) ≤
[x−x0]∑
n=0

∫
(x0+n, x0+n+1]

f(x− y)dU(y)

≤
[x−x0]∑
n=0

f(x− x0 − n− 1)
(
U(x0 + n+ 1)− U(x0 + n)

)
≤ (µ−1 + ε)

[x−x0]∑
n=0

f(x− x0 − n− 1)

= (µ−1 + ε)

[x−x0]∑
n=0

f(∆x + n− 1)

≤ (µ−1 + ε)

[x−x0]∑
n=0

f(n− 1)

= (µ−1 + ε)

(
2f(0) +

[x−x0]−1∑
n=1

f(n)

)
≤ (µ−1 + ε)

(
2f(0) +

∫ x

0

f(y)dy

)
.

Âðàõîâóþ÷è (3.48), ìà¹ìî

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y)∫ x
0
f(y)dy

≤ µ−1 + ε.

Îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi âiä ε íå çàëåæèòü, òî

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y)∫ x
0
f(y)dy

≤ µ−1.

Ïðîòèëåæíà íåðiâíiñòü äëÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi îòðèìó¹òüñÿ ïîäiáíèì ÷èíîì.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ
(
Sn
)
¹ d-àðèôìåòè÷íèì, d > 0. Òîäi

âèïàäêîâå áëóêàííÿ
(
d−1Sn

)
¹ 1-àðèôìåòè÷íèì. Ïîêëàâøè fd(t) := f(dt), îòðèìó¹ìî

ïðè x→∞ çãiäíî ç âæå äîâåäåíèì ôðàãìåíòîì òåîðåìè∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) =

∫
[0, d−1x]

fd(d
−1x− y)d

∑
n≥0

P{d−1Sn ≤ y}

∼ dµ−1

∫
[0, d−1x]

fd(y)dy = µ−1

∫
[0, x]

f(y)dy.
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3.11. Çàäà÷i

Çàäà÷à 118. Íåõàé η ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ãåîìåòðè÷íèì ðîçïîäiëîì P{η = j} =

2−j, j ∈ N0, à ϕ(s) ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 2−η. Ïîêàçàòè, ùî

lim
n→∞

2nϕ(2n) = const, òà çíàéòè ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íî¨ êîíñòàíòè. ×è iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
x→∞

xϕ(x)?

Çàäà÷à 119. Äîâåñòè òâåðäæåííÿ.

(a) ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ íåàðèôìåòè÷íèì, à ôóíêöiÿ f : R→ R+ ¹ áåçïîñåðåäíüî

iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà (−∞, 0], òî

lim
x→∞

∫
[x,∞)

f(x− y)dU(y) = µ−1

∫
(−∞, 0]

f(y)dy,

äå µ = Eξ ∈ (0,∞].

(á) ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ íåàðèôìåòè÷íèì, à ôóíêöiÿ f : R→ R+ ¹ áåçïîñåðåäíüî

iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R, òî

lim
x→∞

∫
[0,∞)

f(x− y)dU(y) = µ−1

∫
R
f(y)dy,

äå µ = Eξ ∈ (0,∞].

(â) ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ àðèôìåòè÷íèì, Eξ = ∞, à ôóíêöiÿ f : R+ → R+ ¹

áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+, òî

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = 0.

ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà (−∞, 0] àáî íà R, òî

lim
x→∞

∫
[x,∞)

f(x− y)dU(y) = 0

àáî

lim
x→∞

∫
[0,∞)

f(x− y)dU(y) = 0

âiäïîâiäíî.

(ã) ßêùî âèïàäêîâå áëóêàííÿ ¹ àðèôìåòè÷íèì, Eξ < ∞, à ôóíêöiÿ f : R+ → R+ ¹

áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R+, òî

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) <∞.

ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà (−∞, 0] àáî íà R, òî

lim
x→∞

∫
[x,∞)

f(x− y)dU(y) <∞

àáî

lim
x→∞

∫
[0,∞)

f(x− y)dU(y) = 0

âiäïîâiäíî.
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Çàäà÷à 120. Íåõàé θ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ùî íàáóâà¹ çíà÷åíü ó ïðîìiæêó [0, 1], i

P{θ = 0} < 1. Äîâåñòè, ùî ôóíêöi¨

f1(t) := E exp(−etθ)− E exp(−2etθ), f2(t) := etEθ exp(−etθ)

òà

f3(t) := exp(−et)
(
E exp(−etθ)− exp(−et)

)
¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíèìè çà Ðiìàíîì íà R;

f4(t) := E
(
1− exp(−etθ)

)
1{θ≤e−t}, f5(t) := E exp

(
− etθ

)
1{θ>e−t}

� íà [0,∞), òà

f6(t) := E exp(−etθ)− exp(−et), f7(t) := E
(
1− exp

(
− etθ

))
� íà (−∞, 0].

Çàäà÷à 121. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R → R+ ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R. Äîâåñòè, ùî
ôóíêöiÿ g(t) :=

∫
(−∞, t] e

−(t−y)f(y)dy ¹ áåçïîñåðåäíüî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìàíîì íà R.

Çàäà÷à 122. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R+ → R+ íå çðîñòà¹ òà f(0) < ∞. Ïðèïóñòèìî, ùî

µ = Eξ < ∞ òà lim
x→∞

∫ x
0
f(y)dy = ∞. Äîâåñòè, ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ 0 ≤ a < b ≤ 1

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ∫
[ax, bx]

f(x− y)dU(y) ∼ µ−1

∫
[(1−b)x, (1−a)x]

f(y)dy, x→∞.

Çàäà÷à 123. Ïðèïóñòèìî, ùî P{ξ = 0} = 0, òà âèïàäêîâå áëóêàííÿ (Sn) ¹

d-àðèôìåòè÷íèì. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ åêñïîíåíöiéíî¨ ôóíêöi¨ âiäíîâëåííÿ V (t) =∑
n≥0 e

anP{Sn ≤ t}, äå a > 0 ¹ ôiêñîâàíèì ÷èñëîì, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
n→∞

e−γdnV (dn) =
e−ad

(1− e−γd)Eξe−γξ
,

äå γ ¹ ¹äèíèì äîäàòíèì ÷èñëîì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ Ee−γξ = e−a.

Ïiäêàçêà: Ñêîðèñòàòèñÿ åêñïîíåíöiéíîþ çàìiíîþ ìiðè P→ Pγ, äå

Pγ{ξ ≤ x} =
(
Ee−γξ

)−1Ee−γξ1{ξ≤x},

à òàêîæ òåîðåìîþ 99.
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Ðîçäië 4

Ìàðòèíãàëè ç äèñêðåòíèì ÷àñîì

4.1. Ìiðè òà çàðÿäè

Íåõàé (Ω,F) � âèìiðíèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 124. Çàðÿäîì µ íà σ-àëãåáði F íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ µ : F 7→ (−∞,∞]

òàêå, ùî (1) µ(�) = 0; (2) µ(∪iAi) =
∑

i µ(Ai) äëÿ êîæíîãî çëi÷åííîãî íàáîðó ìíî-

æèí Ai ∈ F , ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðè öüîìó îñòàííÿ ðiâíiñòü ðîçóìi¹òüñÿ òàê: ÿêùî

µ(∪iAi) < ∞, òî ðÿä
∑

i µ(Ai) àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ, i ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî æ

µ(∪iAi) =∞, òî
∑

i(µ(Ai))
− <∞ òà

∑
i(µ(Ai))

+ =∞.

Çàðÿä íå ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ −∞. Ó ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó â F iñíóâàëè á

ìíîæèíè, çàðÿä ÿêèõ íåâèçíà÷åíèé. Íàïðèêëàä, ÿêùî A,B ∈ F , µ(A) = +∞ òà µ(B) =

−∞, òî A ∪B ∈ F i

µ(A ∪B) = µ(A ∪ (Ac ∩B)) = µ(A) + µ(Ac ∩B) = +∞−∞.

Îçíà÷åííÿ 125. Çàðÿä µ íàçèâà¹òüñÿ ìiðîþ, ÿêùî µ(A) ≥ 0 äëÿ âñiõ A ∈ F . Çàðÿä µ
íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì, ÿêùî sup

A∈F
|µ(A)| <∞. Ìiðà µ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó µ(Ω) = 1,

íàçèâà¹òüñÿ éìîâiðíiñíîþ.

Òåîðåìà 126. Äëÿ çàðÿäó µ, âèçíà÷åíîãî íà (Ω,F), ðiâíîñòi

µ+(A) := sup
B⊂A

µ(B), µ−(A) := sup
B⊂A

(−µ(B)), A ∈ F

âèçíà÷àþòü ìiðè µ+ òà µ− íà (Ω,F). Ïðè öüîìó, ìiðà µ− ¹ îáìåæåíîþ, òà ìà¹ ìiñöå

ðîçêëàä Æîðäàíà

µ = µ+ − µ−. (4.1)

Iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà ìíîæèíà D ∈ F , äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ iìïëiêàöi¨

A ⊂ D ⇒ µ(A) ≥ 0, A ⊂ Dc := Ω\D ⇒ µ(A) ≤ 0.

Çîêðåìà,

µ+(A) = µ(A ∩D), µ−(A) = −µ(A ∩Dc), A ∈ F .

Îñòàíí¹ ïðåäñòàâëåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì Æîðäàíà-Õàíà.
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Äîâåäåííÿ. Äèâ. [2, ñ. 152].

Çàçíà÷èìî, ùî ìiðè µ+ òà µ− ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÿê "íàéìåíøi" ìiðè, ùî

ìàæîðóþòü µ òà −µ âiäïîâiäíî.

Íàñëiäîê 127. Óìîâà µ(Ω) < ∞ ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá çàðÿä µ,

âèçíà÷åíèé íà (Ω,F), áóâ îáìåæåíèì.

Äîâåäåííÿ. Ç ðîçêëàäó Æîðäàíà-Õàíà (4.1) âèïëèâà¹, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

−∞ < −µ−(Ω) ≤ −µ−(A) ≤ µ(A) ≤ µ+(A) ≤ µ+(Ω) ≤ +∞, A ∈ F .

Òîìó çàðÿä µ ¹ îáìåæåíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè µ+(Ω) < ∞. Îñòàíí¹ åêâiâàëåí-

òíå óìîâi µ(Ω) < ∞ âíàñëiäîê ðiâíîñòi µ(Ω) = µ+(Ω) − µ−(Ω) i òîãî, ùî ìiðà µ− ¹

îáìåæåíîþ.

Îçíà÷åííÿ 128. Ïîâíîþ âàðiàöi¹þ |µ| çàðÿäó µ, âèçíà÷åíîãî íà (Ω,F), íàçèâà¹òüñÿ

ìiðà |µ| = µ+ + µ−. Åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ ïîâíî¨ âàðiàöi¨ òàêå:

|µ|(A) := sup
∑
i

|µ(Ai)|, A ∈ F ,

äå ñóïðåìóì áåðåòüñÿ ïî âñiõ çëi÷åííèõ ðîçáèòòÿõ (Ai) ìíîæèíè A.

Ïîâíà âàðiàöiÿ ¹ îáìåæåíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáìåæåíèì ¹ ñàì çàðÿä.

Äëÿ îáìåæåíèõ çàðÿäiâ µ1 òà µ2, çàäàíèõ íà (Ω,F), âèçíà÷èìî çàðÿäè

µ1 ∨ µ2 := µ1 + (µ2 − µ1)+ òà µ1 ∧ µ2 := µ1 − (µ2 − µ1)−.

Çàçíà÷èìî, ùî µ1 ∨ µ2 (µ1 ∧ µ2) ¹ íàéìåíøèì (íàéáiëüøèì) çàðÿäîì, ùî ìàæîðó¹ (ìi-

íîðó¹) çàðÿäè µ1 òà µ2.

Íåõàé D ¹ ìíîæèíîþ, ùî âõîäèòü ó ðîçêëàä Æîðäàíà-Õàíà çàðÿäó µ2 − µ1. Òîäi

(µ1 ∨ µ2)(A) = sup
B⊂A

(
µ2(B) + µ1(A\B)

)
= µ1(A ∩Dc) + µ2(A ∩D), A ∈ F ;

(µ1 ∧ µ2)(A) = inf
B⊂A

(
µ2(B) + µ1(A\B)

)
= µ1(A ∩D) + µ2(A ∩Dc), A ∈ F . (4.2)

Îçíà÷åííÿ 129. Äâi îáìåæåíi ìiðè µ1 òà µ2, âèçíà÷åíi íà (Ω,F), íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî

ñèíãóëÿðíèìè, ÿêùî µ1 ∧ µ2 = 0.

Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (4.2) iñíóâàííÿ ìíîæèíè D ∈ F òàêî¨, ùî µ1(D) = 0 = µ2(Dc), ¹

íåîáõiäíèì i äîñòàòíiì äëÿ âçà¹ìíî¨ ñèíãóëÿðíîñòi ìið µ1 òà µ2.
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Òåîðåìà 130. Íåõàé (Ω,F ,P) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, à µ � îáìåæåíèé çàðÿä (îáìå-

æåíà ìiðà) íà (Ω,F). Iñíóþòü ìíîæèíà N ∈ F ç P(N) = 0 òà iíòåãðîâíà (íåâiä'¹ìíà

iíòåãðîâíà) âèïàäêîâà âåëè÷èíà X íà (Ω,F ,P) òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðîçêëàä Ëåáå-

ãà

µ(A) =

∫
A

XdP + µ(A ∩N), A ∈ F .

Ðîçêëàä µ â ñóìó íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëó ïî P i ñèíãóëÿðíîãî âiäíîñíî P çàðÿäó ¹ ¹äè-

íèì. ßêùî µ ¹ ìiðîþ, òî X ¹ íàéáiëüøîþ ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âèïàäêîâîþ

âåëè÷èíîþ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∫
A

XdP ≤ µ(A), A ∈ F . (4.3)

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî µ ¹ îáìåæåíîþ ìiðîþ. Äié-

ñíî, ðåçóëüòàò äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ ìið µ+ òà µ−, ùî ôiãóðóþòü â ðîçêëàäi Æîðäàíà

(4.1) äëÿ çàðÿäà µ. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè çàðÿä µ ïðèïóñêà¹òüñÿ îáìåæåíèì, à ìiðà µ−

çàâæäè îáìåæåíà, òî i ìiðà µ+ ìà¹ áóòè îáìåæåíîþ.

Íåõàé L ¹ ðîäèíîþ âñiõ (êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi) â.â. Y , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

(4.3). Ïîêàæåìî, ùî L ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(i) 0 ∈ L;
(ii) ÿêùî Y1 ∈ L òà Y2 ∈ L, òî max(Y1, Y2) ∈ L;
(iii) ì.í. ãðàíèöÿ íåñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi â.â., ùî íàëåæàòü L, òàêîæ íàëåæèòü L.

Âëàñòèâiñòü (i) î÷åâèäíà, îñêiëüêè µ ¹ ìiðîþ. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ (ii) ïîçíà÷èìî B =

{Y1 ≥ Y2} òà çàïèøåìî∫
A

max(Y1, Y2)dP =

∫
A∩B

Y1dP +

∫
A∩Bc

Y2dP

≤ µ(A ∩B) + µ(A ∩Bc) = µ(A), A ∈ F .

Íàðåøòi, âëàñòèâiñòü (iii) âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi iíòåãðàëà âiäíîñíî ìîíîòîííî¨ çái-

æíîñòi.

Ïîêàæåìî, ùî L ìà¹ íàéáiëüøèé åëåìåíò. ßêùî L ìiñòèòü ëèøå çëi÷åííó êiëüêiñòü

åëåìåíòiâ, òî â ÿêîñòi òàêîãî åëåìåíòà ìîæíà âçÿòè sup{Yi : Yi ∈ L}. Â çàãàëüíîìó

âèïàäêó äi¹ìî òàê. Îñêiëüêè ìiðà µ ¹ îáìåæåíîþ, òî âåëè÷èíà α := sup
X∈L

∫
Ω
XdP ≤ µ(Ω)

¹ ñêií÷åííîþ. Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ Yn ∈ L òàêó, ùî lim
n→∞

∫
Ω
YndP = α, òà

ïîêëàäåìî Xn := max
1≤i≤n

Yi. Çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ (ii) Xn ∈ L, à çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ (iii)

X ∈ L, äå X ¹ â.â. òàêîþ, ùî Xn ↑ X, n→∞ ì.í. Îñêiëüêè
∫

Ω
XndP ≤ α, òî çà òåîðåìîþ

Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü (äèâ. ñ. 90)∫
Ω

XdP = lim
n→∞

∫
Ω

XndP ≤ α.

Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè òå, ùî ∫
Ω

XndP ≥
∫

Ω

YndP.
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Îòæå,
∫

Ω
XdP = α, òîáòî X ¹ ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì L.

Âèçíà÷èìî òåïåð îáìåæåíó ìiðó µ′ òàê

µ′(A) = µ(A)−
∫
A

XdP, A ∈ F .

Çà òåîðåìîþ 4.1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N äëÿ çàðÿäó νn := µ′−n−1P iñíó¹ ìíîæèíà Dn òàêà,

ùî

ν+
n (A) = µ′(A ∩Dn)− n−1P(A ∩Dn) ≥ 0, A ∈ F ;

ν−n (A) = −µ′(A ∩Dc
n) + n−1P(A ∩Dc

n) ≥ 0, A ∈ F .

Çîêðåìà,

µ′(A ∩Dn) ≥ n−1P(A ∩Dn), µ′(A ∩Dc
n) ≤ n−1P(A ∩Dc

n), A ∈ F . (4.4)

Îñêiëüêè ∫
A

(X + n−1
1Dn)dP =

∫
A

XdP + n−1P(A ∩Dn)

(4.4)

≤
∫
A

XdP + µ′(A ∩Dn)

≤
∫
A

XdP + µ′(A) = µ(A), A ∈ F ,

òî â.â. X + n−1
1Dn íàëåæèòü L, ïðè öüîìó P(A ∩ Dn) = 0 âíàñëiäîê ìàêñèìàëüíîñòi

X. Îñêiëüêè A ∈ F ¹ äîâiëüíèì, òî P(Dn) = 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîìó P(N) = 0, äå

N :=
⋃
nDn ∈ F . Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi

µ′(N c) ≤ µ′(Dc
n)

(4.4)

≤ n−1P(Dn) ≤ n−1, n ∈ N,

ìà¹ìî µ′(N c) = 0. Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ F âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi µ′(N c ∩ A) = 0, i

µ′(A) = µ′(N ∩ A) = µ(N ∩ A)−
∫
N∩A

XdP = µ(N ∩ A).

Ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî
∫
N∩AXdP = 0 âíàñëiäîê òîãî, ùî P(N ∩A) = 0. Òàêèì ÷èíîì,

iñíóâàííÿ ðîçêëàäó Ëåáåãà âñòàíîâëåíî.

Äîâåäåìî éîãî ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî

µ(A) =

∫
A

ZdP + ν(A), A ∈ F

äëÿ äåÿêî¨ ìiðè ν, ùî ¹ ñèíãóëÿðíîþ âiäíîñíî P. Îñêiëüêè
∫
A
ZdP ≤ µ(A) äëÿ âñiõ

A ∈ F , òî âíàñëiäîê ìàêñèìàëüíîñòi X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Z ≤ X ì.í. Îñêiëüêè ν ¹

ñèíãóëÿðíîþ âiäíîñíî P, òî çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà B ∈ F òàêà, ùî P(Bc) = 0 i ν(B) = 0.

Òîìó

E(X − Z) =

∫
Ω

(X − Z)dP =

∫
B

(X − Z)dP

= ν(B)− µ(B ∩N) = −µ(B ∩N) ≤ 0

Îñòàíí¹ ðàçîì ç âæå äîâåäåíîþ íåðiâíiñòþ X−Z ≥ 0 äåìîíñòðó¹ òå, ùî X = Z ì.í.
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Íàñëiäîê 131. Íåõàé (Ω,F ,P) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, à µ � îáìåæåíèé çàðÿä íà (Ω,F).

Òàêi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

(à) µ(N) = 0 äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè N ∈ F òàêî¨, ùî P(N) = 0.

(á) Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ δ > 0 òàêå, ùî ç óìîâè P(A) ≤ δ, A ∈ F âèïëèâà¹

|µ(A)| ≤ ε.

(â) Äëÿ äåÿêî¨ iíòåãðîâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X íà (Ω,F ,P) ðiâíiñòü µ(A) =
∫
A
XdP

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ A ∈ F .

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (à)⇒ (â) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 130. Iìïëiêàöiÿ (á)⇒ (à) î÷åâèäíà.

Äëÿ äîâåäåííÿ iìïëiêàöi¨ (â)⇒ (á) ó ôîðìóëi (1.13) òðåáà ñïðÿìóâàòè ñïî÷àòêó a→∞,

ïîòiì P(A)→ 0.

Îçíà÷åííÿ 132. Îáìåæåíèé çàðÿä µ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (á) íàñëiäêà 131, íàçèâà-

¹òüñÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíèì âiäíîñíî ìiðè P. Ïîçíà÷åííÿ: µ << P. Ïðè öüîìó êëàñ

åêâiâàëåíòíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (â) íàñëiäêà 131, íàçè-

âà¹òüñÿ ïîõiäíîþ Ðàäîíà-Íiêîäèìà i ïîçíà÷à¹òüñÿ dµ
dP .

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ Ðàäîíà-Íiêîäèìà.

Òåîðåìà 133. Íåõàé (Ω,F ,P) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, à µ � çàðÿä íà (Ω,F) òàêèé, ùî

µ(N) = 0 äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè N ∈ F ç P(N) = 0. Íà (Ω,F ,P) iñíó¹ ¹äèíà ç òî÷íiñòþ

äî åêâiâàëåíòíîñòi âèïàäêîâà âåëè÷èíà X òàêà, ùî âåëè÷èíà X− ¹ iíòåãðîâíîþ, i

µ(A) =

∫
A

XdP, A ∈ F .

Äëÿ òîãî ùîá âèïàäêîâà âåëè÷èíà X áóëà íåâiä'¹ìíîþ (iíòåãðîâíîþ) íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá çàðÿä µ áóâ ìiðîþ (áóâ îáìåæåíèì).

Äîâåäåííÿ. ßêùî µ ¹ îáìåæåíîþ ìiðîþ, òî ðåçóëüòàò çâîäèòüñÿ äî íàñëiäêó 131. Äëÿ

äîâåäåííÿ â iíøèõ âèïàäêàõ äèâ. [2, c. 160].

Íàì çíàäîáèòüñÿ ùå îäèí êëàñè÷íèé ðåçóëüòàò òåîði¨ ìiðè, ùî íàçèâà¹òüñÿ òåîðå-

ìîþ Êàðàòåîäîði i íàâîäèòüñÿ áåç äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 134. Íåõàé Ω ¹ äåÿêèì ïðîñòîðîì, A � àëãåáðîþ éîãî ìíîæèí, à B := σ(A) �

íàéìåíøîþ σ-àëãåáðîþ, ùî ìiñòèòü A. Íåõàé òàêîæ µ0 ¹ ñêií÷åííîþ ìiðîþ íà

(Ω,A). Òîäi çíàéäåòüñÿ ¹äèíà ìiðà µ íà (Ω,B) òàêà, ùî µ(A) = µ0(A) äëÿ âñiõ A ∈ A.

4.2. Óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Çàôiêñó¹ìî éìîâiðíiñíèé ïðîñòið (Ω,F ,P). Íàäàëi ñèìâîë G çàâæäè ïîçíà÷à¹ ïiä-σ-

àëãåáðó σ-àëãåáðè F .
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Íåõàé µ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî P ìiðîþ íà (Ω,F). Çà òåîðåìîþ Ðàäîíà-

Íiêîäèìà (òåîðåìà 133) íà (Ω,F ,P) iñíó¹ ¹äèíà (ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi) íå-

âiä'¹ìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà X = dµ
dP (ùiëüíiñòü Ðàäîíà-Íiêîäèìà) òàêà, ùî

µ(A) =

∫
A

XdP, A ∈ F .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç µG òà PG çâóæåííÿ ìiðè µ òà éìîâiðíiñíî¨ ìiðè P íà (Ω,G). Òîäi ìiðà µG
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî PG. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç E(X|G) âiäïîâiäíó ùiëüíiñòü

Ðàäîíà-Íiêîäèìà. Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

µG(A) =

∫
A

E(X|G)dPG, A ∈ G.

Âèïàäêîâà âåëè÷èíà E(X|G) íàçèâà¹òüñÿ óìîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì âèïàä-

êîâî¨ âåëè÷èíè X âiäíîñíî G. Àëüòåðíàòèâíå îçíà÷åííÿ òàêå.

Îçíà÷åííÿ 135. Íåõàé X ¹ íåâiä'¹ìíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ (êëàñîì åêâiâàëåí-

òíîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí) íà (Ω,F ,P). Óìîâíèì ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì E(X|G)

âåëè÷èíè (êëàñó åêâiâàëåíòíîñòi) X âiäíîñíî G ⊆ F íàçèâà¹òüñÿ ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî

åêâiâàëåíòíîñòi âèïàäêîâà âåëè÷èíà (¹äèíèé êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi) íà (Ω,G,PG) òàêà

(òàêèé), ùî ∫
A

XdPG =

∫
A

E(X|G)dPG, A ∈ G. (4.5)

Çàóâàæåííÿ 136. Ðiâíiñòü (4.5) åêâiâàëåíòíà òàêié: äëÿ äîâiëüíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ G-âèìiðíî¨
âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Z ∫

Ω

XZdPG =

∫
Ω

E(X|G)ZdPG. (4.6)

Äiéñíî, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ (4.6), òî, ïîêëàâøè Z = 1A, îòðèìà¹ìî (4.5). ßêùî æ âèêîíó-

¹òüñÿ (4.5), òî ðiâíiñòü (4.6) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ Z = 1A. Êðiì òîãî, âîíà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

äîâiëüíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ äèñêðåòíî¨ G-âèìiðíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Z âíàñëiäîê ëiíié-

íîñòi íåâèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà. Íàðåøòi, ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Ëåâi ïðî ìîíîòîííó

çáiæíiñòü, ðiâíiñòü (4.6) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ íåâiä'¹ìíî¨ G-âèìiðíî¨ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè Z, îñêiëüêè êîæíà òàêà âåëè÷èíà ¹ ãðàíèöåþ ìîíîòîííî¨ ïîñëiäîâíîñòi íå-

âiä'¹ìíèõ äèñêðåòíèõ G-âèìiðíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Çàóâàæåííÿ 137. Ç òîãî, ùî óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷è-

íîì ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âèïëèâà¹ òàêå êîðèñíå ñïîñòåðåæåííÿ: ÿêùî âèïàä-

êîâi âåëè÷èíè X òà Y ¹ G-âèìiðíèìè, òà∫
A

XdP =

∫
A

Y dP, A ∈ G,

òî X = Y ìàéæå íàïåâíî.

Îñêiëüêè E
(
E(X|G)

)
= EX, òî íåâiä'¹ìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà E(X|G) ¹ iíòåãðîâíîþ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iíòåãðîâíîþ ¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà X. Âðàõîâóþ÷è öå, óìîâíå
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ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ìîæå áóòè âèçíà÷åíå i äëÿ êâàçiiíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí X ðiâíiñòþ

E(X|G) = E(X+|G)− E(X−|G).

Óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ (êëà-

ñîì åêâiâàëåíòíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè), à ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ (çà óìîâè ñêií-

÷åííîñòi) ¹ äiéñíèì ÷èñëîì. Çà âèêëþ÷åííÿì öi¹¨ âiäìiííîñòi âëàñòèâîñòi óìîâíîãî ìà-

òåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ïîäiáíi âëàñòèâîñòÿì ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.

Âëàñòèâîñòi óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ êâàçiiíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí:

(à) ÿêùî X ≥ 0 ìàéæå íàïåâíî, òî E(X|G) ≥ 0 ìàéæå íàïåâíî; E(1|G) = 1 ìàéæå íà-

ïåâíî;

(á) E(cX|G) = cE(X|G) ìàéæå íàïåâíî äëÿ äîâiëüíî¨ êîíñòàíòè c ∈ R;
(â) E(X1 + X2|G) = E(X1|G) + E(X2|G) ìàéæå íàïåâíî çà óìîâè, ùî àáî âèïàäêîâi âå-

ëè÷èíè X+
1 òà X+

2 , àáî X
−
1 òà X−2 ¹ iíòåãðîâíèìè;

(ã) ÿêùî X1 ≤ X2 ìàéæå íàïåâíî, òî E(X1|G) ≤ E(X2|G) ìàéæå íàïåâíî.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü

óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü:

(ä) ÿêùî Xn ↑ X ìàéæå íàïåâíî, òî E(Xn|G) ↑ E(X|G) ìàéæå íàïåâíî çà óìîâè, ùî

çíàéäåòüñÿ n ∈ N, äëÿ ÿêîãî âèïàäêîâà âåëè÷èíà X−n ¹ iíòåãðîâíîþ; ÿêùî æ Xn ↓ X
ìàéæå íàïåâíî, òî E(Xn|G) ↓ E(X|G) ìàéæå íàïåâíî çà óìîâè, ùî çíàéäåòüñÿ n ∈ N,
äëÿ ÿêîãî âèïàäêîâà âåëè÷èíà X+

n ¹ iíòåãðîâíîþ.

Â ÿêîñòi íàñëiäêó ç âëàñòèâîñòåé (â) òà (ä) îòðèìó¹ìî: ÿêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè Xk

¹ íåâiä'¹ìíèìè, òî

E
(∑

k

Xk

∣∣∣∣G) =
∑
k

E(Xk|G) ìàéæå íàïåâíî. (4.7)

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò íàçèâà¹òüñÿ ëåìà Ôàòó äëÿ óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäi-

âàíü.

Ëåìà 138. Íåõàé (Xn)n∈N ¹ ïîñëiäîâíiñòþ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, à âèïàäêîâi âåëè÷èíè

Y òà Z ¹ iíòåãðîâíèìè. ßêùî Xn ≤ Y , n ∈ N ìàéæå íàïåâíî, òî

E( lim
n→∞

Xn|G) ≥ lim
n→∞

E(Xn|G)ì.í.

ßêùî æ Xn ≥ Z, n ∈ N ìàéæå íàïåâíî, òî

E( lim
n→∞

Xn|G) ≤ lim
n→∞

E(Xn|G) ì.í.

Çîêðåìà, äëÿ íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Xn îñòàííÿ íåðiâíiñòü çàâæäè âèêîíó-

¹òüñÿ.

ßê i ó âèïàäêó ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, â ÿêîñòi íàñëiäêó îòðèìó¹ìî òåîðåìó Ëå-

áåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü äëÿ óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü.
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Òåîðåìà 139. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N çáiãà¹òüñÿ òà iñíó¹ iíòåãðîâíà âèïàäêîâà

âåëè÷èíà U òàêà, ùî |Xn| ≤ U , n ∈ N ìàéæå íàïåâíî, òî

E( lim
n→∞

Xn|G) = lim
n→∞

E(Xn|G) ì.í.

Íàâåäåìî òðè áiëüø ñïåöèôi÷íi âëàñòèâîñòi, ùî íå ìàþòü àíàëîãiâ äëÿ ìàòåìàòè-

÷íèõ ñïîäiâàíü.

(a) ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà X ¹ G-âèìiðíîþ, òî E(X|G) = X ìàéæå íàïåâíî òà

E(XY |G) = XE(Y |G) ìàæéå íàïåâíî äëÿ äîâiëüíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Y íà (Ω,F ,P).

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî äîâåñòè äëÿ íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Íåõàé

ñïî÷àòêó X = 1B, B ∈ G. Îñêiëüêè∫
A

1B Y dP =

∫
A∩B

Y dP =

∫
A∩B

E(Y |G)dP =

∫
A

1B E(Y |G)dP, A ∈ G,

òî ðiâíiñòü E(1B Y |G) = 1B E(Y |G) ì.í. âèêîíó¹òüñÿ. Íåõàé òåïåð

X =
∑
k

xk 1Bk , Bk ∈ G, xk ∈ (0,∞). (4.8)

Òîäi

E(XY |G) = E
((∑

k

xk 1Bk

)
Y |G

)
=

∑
k

E
(
xk 1Bk Y |G

)
=
∑
k

xk 1Bk E(Y |G) = XE(Y |G),

äå äðóãà ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çãiäíî ç (4.7), à òðåòÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì âæå äîâå-

äåíî¨ ÷àñòèíè òâåðäæåííÿ (äëÿ iíäèêàòîðiâ). ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî âèùå, êîæíà íå-

âiä'¹ìíà G-âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà X ¹ ãðàíèöåþ ì.í. íåñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Xn

íåâiä'¹ìíèõ G-âèìiðíèõ äèñêðåòíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òèïó (4.8). Îòæå,

E(XY |G) = lim
n→∞

E(XnY |G) = lim
n→∞

XnE(Y |G) = XE(Y |G) ì.í.,

äå ïåðøà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü äëÿ óìîâíèõ ìàòå-

ìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, à òðåòÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì âæå äîâåäåíî¨ ÷àñòèíè äëÿ äèñêðåòíèõ

â.â.

(á) ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà X ¹ iíòåãðîâíîþ, òî E
(
X|{�,Ω}

)
= EX. ßêùî X íå

çàëåæèòü âiä G, òî E(X|G) = EX ìàéæå íàïåâíî.1

Äîâåäåííÿ. Âèáèðàþ÷è ó ðiâíîñòi (4.5) A = Ω, ìà¹ìî∫
Ω

EXdP = E(EX) = EX =

∫
Ω

XdP.

1Öÿ âëàñòèâiñòü ¹ iíòó¨òèâíî çðîçóìiëîþ. ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà X òà σ-àëãåáðà G íåçàëåæíi, òî G
ìiñòèòü â ñîái íå áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî X, íiæ òðèâiàëüíà σ-àëãåáðà.
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ßêùî æ ïîêëàñòè A = �, òî ∫
�
EXdP = 0 =

∫
�
XdP.

Öå äîâîäèòü ïåðøó ðiâíiñòü. Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãî¨ çàçíà÷èìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ G
âèïàäêîâi âåëè÷èíè X+ òà 1A íåçàëåæíi. Òîìó∫

A

X+dP = EX+
1A = EX+P(A) =

∫
A

EX+dP.

Îòæå, E(X+|G) = EX+. Âèïàäêîâà âåëè÷èíà X− àíàëiçó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.

(â) ßêùî G1 ⊂ G2, òî

E
(
E(X|G2)|G1

)
= E

(
E(X|G1)|G2

)
= E

(
X|G1

)
ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. Äðóãà ðiâíiñòü î÷åâèäíà, îñêiëüêè âèïàäêîâà âåëè÷èíà E(X|G1) ¹ G2- âèìið-

íîþ. Äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ðiâíîñòi âiçüìåìî äîâiëüíå B ∈ G1. Òîäi∫
B

E
(
E(X|G2)|G1

)
dP =

∫
B

E(X|G2)dP.

Îñêiëüêè B íàëåæèòü òàêîæ i G2, òî∫
B

E(X|G2)dP =

∫
B

XdP.

Íàðåøòi, îñêiëüêè B ∈ G1, òî ∫
B

XdP =

∫
B

E(X|G1)dP.

Òàêèì ÷èíîì äëÿ äîâiëüíîãî B ∈ G1∫
B

E
(
E(X|G2)|G1

)
dP =

∫
B

E(X|G1)dP.

Òîìó çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 137 E
(
E(X|G2)|G1

)
= E

(
X|G1

)
ì.í.

Ëåìà 140. Íåõàé ϕ ¹ îïóêëîþ ôóíêöi¹þ íà R, à X ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ íà (Ω,F ,P)

òàêîþ, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà E(X|G) ¹ ñêií÷åííîþ ìàéæå íàïåâíî. Òîäi âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü É¹íñåíà äëÿ óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü

E
(
ϕ(X)|G

)
≥ ϕ

(
E(X|G)

)
ìàéæå íàïåâíî. (4.9)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (y0, ϕ(y0)) ãðàôiêà îïóêëî¨ ôóíêöi¨ ϕ iñíó¹ ïðÿìà, ùî

ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó, òàêà, ùî êîæíà òî÷êà ãðàôiêà ëåæèòü íå íèæ÷å öi¹¨ ïðÿìî¨.

Iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ êîæíîãî y0 ∈ R çíàéäåòüñÿ α = α(y0) ∈ R òàêå, ùî

ϕ(y)− ϕ(y0) ≥ α(y − y0), y ∈ R.

Ïîêëàäåìî y = X òà y0 = E(X|G). Òîäi

ϕ(X)− ϕ(E(X|G)) ≥ α(X − E(X|G)) ì.í.

Çàñòîñóâàâøè îïåðàòîð E(·|G) äî îáîõ ÷àñòèí íåðiâíîñòi òà çàçíà÷èâøè, ùî â.â.

α(E(X|G)) ¹ G-âèìiðíîþ, ìà¹ìî

E
(
ϕ(X)− ϕ(E(X|G))|G

)
≥ α(E(X|G))E

(
X − E(X|G)|G

)
= 0 ì.í.

Âíàñëiäîê òîãî, ùî â.â. ϕ(E(X|G)) ¹ G- âèìiðíîþ, âèêîíó¹òüñÿ (4.9).
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4.3. Íåâiä'¹ìíi ñóïåðìàðòèíãàëè

Íåõàé
(
Ω,F ,P, (Fn)n∈N0

)
� ôiêñîâàíèé ôiëüòðîâàíèé éìîâiðíiñíèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 141. Àäàïòîâàíà ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0 íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

íàçèâà¹òüñÿ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì, ÿêùî íåðiâíiñòü

Xn ≥ E(Xn+1|Fn) ì.í.

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ n ∈ N0. ßêùî ó îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi íåðiâíiñòü çàìiíè-

òè ðiâíiñòþ, òî âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü áóäå íàçèâàòèñÿ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì, à

ÿêùî íåðiâíiñòü ≥ çàìiíèòè íåðiâíiñòþ ≤, òî � íåâiä'¹ìíèì ñóáìàðòèíãàëîì.

Çàçíà÷èìî, ùî êîæåí íåâiä'¹ìíèé ìàðòèíãàë ¹ òàêîæ i íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèí-

ãàëîì, i íåâiä'¹ìíèì ñóáìàðòèíãàëîì. Òîìó, íàïðèêëàä, âñi ðåçóëüòàòè äàíîãî ðîçäiëó,

îòðèìàíi äëÿ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëiâ, çàñòîñîâíi òàêîæ äî íåâiä'¹ìíèõ ìàðòèí-

ãàëiâ.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ íåâiä'¹ìíèõ (ñóá-, ñóïåð-) ìàðòèíãàëiâ.

Ïðèêëàä 142. Íåõàé
(
ξk
)
k∈N � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, çàäàíi íà (Ω,F ,P). Âèçíà-

÷èìî ïîòiê σ-àëãåáð (Fk)k∈N0 òàê: F0 := {�,Ω}, Fn := σ(ξ1, . . . , ξn), n ∈ N. Ïðèïóñòèìî,
ùî

Eeγξk ∈ (0,∞) (4.10)

äëÿ äåÿêîãî γ > 0 òà âñiõ k ∈ N. Ïîêëàäåìî

S0 := 0, Sn := ξ1 + . . .+ ξn, n ∈ N

òà Xn := eγSn , n ∈ N0. ßêùî Eeγξk ∈ (0, 1] äëÿ âñiõ k ∈ N, òî ïîñëiäîâíiñòü (Xn) ¹ íå-

âiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì, ÿêùî Eeγξk ∈ [1,∞) äëÿ âñiõ k ∈ N, òî âîíà ¹ íåâiä'¹ìíèì
ñóáìàðòèíãàëîì. Íàðåøòi, ÿêùî Eeγξk = 1 äëÿ âñiõ k ∈ N, òî (Xn) ¹ íåâiä'¹ìíèì ìàð-

òèíãàëîì (öåé ìàðòèíãàë íàçèâà¹òüñÿ åêñïîíåíöiéíèì ìàðòèíãàëîì).

Âñòàíîâèìî òiëüêè ïåðøå òâåðäæåííÿ. Òå, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà eγSn ¹ Fn-
âèìiðíîþ, ¹ î÷åâèäíèì. Äàëi, äëÿ n ∈ N0

E(Xn+1|Fn) = E(eγSneγξn+1 |Fn) = eγSnE(eγξn+1|Fn) = XnEeγξn+1 ≤ Xn ì.í.,

ïðè öüîìó äðóãà ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì Fn-âèìiðíîñòi eγSn òà âëàñòèâîñòi (à) óìîâíèõ

ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü (äèâ. ñ. 91), à òðåòÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåçàëåæíîñòi ξn+1 òà

Fn òà âëàñòèâîñòi (á) óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü (äèâ. ñ. 91).
Òàêîæ ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî çà óìîâè (4.10) ïîñëiäîâíiñòü

(
X∗n
)
n∈N0

, ùî âèçíà÷à¹-

òüñÿ òàê

X∗n :=
eγSn

EeγSn
, n ∈ N0,

¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì.
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Ïðèêëàä 143. Ïðîöåñè Ãàëüòîíà-Âàòñîíà. Óÿâèìî ñîái ïîïóëÿöiþ iíäèâiäóóìiâ, ùî çà-

ðîäæó¹òüñÿ îäíèì ïî÷àòêîâèì ïðåäêîì (ïðåäñòàâíèêîì íóëüîâîãî ïîêîëiííÿ ïîïóëÿ-

öi¨). Êîæåí iç iíäèâiäóóìiâ j-ãî ïîêîëiííÿ ïîïóëÿöi¨ íåçàëåæíî âiä âñiõ iíøèõ iíäèâi-

äóóìiâ, ùî ç'ÿâëÿëèñÿ ó ïîïóëÿöi¨, íàðîäæó¹ íàùàäêiâ ó êiëüêîñòi, ùî ìà¹ òàêèé æå

ðîçïîäië ÿê âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ, ùî íàáóâà¹ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ çíà÷åíü. Ïðè öüî-

ìó j + 1-å ïîêîëiííÿ ïîïóëÿöi¨ óòâîðþ¹òüñÿ íàùàäêàìè iíäèâiäóóìiâ j-ãî ïîêîëiííÿ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Xn ÷èñëî iíäèâiäóóìiâ n-ãî ïîêîëiííÿ ïîïóëÿöi¨, çîêðåìà, X0 = 1.

Ïîñëiäîâíiñòü
(
Xn

)
n∈N0

íàçèâà¹òüñÿ ãiëëÿñòèì ïðîöåñîì Ãàëüòîíà-Âàòñîíà.

Íàâåäåìî òåïåð ôîðìàëüíå îçíà÷åííÿ. Íåõàé
(
ξ

(n)
i

)
i,n∈N ¹ íåçàëåæíèìè êîïiÿìè âè-

ïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Âèçíà÷èìî ïîòiê σ-àëãåáð
(
Fk
)
k∈N0

òàê: F0 := {�,Ω}, Fn :=

σ
(
ξ

(m)
i , i ∈ N, 1 ≤ m ≤ n

)
, n ∈ N. Ïîêëàäåìî

X0 := 1, Xn+1 :=
(
ξ

(n+1)
1 + . . .+ ξ

(n+1)
Xn

)
1{Xn≥1}, n ∈ N0.

Ïðèïóñòèìî, ùî

µ := Eξ ∈ (0,∞). (4.11)

ßêùî µ ∈ (0, 1], òî ïîñëiäîâíiñòü (Xn) ¹ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì, ÿêùî µ ∈
[1,∞), òî âîíà ¹ íåâiä'¹ìíèì ñóáìàðòèíãàëîì. Íàðåøòi, ÿêùî µ = 1, òî (Xn) ¹ íå-

âiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì.

Äîâåäåìî öå. Òå, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xn ¹ Fn-âèìiðíîþ, ¹ î÷åâèäíèì. Äàëi

E
(
Xn+1|Fn

)
=

∑
k≥1

E
(
Xn+1 1{Xn=k} |Fn

)
=

∑
k≥1

E
((
ξ

(n+1)
1 + . . .+ ξ

(n+1)
k

)
1{Xn=k} |Fn

)
=

∑
k≥1

1{Xn=k} E
(
ξ

(n+1)
1 + . . .+ ξ

(n+1)
k |Fn

)
=

∑
k≥1

1{Xn=k} µk = µXn,

ïðè öüîìó òðåòÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì Fn-âèìiðíîñòi Xn òà âëàñòèâîñòi (à) óìîâíèõ

ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü (äèâ. ñ. 91), à ÷åòâåðòà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåçàëåæíîñòi

ξ
(n+1)
1 + . . . + ξ

(n+1)
k òà Fn òà âëàñòèâîñòi (á) óìîâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü (äèâ.

ñ. 91). ßêùî, íàïðèêëàä, µ ∈ [1,∞), òî E
(
Xn+1|Fn

)
≥ Xn ì.í. äëÿ âñiõ n ∈ N0. Îòæå,

ïîñëiäîâíiñòü
(
Xn

)
¹ íåâiä'¹ìíèì ñóáìàðòèíãàëîì.

Òàêîæ ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî çà óìîâè (4.11) ïîñëiäîâíiñòü
(
X∗n
)
n∈N0

, ùî âèçíà÷à¹-

òüñÿ òàê

X∗n := µ−nXn, n ∈ N0,

¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì.

Ïðèêëàä 144. Íåõàé
(
Ω,F ,P

)
¹ çàäàíèì éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì, à µ ¹ îáìåæå-

íîþ ìiðîþ íà
(
Ω,F

)
. Ïðèïóñòèìî, ùî çíàéäåòüñÿ ïîòiê σ-àëãåáð

(
Fk
)
k∈N0

òàêèé, ùî

σ(∪k≥0Fk) = F . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç µn òà Pn çâóæåííÿ µ òà P íà Fn âiäïîâiäíî, òîáòî

µn(A) = µ(A), Pn(A) = P(A), ÿêùî A ∈ Fn, i µn(A) = Pn(A) = 0, ÿêùî A ∈ F\Fn.
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Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N0 ìiðà µn ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî

Pn ç ïîõiäíîþ Ðàäîíà-Íiêîäèìà Xn, òîáòî Xn := dµn/dPn, n ∈ N0. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî

ïîñëiäîâíiñòü
(
Xn

)
n∈N0

¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì.

Äîâåäåìî öå. Òå, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xn ¹ Fn-âèìiðíîþ, ¹ î÷åâèäíèì. Äàëi,

ìà¹ìî

µ(A) = µn(A) =

∫
A

XndPn =

∫
A

XndP, A ∈ Fn,

ïðè öüîìó äðóãà ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 131. Àíàëîãi÷íî, çàìiíþþ÷è n íà n + 1,

ìà¹ìî

µ(A) =

∫
A

Xn+1dP, A ∈ Fn+1.

Îñêiëüêè Fn ⊆ Fn+1, òî ∫
A

XndP =

∫
A

Xn+1dP, A ∈ Fn.

Çà îçíà÷åííÿì óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ∫
A

E
(
Xn+1

∣∣Fn)dP =

∫
A

Xn+1dP, A ∈ Fn,

îòæå, ∫
A

E
(
Xn+1

∣∣Fn)dP =

∫
A

XndP, A ∈ Fn.

Íàðåøòi, çà çàóâàæåííÿì 137 E
(
Xn+1

∣∣Fn) = Xn ì.í. äëÿ âñiõ n ∈ N0.

Ïðèêëàä 145. Óðíîâà ñõåìà Ïîéà. Ó ìîìåíò ÷àñó 0 óðíà ìiñòèòü îäíó áiëó êóëþ òà îäíó

÷îðíó êóëþ. Ó ìîìåíò ÷àñó n âèáèðà¹ìî ç óðíè êóëþ íàâìàííÿ, ïiñëÿ ÷îãî ïîâåðòà¹ìî

äî óðíè öþ êóëþ ðàçîì iç ùå îäíi¹þ êóëåþ òàêîãî æ êîëüîðó. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Xn

âiäíîøåííÿ ÷èñëà áiëèõ êóëü äî ÷èñëà óñiõ êóëü, ùî çíàõîäÿòüñÿ â óðíi ó ìîìåíò ÷àñó

n. Âèçíà÷èìî ïîòiê σ-àëãåáð (Fk)k∈N0 òàê: F0 := {�,Ω}, Fn := σ(X1, . . . , Xn), n ∈ N.
Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0 ¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì.

Äiéñíî, ïðè çàäàíié σ-àëãåáði Fn éìîâiðíiñòü âèáîðó ó ìîìåíò ÷àñó n+ 1 áiëî¨ êóëi

äîðiâíþ¹ Xn. I ÿêùî öå âiäáóëîñÿ, òî äîëÿ áiëèõ êóëü ó ìîìåíò ÷àñó n + 1 äîðiâíþ¹

((n+2)Xn+1)/(n+3) (n+3 � ÷èñëî êóëü ó ìîìåíò ÷àñó n+1, (n+2)Xn+1 � ÷èñëî áiëèõ

êóëü ó ìîìåíò ÷àñó n ïëþñ îäíà äîäàíà áiëà êóëÿ). Éìîâiðíiñòü æå âèáîðó ó ìîìåíò

÷àñó n+1 ÷îðíî¨ êóëi äîðiâíþ¹ 1−Xn. I ÿêùî öå âiäáóëîñÿ, òî äîëÿ áiëèõ êóëü ó ìîìåíò

÷àñó n+ 1 äîðiâíþ¹ ((n+ 2)Xn)/(n+ 3). Òîìó

E(Xn+1|Fn) = Xn
(n+ 2)Xn + 1

n+ 3
+ (1−Xn)

(n+ 2)Xn

n+ 3
= Xn ì.í.

Ç îçíà÷åííÿ ñóïåðìàðòèíãàëà âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

Xm ≥ E(Xp|Fm) ì.í.

äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè m, p ∈ N0, m < p.

Äiéñíî, äëÿ m ≤ n

E(Xn|Fm) ≥ E
(
E(Xn+1|Fn)|Fm

)
= E(Xn+1|Fm).
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Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (E(Xn|Fm))n≥m íå çðîñòà¹. Òîìó Xm = E(Xm|Fm) ≥ E(Xp|Fm) ïðè

m < p.

Òâåðäæåííÿ 146. Äëÿ êîæíîãî íåâiä'¹ìíîãî ñóïåðìàðòèíãàëà (Xn)n∈N0 âèïàäêîâà

âåëè÷èíà sup
n∈N0

Xn ¹ ìàéæå íàïåâíî ñêií÷åííîþ íà ìíîæèíi {ω : X0(ω) < ∞}. Áiëüøå

òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî a > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P{ sup
n∈N0

Xn > a|F0} ≤ min(X0/a, 1) ì.í. (4.12)

Íåðiâíiñòü (4.12) íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ íåðiâíiñòþ äëÿ íåâiä'¹ìíèõ ñóïåðìàð-

òèíãàëiâ.

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 146 ïîòðiáåí äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 147. Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi (X
(i)
n )n∈N0, i = 1, 2, ¹ íåâiä'¹ìíèìè ñóïåðìàðòèíãàëà-

ìè, à τ ¹ ìîìåíòîì çóïèíêè òàêèì, ùî X(1)
τ ≥ X

(2)
τ ì.í. íà ìíîæèíi {τ < ∞}. Òîäi

ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

Xn = 1{τ>n}X
(1)
n + 1{τ≤n}X

(2)
n , n ∈ N0, (4.13)

¹ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì.

Äîâåäåííÿ. Ç ïðåäñòàâëåííÿ (4.13) âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà Xn ¹ Fn-âèìiðíîþ. Òîìó
ïîñëiäîâíiñòü (Xn) ¹ àäàïòîâàíîþ. Îñêiëüêè ïîñëiäîâíîñòi (X

(i)
n ), i = 1, 2, ¹ ñóïåðìàð-

òèíãàëàìè, òî

Xn = 1{τ>n}X
(1)
n + 1{τ≤n}X

(2)
n ≥

≥ 1{τ>n} E
(
X

(1)
n+1|Fn

)
+ 1{τ≤n} E

(
X

(2)
n+1|Fn

)
= E

(
1{τ>n}X

(1)
n+1 + 1{τ≤n}X

(2)
n+1|Fn

)
.

Ç òîãî, ùîX(1)
τ ≥ X

(2)
τ ì.í. íà {τ <∞}, âèïëèâà¹ òå, ùîX(1)

n+1 ≥ X
(2)
n+1 ì.í. íà {τ = n+1}.

Òîìó

1{τ>n}X
(1)
n+1 + 1{τ≤n}X

(2)
n+1

= 1{τ=n+1}X
(1)
n+1 + 1{τ>n+1}X

(1)
n+1 + 1{τ≤n}X

(2)
n+1

≥ 1{τ>n+1}X
(1)
n+1 + 1{τ≤n+1}X

(2)
n+1

= Xn+1.

Îòæå, Xn ≥ E(Xn+1|Fn) ì.í., ùî äîâîäèòü ëåìó.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 146. Äëÿ êîæíîãî a > 0 âèçíà÷èìî ìîìåíò çóïèíêè

τa :=


inf{n ∈ N0 : Xn > a}, ÿêùî sup

n∈N0

Xn > a,

+∞, ÿêùî sup
n∈N0

Xn ≤ a.
(4.14)
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Îñêiëüêè Xτa > a ì.í. íà ìíîæèíi {τa < ∞}, à ïîñëiäîâíiñòü, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ äîðiâ-

íþþòü a, ¹ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì, òî çãiäíî ç ëåìîþ 147 ïîñëiäîâíiñòü (Yn),

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

Yn := 1{τa>n}Xn + 1{τa≤n} a, n ∈ N0,

¹ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì. Òîìó Y0 ≥ E(Yn|F0) ì.í. Çàçíà÷èìî, ùî Y0 =

min(X0, a) ì.í., òà òå, ùî Yn ≥ a1{τa≤n} ì.í. Îòæå,

aP{τa ≤ n|F0} = E(a1{τa≤n} |F0) ≤ E(Yn|F0) ≤ Y0 = min(X0, a) ì.í.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n ↑ ∞ ç óðàõóâàííÿì ìîíîòîííîñòi çáiæíîñòi, îòðèìó¹ìî

P{ sup
n∈N0

Xn > a|F0} = P{τa <∞|F0} ≤ min(X0/a, 1) ì.í.

�

Çàóâàæåííÿ 148. Âèâ÷åííÿ äîâåäåííÿ äåìîíñòðó¹, ùî ìîæíà âñòàíîâèòè áiëüø ñèëü-

íèé ðåçóëüòàò:

P{ sup
n∈N0

Xn > A|F0} ≤ min(X0/A, 1) ì.í. íà {A > 0},

äå A ≥ 0 � äîâiëüíà F0-âèìiðíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà.

Íàâåäåìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò äàíîãî ðîçäiëó, ùî íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ ïðî çái-

æíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ñóïåðìàðòèíãàëiâ.

Òåîðåìà 149. Êîæåí íåâiä'¹ìíèé ñóïåðìàðòèíãàë (Xn)n∈N0 çáiãà¹òüñÿ ìàéæå íà-

ïåâíî. Ïðè öüîìó éîãî ãðàíèöÿ X∞ := lim
n→∞

Xn çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

E(X∞|Fn) ≤ Xn, n ∈ N0, (4.15)

ùî âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. Êðîê 1. Ðîçïî÷íåìî ç êðèòåðiþ çáiæíîñòi íåâèïàäêîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Íåõàé a < b � äiéñíi ÷èñëà, à (xn)n∈N0 � ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü, åëåìåíòè ÿêî¨ íàáóâàþòü

äiéñíèõ, ìîæëèâî íåñêií÷åííèõ, çíà÷åíü. Âèçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü (τk)k∈N òàê:

τ1 := inf{n ∈ N0 : xn ≤ a}, τ2 := inf{n ≥ τ1 : xn ≥ b},

τ3 := inf{n ≥ τ2 : xn ≤ a} i.ò. i.

ßêùî ÿêàñü âåëè÷èíà τl íåâèçíà÷åíà, ïîêëàäåìî τk = +∞ äëÿ k = l, l+1, . . . Íàïðèêëàä,

äëÿ ïîñëiäîâíîñòi b, a, b, b, . . . ìà¹ìî τ1 = 1, τ2 = 2, τk = +∞, k = 3, 4, . . . ßêùî æ xn > a

äëÿ âñiõ n ∈ N0, òî τk = +∞ äëÿ k ∈ N.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç βa,b íàéáiëüøå öiëå p òàêå, ùî âåëè÷èíà τ2p ¹ ñêií÷åííîþ. Ïîêëàäå-

ìî βa,b = +∞, ÿêùî âñi τk ¹ ñêií÷åííèìè. Âåëè÷èíà βa,b âèçíà÷à¹ ÷èñëî ïåðåòèíiâ çíèçó

äîãîðè ñåãìåíòó [a, b] ïîñëiäîâíiñòþ (xn). Òîìó òàêi iìïëiêàöi¨ ¹ çðîçóìiëèìè:

lim
n→∞

xn < a < b < lim
n→∞

xn ⇒ βa,b = +∞ ⇒ lim
n→∞

xn ≤ a < b ≤ lim
n→∞

xn.
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Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (xn) çáiãà¹òüñÿ (ìîæëèâî äî íåñêií÷åííî¨ ãðàíèöi) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè βa,b <∞ äëÿ êîæíî¨ ïàðè äiéñíèõ àáî ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë a < b.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0 âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Âåëè÷èíè τk(ω), ùî

âèçíà÷àþòüñÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (Xn(ω)), ¹ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè (âèìiðíèìè ôóí-

êöiÿìè âiä ω). Öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi

{τ2p = n} =
∑
m≤n

{τ2p−1 = m,Xm+1 < b, . . . , Xn−1 < b,Xn ≥ b} (4.16)

òà àíàëîãi÷íî¨ ðiâíîñòi äëÿ íåïàðíèõ iíäåêñiâ. Âíàñëiäîê ðiâíîñòi {βa,b ≥ p} = {τ2p <

∞}, βa,b òàêîæ ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Çãiäíî ç íàâåäåíèì âèùå êðèòåði¹ì çáiæíîñòi

÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ìà¹ìî

{Xn çáiãà¹òüñÿ} =
⋂

a<b,a,b∈Q

{βa,b <∞}.

Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ òàêèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 150. Äëÿ òîãî ùîá ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0 çáiãàëàñÿ ìàéæå íàïåâíî, íåîáõiäíî

i äîñòàòíüî òîãî, ùî âåëè÷èíè βa,b ¹ ìàéæå íàïåâíî ñêií÷åííèìè äëÿ âñiõ ïàð äiéñíèõ

àáî ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë a < b.

Êðîê 2. Ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè. Äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî

βa,b < ∞ ì.í. äëÿ êîæíî¨ ïàðè íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë a < b (íåâiä'¹ìíèõ, îñêiëüêè (Xn) �

íåâiä'¹ìíèé ñóïåðìàðòèíãàë). Öåé ôàêò âñòàíîâëþ¹òüñÿ íàñòóïíîþ ëåìîþ.

Ëåìà 151. Äëÿ êîæíîãî íåâiä'¹ìíîãî ñóïåðìàðòèíãàëà (Xn) ÷èñëî ïåðåòèíiâ βa,b çíè-

çó äîãîðè ñåãìåíòó [a, b], 0 < a < b <∞, çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü Äóáiíñà

P{βa,b ≥ k|F0} ≤ (a/b)k min(X0/a, 1), k ∈ N, (4.17)

ùî âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî. Çîêðåìà, βa,b <∞ ì.í.

Äîâåäåííÿ. Ïîñëiäîâíiñòü (τk(ω))k∈N, ïîáóäîâàíà çà (Xn(ω)), ¹ ïîñëiäîâíiñòþ ìîìåíòiâ

çóïèíêè. Äiéñíî, äëÿ êîæíîãî n ∈ N0 ìíîæèíè {ω : τk(ω) = n} âèçíà÷àþòüñÿ çíà-

÷åííÿìè X0(ω), . . . , Xn(ω) (äèâ. (4.16)) i, îòæå, íàëåæàòü Fn. Òîìó çà ëåìîþ 147, äëÿ

ôiêñîâàíîãî k ∈ N ïîñëiäîâíiñòü (Yn), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

Yn := 1{0≤n<τ1}+1{τ1≤n<τ2}(Xn/a)

+ 1{τ2≤n<τ3}(b/a) + 1{τ3≤n<τ4}(b/a)(Xn/a)

+ . . .+ 1{τ2k−1≤n<τ2k}(b/a)k−1(Xn/a) + 1{τ2k≤n}(b/a)k, n ∈ N0,

¹ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì.

Ç âèçíà÷åííÿ (Yn) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

Y0 = 1{τ1>0}+1{τ1=0}(X0/a) = 1{X0/a>1}+1{X0/a≤1}(X0/a) = min(X0/a, 1),
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ùî âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî. Êðiì òîãî, Yn ≥ (b/a)k 1{τ2k≤n} ì.í. Íàðåøòi, îñêiëüêè

Y0 ≥ E(Yn|F0) ì.í., òî

min(X0/a, 1) = Y0 ≥ (b/a)kP{τ2k ≤ n|F0} ì.í.

Çàëèøà¹òüñÿ ñïðÿìóâàòè n ↑ ∞ òà çàçíà÷èòè, ùî {τ2k < ∞} = {βa,b ≥ k}. Îòæå,
íåðiâíiñòü Äóáiíñà äîâåäåíà. Ñïðÿìîâóþ÷è ó íié k ↑ ∞, ðîáèìî âèñíîâîê, ïðî ì.í.

ñêií÷åííiñòü βa,b.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðøà ÷àñòèíà òåîðåìè ïðî ì.í. çáiæíiñòü äîâåäåíà. Çàçíà÷èìî, ùî

ïîêè ùî ìîæëèâiñòü òîãî, ùî ãðàíèöÿ ¹ íåñêií÷åííîþ ç äîäàòíîþ éìîâiðíiñòþ, íå áóëà

âèêëþ÷åíà.

Ïåðåõîäÿ÷è äî äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè, çàçíà÷èìî, ùî ïðè n > p âèêîíóþòüñÿ íå-

ðiâíîñòi

Xp ≥ E(Xn|Fp) ≥ E( inf
m≥n

Xm|Fp) ì.í. (4.18)

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ( inf
m≥n

Xm) íå ñïàäà¹, i ( inf
m≥n

Xm) ↑ lim
k→∞

Xk ïðè n ↑ ∞, òî, ïåðåõî-

äÿ÷è ó (4.18) äî ãðàíèöi ïðè n ↑ ∞, îòðèìó¹ìî

Xp ≥ E( lim
k→∞

Xk|Fp) = E(X∞|Fp) ì.í.

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ ì.í. ñêií÷åííiñòü X∞.

Çàóâàæåííÿ 152. Ç íåðiâíîñòi (4.15) âèïëèâà¹, ùî â.â. X∞ ¹ iíòåãðîâíîþ çà óìîâè, ùî

â.â. Xn ¹ iíòåãðîâíîþ äëÿ äåÿêîãî n ∈ N0. Ïðîòå íåâiä'¹ìíèé iíòåãðîâíèé ñóïåðìàðòèí-

ãàë íå çàâæäè çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó.

Íåâiä'¹ìíèé ìàðòèíãàë (Xn)n∈N0 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü Xm = E(Xn|Fm) ì.í. äëÿ

n ≥ m. Ìîæíà áóëî á î÷iêóâàòè, ùî íåðiâíiñòü (4.15), ùî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåâiä'¹ìíèõ

ñóïåðìàðòèíãàëiâ, ïåðåòâîðèòüñÿ íà ðiâíiñòü äëÿ íåâiä'¹ìíèõ ìàðòèíãàëiâ. Àëå öå íå

òàê. Iñíó¹ áàãàòî íåâiä'¹ìíèõ ìàðòèíãàëiâ, âiäìiííèõ âiä òîòîæíüîãî íóëÿ, ùî çáiãàþ-

òüñÿ äî íóëÿ ì.í. (îäèí ïðèêëàä òàêîãî ìàðòèíãàëó íàâåäåíî íà ñ. 117). Çâè÷àéíî, äëÿ

òàêèõ ìàðòèíãàëiâ ðiâíiñòü E(X∞|Fn) = Xn âèêîíóâàòèñÿ íå ìîæå.

Ç iíøîãî áîêó, iñíó¹ âåëèêèé êëàñ íåâiä'¹ìíèõ ìàðòèíãàëiâ, äëÿ ÿêèõ ðiâíiñòü

E(X∞|Fn) = Xn, n ∈ N0 ì.í.

ìà¹ ìiñöå.

Òâåðäæåííÿ 153. Íåõàé Z ¹ íåâiä'¹ìíîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ òàêîþ, ùî EZp <∞
äëÿ äåÿêîãî p ≥ 1. Ïîñëiäîâíiñòü (Zn), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

Zn := E(Z|Fn), n ∈ N0,

¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì, ùî çáiãà¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî òà ó Lp äî âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè Z∞ := E(Z|F∞).



100

Çàóâàæåííÿ 154. Íåâiä'¹ìíèé ìàðòèíãàë (Zn) òà éîãî ì.í. ãðàíèöÿ Z∞ çàäîâîëüíÿþòü

E(Z∞|Fn) = Zn, n ∈ N0 ì.í.

Öå âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

E(Z∞|Fn) = E
(
E(Z|F∞)|Fn

)
= E(Z|Fn) = Zn.

Äîâåäåííÿ Îñêiëüêè Fn ⊆ Fn+1, òî

E(Zn+1|Fn) = E
(
E(Z|Fn+1)|Fn

)
= E(Z|Fn) = Zn ì.í.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü (Zn) ¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì. Çà òåîðåìîþ 149 Zn çáiãà¹òüñÿ ì.í.

äî ì.í ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi Z∞. Çðîçóìiëî, ùî Z∞ ¹ F∞-âèìiðíîþ â.â.

Ìè äîâåäåìî ðåçóëüòàò òiëüêè ïðè p = 1. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî Z ≤ a ì.í. äëÿ

äåÿêî¨ êîíñòàíòè a > 0. Òîäi E(Z|Fn) ≤ a ì.í. Òîìó çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî îáìåæåíó

çáiæíiñòü

lim
n→∞

∫
A

E(Z|Fn)dP =

∫
A

Z∞dP,

äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ F . ßêùî äëÿ äåÿêîãî m ∈ N0 A ∈ Fm, òî çãiäíî ç âëàñòè-
âiñòþ (â) óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ (äèâ. ñ. 92)∫

A

E(Z|Fn) =

∫
A

ZdP, n ≥ m.

Òîìó ∫
A

ZdP =

∫
A

Z∞dP, A ∈
⋃
m∈N0

Fm.

Òàêèì ÷èíîì, äâi ñêií÷åííi ìiðè
∫
A
ZdP òà

∫
A
Z∞dP çáiãàþòüñÿ íà àëãåáði

⋃
m∈N0

Fm.

Çà òåîðåìîþ 134 âîíè áóäóòü çáiãàòèñÿ i íà F∞ = σ

(⋃
m∈N0

Fm
)
. Òîìó Z∞ = E(Z|F∞)

ì.í. Îñêiëüêè |E(Z|Fn) − E(Z|F∞)| ≤ 2a ì.í., òî çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó

çáiæíiñòü

lim
n→∞

E|Zn − Z∞| = lim
n→∞

E
∣∣E(Z|Fn)− E(Z|F∞)

∣∣ = 0.

Âiäìîâèìîñÿ òåïåð âiä îáìåæåíîñòi â.â. Z òà ïîêàæåìî, ùî ïðè n→∞

E(Z|Fn)
L1→ E(Z|F∞). (4.19)

Äëÿ äîâiëüíîãî a > 0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Z = Z ∧ a+ (Z − a)+.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà òà ¨¨ íàñëiäîê |x − y| ≤ |x| + |y|, x, y ∈ R,
îòðèìó¹ìî

E
∣∣E(Z|Fn)− E(Z|F∞)

∣∣ ≤ E
∣∣E(Z ∧ a|Fn)− E(Z ∧ a|F∞)

∣∣
+ E

∣∣E((Z − a)+|Fn)− E((Z − a)+|F∞)
∣∣

≤ E
∣∣E(Z ∧ a|Fn)− E(Z ∧ a|F∞)

∣∣
+ 2E(Z − a)+.
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Îñêiëüêè Z ∧ a ≤ a, òî çà ïîïåðåäíüîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ ïåðøèé äîäàíîê ïðÿìó¹ äî

íóëÿ ïðè n → ∞. Âíàñëiäîê òîãî, ùî (Z − a)+ ↓ 0 ïðè a ↑ ∞, äðóãèé äîäàíîê ïðÿìó¹

äî íóëÿ ïðè a ↑ ∞ çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü.

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (4.19) âèêîíó¹òüñÿ. Îñêiëüêè, çà âæå äîâåäåíèì,

lim
n→∞

E(Z|Fn) = Z∞ ì.í., òî Z∞ = E(Z|F∞) ì.í. çà òåîðåìîþ ïðî çáiæíiñòü â ñå-

ðåäíüîìó. �

Íàñëiäîê 155. Íåõàé Z � íåâiä'¹ìíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Òîäi

lim
n→∞

E(Z|Fn) = E(Z|F∞)

ìàéæå íàïåâíî íà ìíîæèíi Ω\{E(Z|Fn) = +∞ äëÿ âñiõ n ∈ N0}.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíèõ m ∈ N0 òà a > 0 â.â. Z ′ := Z1{E(Z|Fm)≤a} ¹ iíòåãðîâíîþ

âíàñëiäîê íåðiâíîñòi EZ ′ = E(E(Z|Fm)1{E(Z|Fm)≤a}) ≤ a. Òîìó çà òâåðäæåííÿì 153

lim
n→∞

E(Z ′|Fn) = E(Z ′|F∞) ì.í. Àëå E(Z ′|Fn) = E(Z|Fn) ì.í. íà ìíîæèíi {E(Z|Fm) ≤ a}
ïðè m ≤ n òà E(Z ′|F∞) = E(Z|F∞) ì.í. íà òié æå ìíîæèíi. Òîìó lim

n→∞
E(Z|Fn) =

E(Z|F∞) ì.í. íà {E(Z|Fm) ≤ a}. Çàëèøà¹òüñÿ äîçâîëèòè m ïðîáiãàòè âñi íàòóðàëüíi

÷èñëà òà ñïðÿìóâàòè a äî ∞.

Çàóâàæåííÿ 156. Íàñëiäîê 155 íå ìîæå áóòè ïîêðàùåíèé. Ïðîäåìîíñòðó¹ìî öå, âêà-

çàâøè ïðèêëàä ì.í. ñêií÷åííî¨ F∞-âèìiðíî¨ â.â. Z, äëÿ ÿêî¨ E(Z|Fn) = +∞ äëÿ âñiõ

n ∈ N0.

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè éìîâiðíiñíèé ïðîñòið ç Ω := [0, 1], P := Leb òà σ-àëãåáðîþ

F áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí íà [0, 1]. Äëÿ n ∈ N0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fn σ-àëãåáðó, ïîðîäæåíó
iíòåðâàëàìè

[2−nk, 2−n(k + 1)), k = 0, 1, . . . , 2n − 1.

Íà îïèñàíîìó âèùå éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði âèçíà÷èìî íåâiä'¹ìíó Fn-âèìiðíó â.â.Xn :=

Xn(ω), ùî ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi: P{Xn > 0} = 2−n, EXn = 1 òà Xn(ω) ¹ ïåðiîäè÷íîþ

ôóíêöi¹þ (âiä ω) íà [0, 1) ç ïåðiîäîì 2−n, òîáòîXn(ω−2−n) = Xn(ω) äëÿ ω ∈ [2−n, 1). Â.â.

Z := Z(ω) =
∑

n≥0Xn(ω) ¹ ì.í. ñêií÷åííîþ, îñêiëüêè çà ëåìîþ Áîðåëÿ-Êàíòåëëi ðÿä

ìiñòèòü òiëüêè ñêií÷åííå ÷èñëî íåíóëüîâèõ ÷ëåíiâ. Î÷åâèäíî, ùî â.â. Z ¹ F∞-âèìiðíîþ.
Îñêiëüêè äëÿ n ∈ N0 òà k = 0, 1, . . . , 2n − 1

An,k := {2−nk ≤ Z < 2−n(k + 1)} ∈ Fn,

òî çà îçíà÷åííÿì óìîâíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ∫
An,k

E(Z|Fn)dP =

∫
An,k

Z dP =

∫ 2−n(k+1)

2−nk

Z(x)dx

≥
∑
p≥n

∫ 2−n(k+1)

2−nk

Xp(x)dx

= 2−n
∑
p≥n

∫ 1

0

Xp(x)dx = +∞,
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îñêiëüêè ïðè p ≥ n Xp(x) ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ç ïåðiîäîì 2−n, à
∫ 1

0
Xp(x)dx =

EXp = 1 çà ïîáóäîâîþ. Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî, ùî E(Z|Fn) = +∞ äëÿ âñiõ n ∈ N0.

4.4. Çáiæíiñòü ñóáìàðòèíãàëiâ

4.4.1. Òåîðåìà Äóáà òà ðîçêëàä Êðiêåáåðãà.

Îçíà÷åííÿ 157. Àäàïòîâàíà ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0 iíòåãðîâíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíèì ñóáìàðòèíãàëîì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Xn ≤ E(Xn+1|Fn), n ∈ N0 ì.í.

Ïîñëiäîâíiñòü íàçèâà¹òüñÿ iíòåãðîâíèì ìàðòèíãàëîì, ÿêùî ó îñòàííüîìó ñïiââiäíî-

øåííi âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü çàìiñòü íåðiâíîñòi.

Ïðèïóùåííÿ iíòåãðîâíîñòi â.â. Xn ÷àñòî çàìiíþþòü áiëüø ñëàáêîþ óìîâîþ EX+
n <

∞, n ∈ N0.

Òåîðåìà Äóáà (òåîðåìà 158), íàâåäåíà íèæ÷å, ¹ ôàêòè÷íî íàñëiäêîì äî òåîðåìè

149 (òåîðåìè ïðî çáiæíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ñóïåðìàðòèíãàëiâ). Çâåðòàþ óâàãó ÷èòà÷à íà

iñòîòíó ðiçíèöþ ìiæ íåâiä'¹ìíèìè ñóïåðìàðòèíãàëàìè, ùî çàâæäè çáiãàþòüñÿ ì.í. äî

ì.í. ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi, i íåâiä'¹ìíèìè ñóáìàðòèíãàëàìè, ùî íå îáîâ'ÿçêîâî çáiãàþòüñÿ.

Ç òåîðåìè Äóáà âèïëèâà¹, ùî íåâiä'¹ìíi ñóáìàðòèíãàëè çáiãàþòüñÿ ì.í. çà óìîâè, ùî

âîíè îáìåæåíi ó L1, òîáòî sup
n∈N0

EXn <∞.

Òåîðåìà 158. Êîæåí iíòåãðîâíèé ñóáìàðòèíãàë (Xn)n∈N0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

sup
n∈N0

EX+
n <∞, (4.20)

çáiãà¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî äî iíòåãðîâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Äëÿ iíòåãðîâíîãî ìàð-

òèíãàëà óìîâà (4.20) åêâiâàëåíòíà óìîâi

sup
n∈N0

E|Xn| <∞. (4.21)

Äîâåäåííÿ. ßêùî (Xn) ¹ iíòåãðîâíèì ñóáìàðòèíãàëîì, òî ïîñëiäîâíiñòü (X+
n ) ¹ íå-

âiä'¹ìíèì iíòåãðîâíèì ñóáìàðòèíãàëîì. Öå âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi É¹íñåíà ç óðàõóâàí-

íÿì òîãî, ùî ôóíêöiÿ x 7→ x+, x ∈ R íå ñïàäà¹ òà ¹ îïóêëîþ. Òîìó

X+
n ≤ E

(
Xn+1|Fn

)+ ≤ E(X+
n+1|Fn), n ∈ N0 ì.í.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî n ∈ N0 ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ â.â. (E(X+
p |Fn))p≥n íå ñïàäà¹. Öå

âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

E(X+
p+1|Fn) = E

(
E(X+

p+1|Fp)|Fn
)
≥ E(X+

p |Fn), p ≥ n ì.í.

Ïîêëàäåìî

Mn := lim
p↑∞

E(X+
p |Fn), n ∈ N0,
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i ïîêàæåìî, ùî (Mn) ¹ iíòåãðîâíèì ìàðòèíãàëîì. Çðîçóìiëî, ùî ïðè n ∈ N0 Mn ¹ Fn-
âèìiðíîþ â.â. Ìàðòèíãàëüíà âëàñòèâiñòü ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òàê:

E(Mn+1|Fn) = E
(
lim
p↑∞

E(X+
p |Fn+1)|Fn

)
= lim

p↑∞
E
(
E(X+

p |Fn+1)|Fn
)

= lim
p↑∞

E(X+
p |Fn) = Mn,

ïðè öüîìó äðóãà ðiâíiñòü ìà¹ ìiñöå çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü ç óðàõó-

âàííÿì òîãî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (E(X+
p |Fn))p≥n íå ñïàäà¹. Iíòåãðîâíiñòü â.â.Mn âèïëèâà¹

ç ðiâíîñòi

EMn = E(lim
p↑∞

E(X+
p |Fn)) = lim

p↑∞
E(E(X+

p |Fn)) = lim
p↑∞

EX+
p . (4.22)

Äðóãà ðiâíiñòü îáãðóíòîâó¹òüñÿ òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü, à îñòàííÿ ãðà-

íèöÿ iñíó¹ i ¹ ñêií÷åííîþ, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (EX+
p )p∈N0 íå ñïàäà¹ (âíàñëiäîê òîãî,

ùî ïîñëiäîâíiñòü (EX+
p )p∈N0 íå ñïàäà¹) i ¹ îáìåæåíîþ çâåðõó (âíàñëiäîê (4.20)).

Ïîêëàäåìî

Yn := Mn −Xn, n ∈ N0,

òà ïåðåâiðèìî, ùî (Yn) ¹ íåâiä'¹ìíèì iíòåãðîâíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì. Çðîçóìiëî, ùî ïðè

n ∈ N0 â.â. Yn ¹ iíòåãðîâíèìè òà Fn-âèìiðíèìè. Îñêiëüêè ïðè p ≥ n Mn ≥ E(X+
p |Fn)

ì.í., çîêðåìà, Mn ≥ E(X+
n |Fn) = Xn ì.í., òî Yn = Mn−X+

n +X−n ≥ 0 ì.í., òîáòî â.â. Yn
¹ ì.í. íåâiä'¹ìíîþ. Íàðåøòi, ñóïåðìàðòèíãàëüíà âëàñòèâiñòü ïåðåâiðÿ¹òüñÿ òðèâiàëüíî

ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî (Mn) ¹ ìàðòèíãàëîì, à (Xn) ¹ ñóáìàðòèíãàëîì:

E(Yn+1|Fn) = E(Mn+1 −Xn+1|Fn) ≥Mn −Xn = Yn, n ∈ N0 ì.í.

Çà òåîðåìîþ 149,

lim
n→∞

Mn = M∞ òà lim
n→∞

Yn = Y∞ ì.í.,

ïðè öüîìó â.â. M∞ òà Y∞ ¹ iíòåãðîâíèìè. Òàêèì ÷èíîì, ñóáìàðòèíãàë (Xn) çáiãà¹òüñÿ

ì.í. äî iíòåãðîâíî¨ â.â. M∞ − Y∞ =: X∞. Çàçíà÷èìî, ùî íåâiä'¹ìíi â.â. M∞ òà Y∞

äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî X+
∞ òà X−∞. Äiéñíî, çãiäíî ç (4.22)

E(Mn −X+
n ) = EM0 − EX+

n ↓ 0, n ↑ ∞.

Òîìó ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ â.â. (Mn − X+
n ) çáiãà¹òüñÿ â L1 äî íóëÿ. Òîìó i ì.í.

ãðàíèöÿ M∞ − X+
∞ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìà¹ äîðiâíþâàòè íóëåâi. Îòæå, M∞ = X+

∞ ì.í.

Òîìó

Y∞ = M∞ −X∞ = X∞ −X∞ = X−∞ ì.í.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ çàçíà÷èìî, ùî äëÿ iíòåãðîâíî¨ â.â. X âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü E|X| = 2EX+−EX−. Òîìó äëÿ iíòåãðîâíîãî ìàðòèíãàëà (Xn) óìîâè (4.20) i (4.21)

¹ åêâiâàëåíòíèìè âíàñëiäîê òîãî, ùî EXn = const.

Îçíà÷åííÿ 159. Ïðåäñòàâëåííÿ

Xn = Mn − Yn, n ∈ N0
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iíòåãðîâíîãî ñóáìàðòèíãàëà ó âèãëÿäi ðiçíèöi íåâiä'¹ìíîãî iíòåãðîâíîãî ìàðòèíãàëà òà

íåâiä'¹ìíîãî iíòåãðîâíîãî ñóïåðìàðòèíãàëà íàçèâà¹òüñÿ ðîçêëàäîì Êðiêåáåðãà.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî öåé ðîçêëàä ¹ ìiíiìàëüíèì â òàêîìó ðîçóìiííi. ßêùî Xn =

M ′
n − Y ′n, äå (M ′

n) ¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì, à (Y ′n) ¹ íåâiä'¹ìíèì ñóïåðìàðòèíãàëîì,

òî M ′
n ≥ Mn, Y ′n ≥ Yn, n ∈ N0 ì.í. Íàãàäàþ, ùî äëÿ âèêîíàííÿ ðîçêëàäó Êðiêåáåðãà

iñòîòíèì ¹ ïðèïóùåííÿ sup
n∈N0

EX+
n <∞.

4.4.2. Ðåãóëÿðíiñòü iíòåãðîâíèõ ìàðòèíãàëiâ. Ïåðåä ôîðìóëþâàííÿì òâåð-

äæåííÿ 153 âæå çàçíà÷àëîñÿ, ùî çáiæíiñòü íåâiä'¹ìíîãî ìàðòèíãàëà ì.í. íå ãàðàíòó¹

éîãî çáiæíiñòü â ñåðåäíüîìó. Â öüîìó ðîçäiëi áóäóòü äîñëiäæåíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi

óìîâè äëÿ âèêîíàííÿ îñòàííüî¨ âëàñòèâîñòi.

Òåîðåìà 160. Äëÿ iíòåãðîâíîãî ìàðòèíãàëà (Xn)n∈N0 òàêi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåí-

òíèìè.

(à) Ïîñëiäîâíiñòü (Xn) çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó.

(á) Âèêîíóþòüñÿ óìîâè sup
n∈N0

E|Xn| < ∞ òà Xn = E(X∞|Fn), n ∈ N0 ì.í., äå

X∞ := lim
n→∞

Xn ì.í.

(á') Iñíó¹ iíòåãðîâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà X òàêà, ùî

Xn = E(X|Fn), n ∈ N0 ì.í.

(â) Ïîñëiäîâíiñòü (Xn) ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ, òîáòî

lim
a↑∞

sup
n∈N0

∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP = 0.

Çîêðåìà, öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî E sup
n∈N0

|Xn| <∞

Îçíà÷åííÿ 161. Iíòåãðîâíèé ìàðòèíãàë (Xn) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî âií âîëî-

äi¹ îäíi¹þ ç åêâiâàëåíòíèõ âëàñòèâîñòåé òåîðåìè 160.

Äîâåäåííÿ. (à)⇒ (á). ßêùî ïîñëiäîâíiñòü (Xn) çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó, òî çãiäíî ç òåî-

ðåìîþ 35 öÿ ïîñëiäîâíiñòü ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ. Òîìó çà òåîðåìîþ 30 sup
n∈N0

E|Xn| <

∞. Çà òåîðåìîþ 4.20 ìàðòèíãàë (Xn) çáiãà¹òüñÿ ì.í. äî iíòåãðîâíî¨ â.â.X∞. Çà òåîðåìîþ

35 lim
p→∞

Xp = X∞ â L1. Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi∣∣E(Xp|Fn)− E(X∞|Fn)
∣∣ ≤ E

(
|Xp −X∞|

∣∣Fn)
òà òîãî, ùî lim

p→∞
E|Xp −X∞| =∞, ðîáèìî âèñíîâîê

lim
p→∞

E
∣∣E(Xp|Fn)− E(X∞|Fn)

∣∣ = 0.

Àëå ïðè p ≥ n E(Xp|Fn) = Xn ì.í. Òîìó Xn = E(X∞|Fn) ì.í.

(á)⇒ (á'). Â ÿêîñòi X ìîæíà âçÿòè X∞. Òå, ùî öÿ â.â. iíòåãðîâíà, âèïëèâà¹ ç òåîðåìè
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4.20. Áåç çàëó÷åííÿ òåîðåìè 4.20 öå ìîæíà ïåðåâiðèòè òàê. Îñêiëüêè lim
n→∞
|Xn| = |X∞|

ì.í., òî çà ëåìîþ Ôàòó

E|X∞| ≤ lim
n→∞

E|Xn| ≤ sup
n∈N0

E|Xn| <∞.

(á')⇒ (â). Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó ðåçóëüòàò, ùî ¹ áiëüø çàãàëüíèì, íiæ ïîòðiáíî äëÿ

ïîòî÷íîãî äîâåäåííÿ.

Ëåìà 162. Äëÿ iíòåãðîâíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X ðîäèíà {E(X|G) : G ⊆ F}, äå G
ïðîáiãà¹ âñi ïiä-σ-àëãåáðè σ-àëãåáðè F , ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ, òîáòî

lim
a→∞

sup
G

∫
{|E(X|G)|>a}

|E(X|G)|dP = 0.

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi |E(X|G)| ≤ E(|X||G) ì.í., ìà¹ìî∫
{|E(X|G)|>a}

|E(X|G)|dP ≤
∫
{E(|X||G)>a}

E(|X||G)dP =

∫
{E(|X||G)>a}

|X|dP.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî {E(|X||G) > a} ⊂ G. Äëÿ äîâiëüíîãî b > 0

ðîçiá'¹ìî îñòàííié iíòåãðàë íà äâà: îäèí � ïî ìíîæèíi {|X| ≤ b}, iíøèé � ïî {|X| > b}.
Îöiíþþ÷è îêðåìî êîæåí ç öèõ iíòåãðàëiâ, îòðèìó¹ìî∫

{E(|X||G)>a}
|X|dP ≤ bP{E(|X||G) > a}+

∫
{|X|>b}

|X|dP.

Çà íåðiâíiñòþ Ìàðêîâà

P{E(|X||G) > a} ≤ a−1E(E(|X||G)) = a−1E|X|.

Òîìó

sup
G

∫
{|E(X|G)|>a}

|E(X|G)|dP ≤ ba−1E|X|+
∫
{|X|>b}

|X|dP.

Ïîêëàäåìî b =
√
a. Òîäi ïðàâà ÷àñòèíà ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè a → ∞, ùî i äîâîäèòü

ëåìó.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòî÷íî¨ iìïëiêàöi¨ äîñòàòíüî íàãàäàòè, ùî çà ïðèïóùåííÿì Xn =

E(X|Fn), n ∈ N0 ì.í., äå X ¹ iíòåãðîâíîþ â.â. Òîìó çà ëåìîþ 162

lim
a→∞

sup
n∈N0

∫
{|E(X|Fn)|>a}

|E(X|Fn)|dP = 0,

ùî âñòàíîâëþ¹ ðiâíîìiðíó iíòåãðîâíiñòü (Xn).

(â) ⇒(à). Çà òåîðåìîþ 30 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà sup
n∈N0

E|Xn| < ∞. Òîìó çà òåîðåìîþ 158

lim
n→∞

Xn = X∞ ì.í. Çà òåîðåìîþ 35 ç öi¹¨ çáiæíîñòi òà ðiâíîìiðíî¨ iíòåãðîâíîñòi âèïëèâà¹

çáiæíiñòü â ñåðåäíüîìó.

Íàñëiäîê 163. ßêùî (Xn)n∈N0 ¹ ðåãóëÿðíèì ìàðòèíãàëîì, òî äëÿ êîæíîãî ìîìåíòà çó-

ïèíêè τ âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xτ ¹ iíòåãðîâíîþ. Êðiì òîãî, äëÿ ìîìåíòiâ çóïèíêè τ1 òà

τ2 òàêèõ, ùî τ1(ω) ≤ τ2(ω) äëÿ âñiõ ω ∈ Ω, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Xτ1 = E(Xτ2|Fτ1) ìàéæå íàïåâíî.
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Çàóâàæåííÿ 164. Äëÿ ðåãóëÿðíîãî ìàðòèíãàëà (Xn) iñíó¹ ãðàíèöÿ X∞ := lim
n→∞

Xn ì.í.,

i íà ìíîæèíi {τ =∞} Xτ = X∞ çà îçíà÷åííÿì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòà çóïèíêè τ ì.í. ãðàíèöÿ X∞ ðåãóëÿðíîãî ìàðòèí-

ãàëà (Xn) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

Xτ = E(X∞|Fτ ) ì.í. (4.23)

Äiéñíî, äëÿ n ∈ N0

⋃
{+∞} íà ìíîæèíi {τ = n} âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi Xτ = Xn òà

E(X∞|Fτ ) = E(X∞|Fn). Ç òîãî, ùî Xn = E(X∞|Fn), n ∈ N0 ì.í., âèïëèâà¹ òå, ùî

ðiâíiñòü (4.23) âèêîíó¹òüñÿ íà êîæíié ìíîæèíi {τ = n}, n ∈ N0

⋃
{+∞}, i, îòæå, íà Ω.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíiñòü (4.23) äîâåäåíà i, ÿê íàñëiäîê, â.â. Xτ ¹ iíòåãðîâíîþ.

Äàëi, îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì τ1 ≤ τ2, òî çà ëåìîþ 49 σ-àëãåáðè Fτ1 òà Fτ2 ïîâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì Fτ1 ⊆ Fτ2 . Òîìó

E(Xτ2|Fτ1)
(4.23)
= E

(
E(X∞|Fτ2)|Fτ1

)
= E(X∞|Fτ1)

(4.23)
= Xτ1 ì.í.

Íàäàëi äëÿ p ≥ 1 âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ||X||p := (E|X|p)1/p.

Îçíà÷åííÿ 165. Âèïàäêîâà ïîñëiäîâíiñòü (Zn)n∈N0 íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ ó Lp, p ≥
1, ÿêùî sup

n∈N0

||Zn||p <∞.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äåìîíñòðó¹ ðåãóëÿðíiñòü ìàðòèíãàëiâ, îáìåæåíèõ ó Lp, p > 1.

Òåîðåìà 166. Íåõàé p > 1 ¹ ôiêñîâàíèì. Êîæåí îáìåæåíèé ó Lp ìàðòèíãàë (Xn) ¹

ðåãóëÿðíèì. Áiëüøå òîãî, ìàðòèíãàë çáiãà¹òüñÿ íå òiëüêè ìàéæå íàïåâíî, à i ó Lp.

Çàóâàæåííÿ 167. Äëÿ p = 1 òâåðäæåííÿ íå çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ìàðòèíãàë ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíèì i, îòæå, ðåãó-

ëÿðíèì. Äiéñíî, äëÿ äîâiëüíîãî a > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ap−1

∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP ≤
∫

Ω

|Xn|pdP = E|Xn|p.

Òîìó

sup
n∈N0

∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP ≤ a1−pCp,

äå C := sup
n∈N0

||Xn||p <∞. Ñïðÿìîâóþ÷è a→∞, âñòàíîâëþ¹ìî ðiâíîìiðíó iíòåãðîâíiñòü

(Xn).

Çà òåîðåìîþ 160 â.â. X∞ = lim
n→∞

Xn ¹ ì.í. ñêií÷åííîþ. Îñêiëüêè lim
n→∞
|Xn|p = |X∞|p

ì.í., òî çà ëåìîþ Ôàòó

E|X∞|p ≤ lim
n→∞

E|Xn|p ≤ Cp <∞.
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Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi

|X∞|p = (X+
∞ +X−∞)p ≥ (X+

∞)p + (X−∞)p

ðîáèìî âèñíîâîê

E(X+
∞)p <∞, E(X−∞)p <∞.

Çà òâåðäæåííÿì 153 ïîñëiäîâíîñòi
(
E(X+

∞|Fn)
)
n∈N0

òà
(
E(X−∞|Fn)

)
n∈N0

çáiãàþòüñÿ ìàé-

æå íàïåâíî òà ó Lp äî âèïàäêîâèõ âåëè÷èí E(X+
∞|F∞) = X+

∞ òà E(X−∞|F∞) = X−∞

âiäïîâiäíî. Çà òåîðåìîþ 160

Xn = E(X∞|Fn) = E(X+
∞|Fn)− E(X−∞|Fn), n ∈ N0 ì.í.

Òîìó

E|Xn −X∞|p = E
∣∣∣∣E(X+

∞|Fn)−X+
∞ − E(X−∞|Fn) +X−∞

∣∣∣∣p
≤ 2p−1

(
E
∣∣∣∣E(X+

∞|Fn)−X+
∞

∣∣∣∣p + E
∣∣∣∣E(X−∞|Fn)−X−∞

∣∣∣∣p)
→ 0, n→∞,

äå îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà òà îïóêëîñòi ôóíêöi¨ x 7→ xp.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ìiñòèòü óòî÷íåííÿ òåîðåìè 166.

Òåîðåìà 168. Íåõàé p > 1 ¹ ôiêñîâàíèì, à (Xn)n∈N0 ¹ îáìåæåíèì ó Lp ìàðòèíãàëîì.

Òîäi âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Äóáà

|| sup
n∈N0

|Xn|||p ≤
p

p− 1
sup
n∈N0

||Xn||p. (4.24)

Çîêðåìà, E( sup
n∈N0

|Xn|)p <∞.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáíà ëåìà, ùî ìà¹ i ñàìîñòiéíèé iíòåðåñ.

Ëåìà 169. Íåõàé (Xn)n∈N0 ¹ íåâiä'¹ìíèì iíòåãðîâíèì ñóáìàðòèíãàëîì. Òîäi äëÿ äî-

âiëüíîãî a > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

aP{max
m≤n

Xm > a} ≤
∫
{max
m≤n

Xm>a}
XndP, n ∈ N0.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòà çóïèíêè τ i äëÿ êîæíîãî n ∈ N0 íåðiâíiñòü Xτ ≤
E(Xn|Fτ ) âèêîíó¹òüñÿ ì.í. íà ìíîæèíi {τ ≤ n}. Ñêîðèñòàâøèñÿ öi¹þ íåðiâíiñòþ äëÿ

ìîìåíòà çóïèíêè τa, âèçíà÷åíîãî ó (4.14), òà ïåðåéøîâøè äî ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü,

îòðèìà¹ìî

aP{τa ≤ n} ≤
∫
{τa≤n}

XτadP ≤
∫
{τa≤n}

E(Xn|Fτa)dP

=

∫
{τa≤n}

XndP, n ∈ N0.

Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî {τa ≤ n} = {max
m≤n

Xm > a}.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 168. Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi

|Xn| = |E(Xn+1|Fn)| ≤ E(|Xn+1||Fn), n ∈ N0 ì.í.,

ïîñëiäîâíiñòü (|Xn|)n∈N0 ¹ iíòåãðîâíèì ñóáìàðòèíãàëîì. Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ 169

aE1{Sn>a} = aP{Sn > a} ≤ E|Xn|1{Sn>a}, n ∈ N0,

äå Sn := max
m≤n
|Xm|. Ïðîiíòåãðó¹ìî öþ íåðiâíiñòü, ïîìíîæåíó íà pap−2, ïî iíòåðâàëó

[0,∞)

ESpn = E
∫ Sn

0

pap−1da =

∫ ∞
0

pap−1E1{Sn>a} da

≤
∫ ∞

0

pap−2E|Xn|1{Sn>a} = E|Xn|
∫ Sn

0

pap−2da

=
p

p− 1
E|Xn|Sp−1

n . (4.25)

Çàçíà÷èìî, ùî âñi çàïèñàíi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ ¹ ñêií÷åííèìè âíàñëiäîê îáìåæå-

íîñòi (Xn) ó Lp. Çà ëåìîþ 25 (íåðiâíiñòþ Ãüîëüäåðà)

E|Xn|Sp−1
n ≤ ||Xn||p||Sp−1

n ||p/(p−1) = ||Xn||p||Sn||p−1
p . (4.26)

Òîìó

||Sn||pp = ESpn
(4.25)

≤ p

p− 1
E|Xn|Sp−1

n

(4.26)

≤ p

p− 1
||Xn||p||Sn||p−1

p .

Ïîäiëèâøè îñòàííþ íåðiâíiñòü íà ||Sn||p−1
p , îòðèìà¹ìî

||Sn||p ≤
p

p− 1
||Xn||p ≤

p

p− 1
sup
n∈N0

||Xn||p.

Îñêiëüêè Sn ↑ sup
n∈N0

|Xm| ïðè n → ∞, òî çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü

âèêîíó¹òüñÿ (4.24). �

Äëÿ îáìåæåíèõ ó L1 íåðåãóëÿðíèõ ìàðòèíãàëiâ (Xn) â.â. sup
n∈N0

|Xn| íå ìîæå áóòè

iíòåãðîâíîþ (â ñóïðîòèâíîìó âèïàäêó ìàðòèíãàë áóâ áè ðåãóëÿðíèì). Òàêèì ÷èíîì,

òåîðåìà 168 íå ìîæå âêëþ÷àòè âèïàäîê p = 1.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äåìîíñòðó¹, ùî, âèìàãàþ÷è äåùî áiëüøå, íiæ òiëüêè îáìåæå-

íiñòü ó L1, ìîæíà ãàðàíòóâàòè iíòåãðîâíiñòü ñóïðåìóìà ìàðòèíãàëà.

Òåîðåìà 170. Äëÿ ìàðòèíãàëà (Xn)n∈N0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

sup
n∈N0

E|Xn| ln+ |Xn| <∞,

âèïàäêîâà âåëè÷èíà sup
n∈N0

|Xn| ¹ iíòåãðîâíîþ. Çîêðåìà, ìàðòèíãàë ¹ ðåãóëÿðíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ âñiõ b, c > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

b ln+ c ≤ b ln+ b+ e−1c. (4.27)
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Äiéñíî, ãðàôiê âãíóòî¨ ôóíêöi¨ y = lnx ëåæèòü íå âèùå ïðÿìî¨ y = e−1x, ùî ¹ äîòè÷íîþ

â òî÷öi x = e äî öüîãî ãðàôiêà. Òîìó lnx ≤ e−1x i, îòæå, b ln(c/b) ≤ be−1(c/b) = e−1c.

Òàêèì ÷èíîì,

b ln c ≤ b ln b+ e−1c ≤ b ln+ b+ e−1c.

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà íåâiä'¹ìíà, òî çëiâà ìîæíà çàìiíèòè b ln c íà b ln+ c.

Íåâiä'¹ìíèé ñóáìàðòèíãàë (|Xn|) ¹ iíòåãðîâíèì âíàñëiäîê ïðèïóùåííÿ òåîðåìè i

íåðiâíîñòi

∞ > E|Xn| ln+ |Xn| ≥ E|Xn|E ln+ |Xn|, n ∈ N.

Òîìó çà ëåìîþ 169

P{max
m≤n
|Xm| > a} ≤ a−1E|Xn|1{max

m≤n
|Xm|>a} . (4.28)

Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi max
m≤n
|Xm| ≤

∑n
m=0 |Xm| ì.í., â.â. max

m≤n
|Xm| ¹ iíòåãðîâíîþ. Êðiì

òîãî, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

Emax
m≤n
|Xm| =

∫ ∞
0

P{max
m≤n
|Xm| > a}da

≤ 1 +

∫ ∞
1

P{max
m≤n
|Xm| > a}da. (4.29)

Ïðîiíòåãðóâàâøè íåðiâíiñòü (4.28) ïî a ≥ 1 òà ñêîðèñòàâøèñÿ íåðiâíiñòþ (4.27) ç b =

|Xn| òà c = sup
m≤n
|Xm|, îòðèìó¹ìî∫ ∞
1

P{max
m≤n
|Xm| > a}da ≤

∫ ∞
1

E|Xn|1{max
m≤n

|Xm|>a} a
−1da

= E|Xn|
∫ max

m≤n
|Xm|∨1

1

a−1da

= E|Xn| ln+ max
m≤n
|Xm|

≤ E|Xn| ln+ |Xn|+ e−1Emax
m≤n
|Xm|.

Êîìáiíóþ÷è öþ íåðiâíiñòü ç (4.29), ìà¹ìî

(1− e−1)Emax
m≤n
|Xm| ≤ 1 + E|Xn| ln+ |Xn|.

Íàðåøòi, ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè n→∞, îòðèìó¹ìî

E sup
n∈N0

|Xn| ≤
e

e− 1

(
1 + sup

n∈N0

E|Xn| ln+ |Xn|
)
.

4.5. Çàäà÷i

Çàäà÷à 171. [11] Íåõàé (Xn)n∈N0 ¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì, ùî ñòàðòó¹ ó X0 = a > 0

òà çàäîâîëüíÿ¹ EXn ln+ Xn <∞, n ∈ N, lim
n→∞

EXn ln+ Xn = +∞. Äîâåñòè, ùî

lim
n→∞

Emax
m≤n

Xm

EXn ln+Xn

≤ a.
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Ïiäêàçêà: Äîâåñòè óçàãàëüíåííÿ íåðiâíîñòi (4.27): äëÿ äîâiëüíèõ b, c > 0 òà x0 > e

b ln+ c ≤ b ln+ b+ x−1
0 c+ (lnx0 − 1)b.

Äàëi ïðîäîâæóâàòè çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 170.

Çàäà÷à 172. [5] Íåõàé (Xn)n∈N0 ¹ ïðîöåñîì Ãàëüòîíà-Âàòñîíà ç EX1 = 1 òà EX2
1 < ∞.

Äîâåñòè, ùî

lim
n→∞

Emax
m≤n

Xm

EXn ln+Xn

= 1.

Çàäà÷à 173. Íåõàé (Xk)k∈N0 ¹ ìàðòèíãàëîì, âèçíà÷åíèì ó ïðèêëàäi 174. Ïîêàçàòè, ùî

ôóíêöiÿ f ìîæå áóòè âèáðàíà òàêîþ, ùî ãðàíèöÿ lim
n→∞

E max
m≤n

Xm

EXn ln+Xn
äîðiâíþ¹ äîâiëüíîìó

íàïåðåä çàäàíîìó ÷èñëó ç ïðîìiæêó [0, 1).

Ïiäêàçêà: Íàïðèêëàä, ãðàíèöÿ äîðiâíþ¹ 0, ÿêùî f(x) = x+ 1.

Ïðèêëàä 174. Íåõàé f : [1,∞) 7→ (1,∞) ¹ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ, ùî íå ñïàäà¹, à (Yk)k∈N

¹ ïîñëiäîâíiñòþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç ðîçïîäiëàìè

P{Yk = f(k)} = 1/f(k), P{Yk = 0} = 1− 1/f(k), k ∈ N.

Ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0 , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

X0 := 1, Xn := Y1Y2 · · ·Yn, n ∈ N,

¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì.

4.6. Ðåãóëÿðíi ìîìåíòè çóïèíêè äëÿ iíòåãðîâíèõ ìàðòèíãàëiâ

ßêùî (Xn) ¹ ðåãóëÿðíèì ìàðòèíãàëîì, òî EXτ = EX0 äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòó çóïèíêè

τ . Ïîñòà¹ ïèòàííÿ: ÿê îá÷èñëèòè EXτ ó âèïàäêó, êîëè ìàðòèíãàë (Xn) íå ¹ ðåãóëÿðíèì.

Äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòó çóïèíêè öå çðîáèòè íåìîæëèâî. Ïðîòå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíó¹

êëàñ ìîìåíòiâ çóïèíêè (âîíè íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèìè), äëÿ ÿêèõ ðiâíiñòü EXτ = EX0

âèêîíó¹òüñÿ íàâiòü äëÿ íåðåãóëÿðíèõ ìàðòèíãàëiâ (Xn).

Ëåìà 175. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0 ¹ iíòåãðîâíèì ìàðòèíãàëîì. Òîäi ïîñëiäîâ-

íiñòü (Xτ∧n)n∈N0 òàêîæ ¹ iíòåãðîâíèì ìàðòèíãàëîì äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòà çóïèíêè

τ .

Äîâåäåííÿ. Ç ïðåäñòàâëåííÿ

Xτ∧n =
n∑

m=0

Xm 1{τ=m}+Xn 1{τ>n}, n ∈ N0,

âèïëèâà¹, ùî äëÿ n ∈ N0 â.â. Xτ∧n ¹ iíòåãðîâíèìè òà Fn-âèìiðíèìè. Îñêiëüêè

Xτ∧(n+1) −Xτ∧n = 1{τ>n}(Xn+1 −Xn), n ∈ N0,

òî

E(Xτ∧(n+1) −Xτ∧n|Fn) = 1{τ>n} E(Xn+1 −Xn|Fn) = 0.

Îòæå, (Xτ∧n) ¹ iíòåãðîâíèì ìàðòèíãàëîì.
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Îçíà÷åííÿ 176. Ìîìåíò çóïèíêè τ íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì äëÿ ìàðòèíãàëó (Xn),

ÿêùî ìàðòèíãàë (Xτ∧n) ¹ ðåãóëÿðíèì.

Òåîðåìà 177. ßêùî τ ¹ ðåãóëÿðíèì ìîìåíòîì çóïèíêè, òî

(à) ãðàíèöÿ X∞ := lim
n→∞

Xn iñíó¹ ìàéæå íàïåâíî íà ìíîæèíi {τ = +∞};
(á) âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xτ ¹ iíòåãðîâíîþ òà

(â) Xτ∧n = E(Xτ |Fn), n ∈ N0 ìàéæå íàïåâíî.

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíî¨ ïàðè ìîìåíòiâ çóïèíêè τ1 òà τ2 òàêèõ, ùî τ1(ω) ≤ τ2(ω) ≤
τ(ω) äëÿ âñiõ ω ∈ Ω, âèïàäêîâi âåëè÷èíè Xτ1 òà Xτ2 iíòåãðîâíi, òà ðiâíiñòü

Xτ1 = E(Xτ2|Fτ1)

âèêîíó¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî.

Äëÿ íåðåãóëÿðíîãî ìîìåíòà çóïèíêè τ âëàñòèâîñòi (à)-(â) íå âèêîíóþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ Yn := Xτ∧n, n ∈ N0. ßêùî ìàðòèíãàë (Yn) ¹ ðåãóëÿð-

íèì, òî çà òåîðåìîþ 160 ãðàíèöÿ Y∞ := lim
n→∞

Yn iñíó¹ ì.í. Îñêiëüêè íà ïîäi¨ {τ = +∞}
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü Yn = Xn, n ∈ N0 ì.í., òî ãðàíèöÿ X∞ := lim

n→∞
Xn iñíó¹ ì.í. íà ïîäi¨

{τ = +∞}. Çà òåîðåìîþ 160 â.â. Y∞ = Xτ ¹ iíòåãðîâíîþ, òà, êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü, Yn = E(Y∞|Fn), n ∈ N0 ì.í., ùî ìîæå áóòè çàïèñàíà òàê

Xτ∧n = E(Xτ |Fn), n ∈ N0 ì.í.

Çà òi¹þ æ òåîðåìîþ 160 âëàñòèâîñòi (à)-(â) íå ìîæóòü âèêîíóâàòèñÿ, ÿêùî ìàðòèíãàë

(Yn) íå ¹ ðåãóëÿðíèì.

Íàðåøòi, ÿêùî τ1 ≤ τ , òî Yτ1 = Xτ1 , i îñòàííÿ ÷àñòèíà òåîðåìè âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó

163, çàñòîñîâàíîãî äî ðåãóëÿðíîãî ìàðòèíãàëà (Yn).

Íàñëiäîê 178. Íåõàé ìîìåíòè çóïèíêè τ1 òà τ2 ¹ òàêèìè, ùî τ1 ≤ τ2 âñþäè. ßêùî τ2 ¹

ðåãóëÿðíèì ìîìåíòîì çóïèíêè äëÿ äåÿêîãî ìàðòèíãàëà (Xn), òî τ1 òàêîæ ¹ ðåãóëÿðíèì

äëÿ öüîãî ìàðòèíãàëà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè τ2 ¹ ðåãóëÿðíèì ìîìåíòîì çóïèíêè òà çà ïðèïóùåííÿì τ1 ≤ τ2

ì.í., òî çãiäíî ç îñòàííüîþ ÷àñòèíîþ òåîðåìè 177 (ç τ = τ2) â.â. Xτ1 ¹ iíòåãðîâíîþ. Çà

÷àñòèíîþ (á') òåîðåìè 160 äëÿ äîâåäåííÿ ðåãóëÿðíîñòi ìàðòèíãàëó (Xτ1∧n) äîñòàòíüî

ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

Xτ1∧n = E(Xτ1|Fn), n ∈ N0 ì.í.

Ìè çðîáèìî öå îêðåìî íà íåñóìiñíèõ ïîäiÿõ {τ1 ≤ n} òà {τ1 > n}, ùî óòâîðþþòü ïîâíó
ãðóïó. Ìà¹ìî

E
(
Xτ1|Fn

)
1{τ1≤n} = E

(
Xτ1 1{τ1≤n} |Fn

)
= E

( n∑
k=0

Xτ1 1{τ1=k} |Fn
)

=
n∑
k=0

E
(
Xk 1{τ1=k} |Fn

)
=

n∑
k=0

Xk 1{τ1=k} = Xτ1 1{τ1≤n}

= Xτ1∧n 1{τ1≤n} .
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Çãiäíî ç òåîðåìîþ 177 Xτ1 = E
(
Xτ2|Fτ1

)
ì.í. Îñêiëüêè τ1 ∧ n ≤ τ1 ì.í., òî çà ëåìîþ 49

Fτ1∧n ⊆ Fτ1 . Òîìó

E
(
Xτ1 |Fτ1∧n

)
= E

(
E
(
Xτ2|Fτ1

)
|Fτ1∧n

)
= E

(
Xτ2|Fτ1∧n

)
= Xτ1∧n,

ïðè öüîìó îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 177. Òîìó

E
(
Xτ1|Fn

)
1{τ1>n} = E

(
Xτ1 |Fτ1∧n

)
1{τ1>n} = Xτ1∧n1{τ1>n}.

Çàóâàæåííÿ 179. Ç äîâåäåíîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹, ùî äëÿ ðåãóëÿðíîãî ìàðòèíãàëà

(Xn) êîæåí ìîìåíò çóïèíêè ¹ ðåãóëÿðíèì. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî âçÿòè τ2 = +∞
òà çàçíà÷èòè, ùî âíàñëiäîê ðiâíîñòi Xτ2∧n = Xn, n ∈ N0 ì.í., öåé ìîìåíò çóïèíêè ¹

ðåãóëÿðíèì.

Òåîðåìè 180 òà 182, íàâåäåíi íèæ÷å, ìiñòÿòü êðèòåði¨ ðåãóëÿðíîñòi ìîìåíòiâ çóïèíêè.

Òåîðåìà 180. Äëÿ òîãî ùîá ìîìåíò çóïèíêè τ áóâ ðåãóëÿðíèì äëÿ ìàðòèíãàëà

(Xn)n∈N0 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ óìîâè

(à) E|Xτ |1{τ<∞} <∞;

(á) ïîñëiäîâíiñòü (Xn 1{τ>n})n∈N0 ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ.

Óìîâà (à) àâòîìàòè÷íî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìàðòèíãàëiâ (Xn) òàêèõ, ùî

sup
n∈N0

E |Xn| <∞, çîêðåìà, äëÿ íåâiä'¹ìíèõ iíòåãðîâíèõ ìàðòèíãàëiâ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 160 ìîìåíò çóïèíêè τ ¹ ðåãóëÿðíèì äëÿ (Xn) òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè ìàðòèíãàë (Xτ∧n) ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíèì. Ïîêàæåìî, ùî óìîâè (à) i (á)

åêâiâàëåíòíi îñòàííié âëàñòèâîñòi.

⇐. Çàïèøåìî äëÿ a > 0

E|Xτ∧n|1{|Xτ∧n|>a} = E|Xτ |1{τ≤n, |Xτ |>a}+E|Xn|1{τ>n, |Xn|>a}
≤ E|Xτ |1{τ<∞, |Xτ |>a}+E|Xn 1{τ>n} |1{|Xn1{τ>n}|>a}.

Óìîâà (à) ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ iíòåãðîâíî¨ ìàæîðàíòè |Xτ |1{τ<∞} äëÿ |Xτ |1{τ<∞, |Xτ |>a}.
Òîìó çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè

ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè a → ∞. Óìîâà (á) â ñâîþ ÷åðãó çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü ïðè a → ∞
äðóãîãî äîäàíêà äî íóëÿ ðiâíîìiðíî ïî n. Òîìó ìàðòèíãàë (Xτ∧n) ¹ ðiâíîìiðíî iíòå-

ãðîâíèì.

⇒. Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ìàðòèíãàë (Xτ∧n) ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíèì. Çîêðåìà, çà

òåîðåìîþ 30 (àáî 160) sup
n∈N0

E|Xτ∧n| <∞. Êðiì òîãî,

|Xτ |1{τ≤n} = |Xτ∧n|1{τ≤n} ≤ |Xτ∧n|, n ∈ N0 ì.í.

Òîìó, çàçíà÷èâøè, ùî ãðàíèöÿ lim
n→∞

E|Xτ |1{τ≤n} iñíó¹ âíàñëiäîê òåîðåìè Ëåâi ïðî ìîíî-
òîííó çáiæíiñòü (äèâ. âëàñòèâiñòü (ã) íà ñ. 90), ðîáèìî âèñíîâîê

E|Xτ |1{τ<∞} = lim
n→∞

E|Xτ |1{τ≤n} ≤ sup
n∈N0

E|Xτ |1{τ≤n} ≤ sup
n∈N0

E|Xτ∧n| <∞.
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Îòæå, óìîâà (à) âèêîíó¹òüñÿ.

Îñêiëüêè

|Xn 1{τ>n} | = |Xτ∧n|1{τ>n} ≤ |Xτ∧n|, n ∈ N0 ì.í.,

òî ðiâíîìiðíà iíòåãðîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (Xn 1{τ>n}) çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ iíòå-

ãðîâíiñòþ (Xτ∧n). Îòæå, óìîâà (á) âèêîíó¹òüñÿ.

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N0 âèêîíó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü

Xτ∧n =
n∑

m=0

Xm 1{τ∧n=m} =
n∑

m=0

E(Xn|Fm)1{τ∧n=m}

=
n∑

m=0

E(Xn 1{τ∧n=m} |Fm), n ∈ N0 ì.í.

Òîìó

E|Xτ∧n| ≤ E
n∑

m=0

∣∣E(Xn 1{τ∧n=m}
∣∣Fm)| ≤ E

n∑
m=0

E(|Xn|1{τ∧n=m} |Fm)

=
n∑

m=0

E|Xn|1{τ∧n=m} = E|Xn|, n ∈ N0.

Ïðèïóñòèâøè òåïåð, ùî sup
n∈N0

E|Xn| <∞, ìà¹ìî

lim
n→∞

E|Xτ∧n| ≤ sup
n∈N0

E|Xτ∧n| ≤ sup
n∈N0

E|Xn| <∞. (4.30)

Êðiì òîãî, çà òåîðåìîþ 158 iñíó¹ ãðàíèöÿ X∞ := lim
n→∞

Xn ì.í. Îñòàíí¹ çàáåçïå÷ó¹ çái-

æíiñòü lim
n→∞

Xτ∧n 1{τ=∞} = X∞ 1{τ=∞} = Xτ 1{τ=∞} ì.í. Âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Xτ∧n 1{τ<∞} = Xτ 1{τ≤n}+Xn 1{n<τ<∞}, n ∈ N0 ì.í.

Çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü ïðè n → ∞ ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòè-

íè çáiãà¹òüñÿ ì.í. äî Xτ 1{τ<∞}. Äðóãèé äîäàíîê ïðÿìó¹ äî íóëÿ, îñêiëüêè iíäèêàòîð

ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Îòæå, lim
n→∞

Xτ∧n 1{τ<∞} = Xτ 1{τ<∞} ì.í. Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè ñïiâ-

âiäíîøåííÿ lim
n→∞
|Xτ∧n| = |Xτ | ì.í. Çà ëåìîþ Ôàòó

E|Xτ | ≤ lim
n→∞

E|Xτ∧n|
(4.30)
< ∞.

Òîìó E|Xτ |1{τ<∞} ≤ E|Xτ | <∞, ùî îçíà÷à¹, ùî óìîâà (à) âèêîíó¹òüñÿ.

Íàñëiäîê 181. Äëÿ êîæíîãî ìàðòèíãàëà (Xn)n∈N0 , ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó sup
n∈N0

E|Xn| <∞

(çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî íåâiä'¹ìíîãî iíòåãðîâíîãî ìàðòèíãàëà) ìîìåíò çóïèíêè

τ̂a :=


inf{n ∈ N0 : |Xn| > a}, ÿêùî sup

n∈N0

|Xn| > a,

+∞, ÿêùî sup
n∈N0

|Xn| ≤ a.

¹ ðåãóëÿðíèì äëÿ âñiõ a ≥ 0.
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Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 180 íåðiâíiñòü sup
n∈N0

E|Xn| < ∞ ãàðàíòó¹ âèêîíàííÿ óìîâè (à)

çãàäàíî¨ òåîðåìè. Îñêiëüêè æ |Xn|1{τ̂a>n} ≤ a, n ∈ N0 ì.í., òî çà ëåìîþ 29 ïîñëiäîâíiñòü

(Xn 1{τ̂a>n}) ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíîþ, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (á) òåîðåìè 180.

Òåîðåìà 182. Äëÿ òîãî ùîá ìîìåíò çóïèíêè τ áóâ ðåãóëÿðíèì äëÿ iíòåãðîâíîãî ìàð-

òèíãàëà (Xn)n∈N0, à ãðàíèöÿ lim
n→∞

Xn 1{τ=∞} äîðiâíþâàëà á 0 ìàéæå íàïåâíî, íåîáõiäíî

i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ óìîâè

(i) E|Xτ |1{τ<∞} <∞;

(ii) lim
n→∞

E|Xn|1{τ>n} = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî óìîâè (i) òà (ii) ¹ íåîáõiäíèìè. Çà ïðèïóùåííÿì òà òåîðåìîþ

160 ìàðòèíãàë (Xτ∧n) çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó äî iíòåãðîâíî¨ â.â. Y , ùî äîðiâíþ¹ íóëåâi

íà ìíîæèíi {τ =∞} òà äîðiâíþ¹ Xτ íà {τ <∞}. Òîìó ∞ > EY = EXτ 1{τ<∞}, i óìîâà

(i) âèêîíó¹òüñÿ. Óìîâà (ii) âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 33∫
{τ>n}

|Xn|dP =

∫
{τ>n}

|Xτ∧n|dP →
∫
{τ=∞}

|Y |dP = 0, n→∞.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî óìîâè (i) òà (ii) ¹ äîñòàòíiìè. Çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó

çáiæíiñòü

lim
n→∞

E|Xτ |1{τ≤n} = E|Xτ |1{τ<∞} .

Ïðè öüîìó çãiäíî ç óìîâîþ (i) ãðàíèöÿ ¹ ñêií÷åííîþ. Îòæå, ç óðàõóâàííÿì óìîâè (ii)

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

E|Xτ∧n| = E|Xτ |1{τ≤n}+E|Xn|1{τ>n} → E|Xτ |1{τ<∞} <∞, n→∞.

Òîìó sup
n∈N0

E|Xτ∧n| < ∞. Îòæå, çà òåîðåìîþ 158 ãðàíèöÿ Y := lim
n→∞

Xτ∧n iñíó¹ ì.í.,

ïðè öüîìó Y 1{τ<∞} = Xτ 1{τ<∞} òà Y 1{τ=∞} = lim
n→∞

Xτ∧n 1{τ=∞} = lim
n→∞

Xn 1{τ=∞} = 0.

Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi

E|Y |1{τ=∞} = E lim
n→∞
|Xn|1{τ=∞} ≤ lim

n→∞
E|Xn|1{τ=∞} ≤ lim

n→∞
E|Xn|1{τ>n} = 0, (4.31)

äëÿ îòðèìàííÿ ÿêî¨ áóëà âèêîðèñòàíà ëåìà Ôàòó òà óìîâà (ii). Çàçíà÷èâøè òå, ùî

E|Xτ∧n − Y |1{τ≤n} = E|Xτ∧n −Xτ |1{τ≤n} = 0,

îòðèìà¹ìî

E|Xτ∧n − Y | = E|Xτ∧n − Y |1{τ>n} ≤ E|Xn|1{τ>n}+E|Y |1{τ>n} → 0, n→∞.

Äiéñíî, ïåðøèé äîäàíîê ïðÿìó¹ äî íóëÿ çãiäíî ç óìîâîþ (ii), à äðóãèé � çãiäíî ç òåîðå-

ìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü òà (4.31). Òàêèì ÷èíîì, ìàðòèíãàë (Xτ∧n) çáiãà¹òüñÿ

â ñåðåäíüîìó. Òîìó çà òåîðåìîþ 160 âií ¹ ðåãóëÿðíèì.
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4.7. Çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ìàðòèíãàëiâ

4.7.1. Òåîðiÿ âiäíîâëåííÿ Íàãàäàþ, ùî ïðè âèâ÷åííi òåîði¨ âiäíîâëåííÿ íàøi äî-

âåäåííÿ ìàëè çäåáiëüøîãî éìîâiðíiñíèé õàðàêòåð. Iñíó¹ iíøèé, ñóòî àíàëiòè÷íèé ïiäõiä

äî òåîði¨ âiäíîâëåííÿ, âèñâiòëåíèé ó êíèçi [4]. Ïðè öüîìó ëåìà 183, íàâåäåíà íèæ÷å, ¹

êëþ÷îâèì äîïîìiæíèì ðåçóëüòàòîì äëÿ òàêîãî ïiäõîäó (äèâ. ðîçäië XI, çîêðåìà, ëåìó

1 íà ñ. 412 [4]).

Ëåìà 183. Íåõàé ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç íåàðèôìåòè÷íèì ðîçïîäiëîì. ßêùî ôóí-

êöiÿ g : R→ R ¹ íåïåðåðâíèì òà îáìåæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

g(x) = Eg(x− ξ), x ∈ R, (4.32)

òî g(x) = g(0) = const.

Ó êíèçi [4] ìiñòèòüñÿ ñóòî àíàëiòè÷íå äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó. Íèæ÷å âií áóäå

âñòàíîâëåíèé iç âèêîðèñòàííÿì òåîði¨ ìàðòèíãàëiâ.

Îçíà÷åííÿ 184. Ôóíêöiÿ f : Rn → R íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî f(x1, . . . , xn) =

f(xi1 , . . . , xin) äëÿ äîâiëüíî¨ ïåðåñòàíîâêè (i1, i2, . . . , in) iíäåêñiâ (1, 2, . . . , n).

Ôóíêöi¨ f(x1, . . . , xn) = x1 + . . . + xn òà f(x1, . . . , xn) = x1 · . . . · xn ¹ ïðèêëàäàìè

ñèìåòðè÷íèõ ôóíêöié.

Ëåìà 185. Íåõàé äëÿ êîæíîãî n ∈ N ôóíêöiÿ fn(x1, . . . , xn) ¹ ñèìåòðè÷íîþ, à

(ξk)k∈N ¹ íåçàëåæíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè. ßêùî ηn :=

fn(ξ1, . . . , ξn)
P→ η, n → ∞, òî ðîçïîäië η ¹ âèðîäæåíèì, òîáòî P{η = a} = 1 äëÿ

äåÿêîãî a ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî |ηn| ≤ 1 (îòæå, i |η| ≤
1). Öüîãî ìîæíà äîñÿãòè, äîñëiäæóþ÷è (çà ïîòðåáè) â.â. (2/π) arctg ηn òà (2/π) arctg η

çàìiñòü ηn òà η.

Âíàñëiäîê íåðiâíîñòi (ηn−η)2 ≤ 4, n ∈ N ì.í. ïîñëiäîâíiñòü ((ηn−η)2)n∈N ¹ ðiâíîìiðíî

iíòåãðîâíîþ çà ëåìîþ 29. Ðàçîì ç ïðèïóùåííÿì lim
n→∞

(ηn−η)2 = 0 çà éìîâiðíiñòþ îñòàíí¹

ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü lim
n→∞

E(ηn − η)2 = 0 çà òåîðåìîþ 35. Àíàëîãi÷íî lim
n→∞

E(η2n − η)2 = 0.

Ñêîðèñòàâøèñÿ íåðiâíiñòþ (x + y)2 ≤ 2(x2 + y2) ç x = η2n − η òà y = η − ηn, ðîáèìî

âèñíîâîê lim
n→∞

E(η2n − ηn)2 = 0. Â.â. η2n − ηn ìà¹ òàêèé æå ðîçïîäië ÿê

η2n − η′n =: f2n(ξ1, . . . , ξ2n)− fn(ξn+1, . . . , ξ2n)

= f2n(ξn+1, . . . , ξ2n, ξ1, . . . , ξn)− fn(ξn+1, . . . , ξ2n).

Òîìó lim
n→∞

E(η2n − η′n)2 = 0. Îòæå, lim
n→∞

E(ηn − η′n)2 = 0. Îñêiëüêè η′n íå çàëåæèòü âiä

ηn, òî E(ηn − η′n)2 = 2Dηn. Òîìó çà çàäà÷åþ 98 Dη = lim
n→∞

Dηn = 0. Îòæå, ðîçïîäië η ¹

âèðîäæåíèì.
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Äîâåäåííÿ ëåìè 183. Íåõàé (ξi)i∈N ¹ íåçàëåæíèìè êîïiÿìè âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ. Ïî-

êëàäåìî

S0 := 0, Sn := ξ1 + . . .+ ξn, n ∈ N,

òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fn := σ(ξ1, . . . , ξn) � σ-àëãåáðó, ïîðîäæåíó âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè

ξ1, . . . , ξn, n ∈ N. Íåõàé F0 = {Ω,�} ¹ òðèâiàëüíîþ σ-àëãåáðîþ.

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî x ∈ R ïîñëiäîâíiñòü (Xn(x) := g(x − Sn),Fn)n∈N0 ¹ ìàð-

òèíãàëîì. Äiéñíî,

E
(
g(y − Sn)|Fn−1

)
= E

(
g(y − Sn−1 − ξn)|Fn−1

)
= Eg(x− ξ)x=y−Sn−1

= g(x)x=y−Sn−1 = g(y − Sn−1), y ∈ R.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ g ¹ îáìåæåíîþ, òî ìàðòèíãàë ¹ ðiâíîìiðíî iíòåãðîâíèì çà ëåìîþ 29.

Òîìó çà òåîðåìîþ 160 âií çáiãà¹òüñÿ ìàéæå íàïåâíî äî â.â. X∞(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ R
òà

Xn(x) = E(X∞(x)|Fn), n ∈ N ì.í. (4.33)

Çîêðåìà,

X0(x) = g(x) = E(X∞(x)|F0) = EX∞(x), x ∈ R.

Çà ëåìîþ 185 ðîçïîäië â.â. X∞(x) ¹ âèðîäæåíèì. Òîìó

g(x− ξ1) = X1(x)
(4.33)
= E(X∞(x)|F1) = X∞(x) = EX∞(x) = g(x).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà A ∈ R òàêà, ùî g(x−y) = g(x) äëÿ âñiõ x ∈ R
òà âñiõ y ∈ A. Îñêiëüêè ðîçïîäië ξ ¹ íåàðèôìåòè÷íèì çà ïðèïóùåííÿì, òî â ìíîæèíi

A çíàéäóòüñÿ àáî ïàðà òî÷îê ç ÿê çàâãîäíî ìàëîþ âiäñòàííþ, àáî ïàðà òî÷îê a òà b

òàêèõ, ùî âiäíîøåííÿ a/b ¹ iððàöiîíàëüíèì ÷èñëîì. Îòæå, íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g àáî

ìà¹ ïåðiîäè, âiäíîøåííÿ ÿêèõ iððàöiîíàëüíå, àáî ÿê çàâãîäíî ìàëi ïåðiîäè. Òîìó âîíà

ìà¹ áóòè ñòàëîþ. �

4.7.2. Åêñïîíåíöiàëüíèé ìàðòèíãàë òà òîòîæíiñòü Óîëäà Íåõàé (Yn)n∈N ¹ ïî-

ñëiäîâíiñòþ çàäàíèõ íà (Ω,F ,P) íåçàëåæíèõ êîïié âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Y . Âèçíà÷èìî

âèïàäêîâå áëóêàííÿ, ùî ñòàðòó¹ â íóëi

S0 := 0, Sn := Y1 + . . .+ Yn, n ∈ N,

à òàêîæ ïîòiê σ-àëãåáð F0 := {Ω,�}, Fn := σ(Y1, . . . , Yn), n ∈ N.

Îçíà÷åííÿ 186. Êóìóëÿíòîþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Y íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

ψ : R 7→ (−∞,+∞], ùî âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

ψ(x) := lnEexY .
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Òåîðåìà 187. Äëÿ ôiêñîâàíîãî u ∈ D := {x ∈ R : ψ(x) <∞} âèçíà÷èìî

Xn := exp(uSn − nψ(u)), n ∈ N0.

Ïîñëiäîâíiñòü (Xn)n∈N0 ¹ íåâiä'¹ìíèì ìàðòèíãàëîì, ùî ñòàðòó¹ â 1. ßêùî u 6= 0, òî

ìàðòèíãàë çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ìàéæå íàïåâíî.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ u ∈ D òà n ∈ N0 â.â. Xn ¹ ñêií÷åííèìè, äîäàòíèìè òà Fn-âèìiðíèìè.
Îñêiëüêè

E
(
Xn+1|Fn

)
= E

(
exp(uSn+1 − (n+ 1)ψ(u))|Fn

)
= exp(uSn − (n+ 1)ψ(u))E

(
exp(uYn+1)|Fn

)
= Xn, n ∈ N0,

òî ïîñëiäîâíiñòü (Xn) äiéñíî ¹ ìàðòèíãàëîì.

Íåõàé òåïåð u ∈ D, u 6= 0. Çà òåîðåìîþ 149

lim
n→∞

exp
(
(u/2)Sn − nψ(u/2)

)
= X ìàéæå íàïåâíî,

äëÿ äåÿêî¨ ì.í. ñêií÷åííî¨ â.â. X. Îòæå,

lim
n→∞

exp
(
uSn − 2nψ(u/2)

)
= X2 ìàéæå íàïåâíî. (4.34)

Ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ

exp
(
uSn − 2nψ(u/2)

)
= exp

(
uSn − nψ(u)

)
exp

(
n(ψ(u)− 2ψ(u/2))

)
.

Çãiäíî ç çàäà÷åþ 194(à) ψ(u) ≥ 2ψ(u/2). Òîìó ïðè n → ∞ äðóãèé äîäàíîê ïðÿìó¹ äî

+∞. Ç óðàõóâàííÿì (4.34) ïåðøèé äîäàíîê ìà¹ ïðÿìóâàòè äî íóëÿ ì.í.

Íàñëiäîê 188. ßêùî IntD 6= ∅, òî ïðè ôiêñîâàíèõ x ∈ R òà n ∈ N ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâ-

ëåííÿ

eux−nψ(u) =
∑
k≥0

uk

k!
fk(n, x), u ∈ IntD.

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N ïîñëiäîâíiñòü (fk(n, Sn))n∈N0 ¹ iíòåãðîâíèì ìàðòèíãàëîì.

Äîâåäåííÿ. Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè k ðàçiâ ïî u ðiâíiñòü

E(euSn−nψ(u)|Fm) = euSm−mψ(u), m, n ∈ N0,m ≤ n,

ñêîðèñòàâøèñÿ çàäà÷åþ 195 òà ïîêëàâøè u = 0, îòðèìà¹ìî

E(fk(n, Sn)|Fm) = fk(m,Sm),

ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.
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Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî fk(n, x) ¹ ïîëiíîìîì ñòåïåíÿ k ïî n i ïî x. Íàïðèêëàä,

f0(n, Sn) ≡ 1, f1(n, Sn) = Sn − nEY , f2(n, Sn) = (Sn − nEY )2 − DSn.
Ïðè u ∈ D òà u 6= 0 åêñïîíåíöiàëüíèé ìàðòèíãàë(

exp(uSn − nψ(u))
)
n∈N0

(4.35)

çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ì.í., i òîìó íå ¹ ðåãóëÿðíèì. Ïðîòå äëÿ íüîãî iñíóþòü öiêàâi ðåãóëÿðíi

ìîìåíòè çóïèíêè.

Òåîðåìà 189. (à) Íåõàé u ∈ D, u 6= 0 òà ψ′(u) ≥ 0. Äëÿ êîæíîãî a ≥ 0 ìîìåíò

çóïèíêè

τ+
a :=


inf{n ∈ N : Sn ≥ a}, ÿêùî sup

n∈N0

Sn ≥ a,

+∞, ÿêùî sup
n∈N0

Sn < a.
(4.36)

¹ ðåãóëÿðíèì äëÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî ìàðòèíãàëà (4.35). Ïðè öüîìó òîòîæíiñòü Óîë-

äà ∫
{τ<∞}

euSτ−τψ(u)dP = 1 (4.37)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ìîìåíòà çàïèíêè τ = τ+
a òà, áiëüø çàãàëüíî, äëÿ êîæíîãî ìîìåíòà

çóïèíêè τ ≤ τ+
a .

(á) Íåõàé u ∈ D, u 6= 0 òà àáî ψ′(u) ≥ 0, àáî ψ′(−u) ≥ 0. Äëÿ êîæíî¨ ïàðè ÷èñåë

a, b > 0 ìîìåíò çóïèíêè

τa,b :=

inf{n ∈ N0 : Sn ≥ a àáî Sn ≤ −b}, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ïîäiÿ Ac,

+∞, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ïîäiÿ A,

äå A = {Sn ∈ (−b, a) äëÿ âñiõ n ∈ N0}, ¹ ðåãóëÿðíèì äëÿ åêñïîíåíöiàëüíîãî ìàðòèíãàëà

(4.35) i çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü Óîëäà (4.37).

Äîâåäåííÿ. (à) Çãiäíî ç òåîðåìîþ 182 òà íàñëiäêîì 178 óìîâè

(i) EeuSτ+a −τ
+
a ψ(u)

1{τ+a <∞} <∞;

(ii) lim
n→∞

euSn−nψ(u)1{τ+a >n} = 0

çàáåçïå÷óþòü òå, ùî êîæåí ìîìåíò çóïèíêè τ , ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü τ ≤ τ+
a ì.í.,

¹ ðåãóëÿðíèì ìîìåíòîì çóïèíêè äëÿ ìàðòèíãàëó (4.35) òà òå, ùî

lim
n→∞

euSn−nψ(u)1{τ=∞} = 0 ì.í. (4.38)

Îñêiëüêè åêñïîíåíöiàëüíèé ìàðòèíãàë ¹ íåâiä'¹ìíèì òà iíòåãðîâíèì, òî çà äðóãîþ

÷àñòèíîþ òåîðåìè 180 óìîâà (i) âèêîíó¹òüñÿ. Äëÿ ïåðåâiðêè óìîâè (ii) ïîòðiáåí äîïî-

ìiæíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 190. ßêùî EY ≥ [0,∞] òà P{Y = 0} < 1, òî äëÿ êîæíîãî a ≥ 0 âèïàäêîâà

âåëè÷èíà τ+
a ¹ ìàéæå íàïåâíî ñêií÷åííîþ.
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Äîâåäåííÿ. ßêùî EY ∈ (0,+∞], òî çà ïîñèëåíèì çàêîíîì âåëèêèõ ÷èñåë

lim
n→∞

Sn
n

= EY ì.í.

Òîìó lim
n→∞

Sn = +∞ ì.í., i, îòæå, sup
n∈N0

Sn = +∞ ì.í. ßêùî EY = 0, òî lim
n→∞

Sn = +∞

ì.í. Îòæå, sup
n∈N0

Sn = +∞ ì.í. òàêîæ i â öüîìó âèïàäêó. Òîìó äëÿ êîæíîãî a ≥ 0

P{τ+
a <∞} = P{ sup

n∈N0

Sn ≥ a} = 1.

Íà (íîâîìó) éìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω̂, F̂ , P̂) ðîçãëÿíåìî íåçàëåæíi îäíàêîâî ðîç-

ïîäiëåíi â.â. Ŷ , (Ŷk)k∈N ç ðîçïîäiëîì

Êh(Ŷ ) = EeuY−ψ(u)h(Y ), (4.39)

äå h : R→ R ¹ äîâiëüíîþ áîðåëiâñüêîþ ôóíêöi¹þ, à Ê ïîçíà÷à¹ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ,

ùî âiäïîâiäà¹ P̂. Ñêîðèñòàâøèñÿ iíäóêöi¹þ, ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ ðiâíîñòåé

Êh(Ŝ1, . . . , Ŝn) = EeuSn−nψ(u)h(S1, . . . , Sn), n ∈ N, (4.40)

äå h : Rn → R ¹ äîâiëüíîþ áîðåëiâñüêîþ ôóíêöi¹þ, à

Ŝn := Ŷ1 + . . .+ Ŷn, n ∈ N.

Ïðèïóñòèìî, ùî (4.40) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n ≤ m − 1. Ïîêëàäåìî h∗(x1, . . . , xm−1) =

Êh(x1, . . . , xm−1, xm−1 + Ŷm) òà çàçíà÷èìî òå, ùî âíàñëiäîê íåçàëåæíîñòi (Ŷk),

Êh∗(Ŝ1, . . . , Ŝm−1) = Êh(Ŝ1, . . . , Ŝm). Òîìó

EeuSm−mψ(u)h(S1, . . . , Sm) = EE
(
euSm−mψ(u)h(S1, . . . , Sm)|Fm−1

)
= EeuSm−1−(m−1)ψ(u)E

(
euYm−ψ(u)h(S1, . . . , Sm)|Fm−1

)
= EeuSm−1−(m−1)ψ(u)h∗(S1, . . . , Sm−1)

= Êh∗(Ŝ1, . . . , Ŝm−1)

= Êh(Ŝ1, . . . , Ŝm).

Ñêîðèñòàâøèñÿ ðiâíiñòþ (4.39) ìà¹ìî

ÊŶ = EeuY−ψ(u)Y = ψ′(u) ≥ 0.

Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (4.40)

EeuSn−nψ(u)1{τ+a >n} = EeuSn−nψ(u)1{S1<a,...,Sn<a}

= P̂{Ŝ1 < a, . . . , Ŝn < a} = P̂{τ̂+
a > n},

äå τ̂+
a âèçíà÷à¹òüñÿ â òåðìiíàõ (Ŝn) ó òàêèé æå ñïîñiá, ÿê âåëè÷èíà τ+

a âèçíà÷àëàñÿ â

òåðìiíàõ (Sn). Òîìó çà ëåìîþ 190

lim
n→∞

EeuSn−nψ(u)1{τ+a >n} = 0,
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ùî äîâîäèòü âëàñòèâiñòü (ii).

Çãiäíî ç ïóíêòîì (â) òåîðåìè 177, ÿêùî ìîìåíò çóïèíêè τ1 ¹ ðåãóëÿðíèì äëÿ ìàð-

òèíãàëó (Xn), òî X0 = E(Xτ1 |F0) ì.í. Òîìó EXτ1 = EX0. Â íàøîìó âèïàäêó ïðàâà

÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi äîðiâíþ¹ 1, à ëiâà - EeuSτ−τψ(u)1{τ<∞} äëÿ êîæíîãî ìîìåíòà

çóïèíêè τ .

(á) ßêùî ψ′(u) ≥ 0, ñêîðèñòà¹ìîñü íåðiâíiñòþ τa,b ≤ τ+
a ì.í. Çà âæå äîâåäåíèì ïóíêòîì

(à) òåîðåìè τ+
a ¹ ðåãóëÿðíèì ìîìåíòîì çóïèíêè. Òîìó ìîìåíò çóïèíêè τa,b ¹ ðåãóëÿðíèì

çà íàñëiäêîì 194. Âèêîíàííÿ òîòîæíîñòi Óîëäà (4.37) äëÿ τa,b îäðàçó âèïëèâà¹ ç ïóíêòó

(à) òåîðåìè. ßêùî ψ′(−u) ≥ 0, âèêîðèñòîâó¹ìî íåðiâíiñòü τa,b ≤ τ−b ì.í., äå â.â. τ−b
âèçíà÷à¹òüñÿ ó òàêèé æå ñïîñiá ÿê τ+

b , àëå äëÿ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ (−Sn), òà òàêó æ

àðãóìåíòàöiþ ÿê âèùå.

Ïðèêëàä 191. Íåõàé â.â. Y íàáóâà¹ öiëèõ çíà÷åíü, ùî íå ïåðåâèùóþòü îäèíèöi, òà

P{Y = 1} > 0. ßêùî EY < 0, òî äëÿ a ∈ N

P{τ+
a <∞} = e−au0 , (4.41)

äå u0 > 0 ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ψ(u) = 0.

Âíàñëiäîê ïðèïóùåíü D = R i çíàéäåòüñÿ u∗ ≥ 0 òàêå, ùî ψ′(u∗) = 0 i ψ′(u) > 0 äëÿ

u > u∗. Îñêiëüêè Sτ+a = a ì.í. íà ìíîæèíi {τ+
a < ∞}, òî çãiäíî ç òîòîæíiñòþ Óîëäà

(4.37) ∫
{τ+a <∞}

e−ψ(u)τ+a dP = e−ua ïðè u ≥ u∗.

Îñêiëüêè EY < 0, òî ψ′(0) < 0. Òîìó ψ(u∗) < 0, i ðiâíÿííÿ ψ(u) = 0 ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê u0 > u∗ ≥ 0. Ïiäñòàâèâøè â îñòàííþ öåíòðîâàíó ôîðìóëó u = u0, îòðèìà¹ìî

(4.41).

Ïîêëàäåìî

Un := Sn − nEY, Wn := (Sn − nEY )2 − nDY, n ∈ N0,

ïðèïóñêàþ÷è, ùî EY <∞ äëÿ ïåðøî¨ ïîñëiäîâíîñòi i ùî EY 2 <∞ � äëÿ äðóãî¨. Ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî iíòåãðîâíi ìàðòèíãàëè (Un) òà (Wn) îñöèëþþòü, òîáòî

lim
n→∞

Un = −∞ òà lim
n→∞

Un = +∞2,

i, îòæå, âîíè íå ¹ ðåãóëÿðíèìè. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò îïèñó¹ äåÿêi ðåãóëÿðíi ìîìåíòè

çóïèíêè äëÿ öèõ ìàðòèíãàëiâ.

Òåîðåìà 192. Çà óìîâè E|Y | < ∞ êîæåí iíòåãðîâíèé ìîìåíò çóïèíêè τ ¹ ðåãóëÿð-

íèì äëÿ (Un) Ïðè öüîìó

ESτ = EτEY.

Çà óìîâè EY 2 < ∞ êîæåí iíòåãðîâíèé ìîìåíò çóïèíêè τ ¹ ðåãóëÿðíèì äëÿ (Wn).

Ïðè öüîìó

E(Sτ − τEY )2 = EτDY.
2Òàêi ñàìi ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíóþòüñÿ i äëÿ Wn.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ïåðøî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî EY = 0. Çà

ïðèïóùåííÿì Eτ <∞, òîìó τ <∞ ì.í. Îòæå, lim
n→∞

Sτ∧n = Sτ ì.í.

Ïîêàæåìî, ùî çà óìîâè E|Y | < ∞ çáiæíiñòü ìà¹ ìiñöå òàêîæ ó L1. Ïåðø çà âñå

çàçíà÷èìî, ùî

|Sτ∧n − Sτ | =
∣∣∣∣ ∑
m≥n+1

Ym1{τ≥m}

∣∣∣∣ ≤ ∑
m≥n+1

|Ym|1{τ≥m}, n ∈ N0 ì.í. (4.42)

Äàëi

E
∑
m≥1

|Ym|1{τ≥m} =
∑
m≥1

E
(
E(|Ym|1{τ≥m}|Fm−1)

)
= E|Y |Eτ <∞,

çîêðåìà,

lim
n→∞

E
∑

m≥n+1

|Ym|1{τ≥m} = 0.

Òîìó

E|Sτ∧n − Sτ |
(4.42)

≤ E
∑

m≥n+1

|Ym|1{τ≥m} → 0, n→∞.

Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî çà òåîðåìîþ 160 ìàðòèíãàë (Sn) ¹ ðåãóëÿðíèì. Îòæå, τ ¹

ðåãóëÿðíèì ìîìåíòîì çóïèíêè äëÿ (Sn), çâiäêè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ òå, ùî ESτ = ES0 =

0.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî çà óìîâè EY 2 <∞ çáiæíiñòü ìà¹ ìiñöå òàêîæ ó L2. Ïðè l < m,

l,m ∈ N0

EYl1{τ≥l}Ym1{τ≥m} = E
(
E(Yl1{τ≥l}Ym1{τ≥m}|Fm−1)

)
(4.43)

= E
(
Yl1{τ≥m}E(Ym|Fm−1)

)
= EY E

(
Yl1{τ≥m}

)
= 0.

Îñêiëüêè

E
∑
m≥1

Y 2
m1{τ≥m} =

∑
m≥1

E
(
E(Y 2

m1{τ≥m}|Fm−1)
)

= EY 2Eτ <∞,

òî

lim
n→∞

E
∑

m≥n+1

Y 2
m1{τ≥m} = 0.

Òîìó

E(Sτ∧n − Sτ )2 (4.42)
= E

( ∑
m≥n+1

Ym1{τ≥m}

)2

= E
∑

m≥n+1

Y 2
m1{τ≥m} + 2E

∑
n+1≤l<m

Yl1{τ≥l}Ym1{τ≥m}

(4.43)
= E

∑
m≥n+1

Y 2
m1{τ≥m} → 0, n→∞.

Çãiäíî ç çàäà÷åþ 98 ñïiââiäíîøåííÿ Sτ∧n
L2→ Sτ , n → ∞ ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü S2

τ∧n â

ñåðåäíüîìó äî S2
τ . Îñêiëüêè lim

n→∞
(τ ∧ n) = τ ì.í. òà çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó
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çáiæíiñòü lim
n→∞

E(τ∧n) = Eτ , òî çà çàäà÷åþ 37 τ∧n L1→ τ , n→∞. Îòæå,Wτ∧n = S2
τ∧n−(τ∧

n)DY çáiãà¹òüñÿ â ñåðåäíüîìó äî Wτ . Çà òåîðåìîþ 160 ìàðòèíãàë (Wτ∧n) ¹ ðåãóëÿðíèì.

Òîìó τ ¹ ðåãóëÿðíèì ìîìåíòîì çóïèíêè äëÿ (Wn), çâiäêè, çîêðåìà âèïëèâà¹ òå, ùî

EWτ = EW0 = 0.

Ïðèêëàä 193. ßêùî EY > 0, òî äëÿ êîæíîãî a ≥ 0 ìîìåíò çóïèíêè τ+
a , âèçíà÷åíèé ó

(4.36), ¹ ðåãóëÿðíèì äëÿ ìàðòèíãàëiâ (Un) òà (Wn).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 192 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî â.â. τ+
a ¹ iíòåãðîâíîþ. Ïîñëiäîâíiñòü

(Uτ+a ∧n), ùî ñòàðòó¹ â íóëi, ¹ iíòåãðîâíèì ìàðòèíãàëîì çà òåîðåìîþ 177. Òîìó EUτ+a ∧n =

EU0 = 0 àáî, åêâiâàëåíòíî,

ESτ+a ∧n = EY E(τ+
a ∧ n).

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî Y ≤ c ì.í. äëÿ äåÿêîãî c > 0. Òîäi

Sτ+a = Sτ+a −1 + Yτ+a ≤ a+ c ì.í.,

i

Sτ+a ∧n = Sn1{τ+a >n} + Sτ+a 1{τ+a ≤n}

≤ a1{τ+a >n} + (a+ c)1{τ+a ≤n}

≤ a+ c ì.í.

Çà òåîðåìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü

lim
n→∞

E(τ+
a ∧ n)EY = Eτ+

a EY.

Îñêiëüêè âèðàç ïiä çíàêîì ãðàíèöi äîðiâíþ¹ ESτ+a ∧n, i, îòæå, ¹ îáìåæåíèì çâåðõó âå-

ëè÷èíîþ a+ c, òî ïðàâà ÷àñòèíà ¹ ñêií÷åííîþ. Îñêiëüêè EY > 0, òî Eτ+
a <∞.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè â.â. Y íå ¹ îáìåæåíîþ çâåðõó. Çà òåîðå-

ìîþ Ëåâi ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü lim
c→∞

E(Y ∧ c) = EY . Òîìó çíàéäåòüñÿ c > 0 òàêå, ùî

E(Y ∧ c) > 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τ+
a (c) àíàëîã â.â. τ+

a äëÿ âèïàäêîâîãî áëóêàííÿ (Sn(c))

âèçíà÷åíîãî òàê

S0(c) := 0, Sn(c) := Y1 ∧ c+ . . .+ Yn ∧ c, n ∈ N.

Çà äîâåäåíèì Eτ+
a (c) < ∞. Çàëèøà¹òüñÿ çàçíà÷èòè, ùî Sn(c) ≤ Sn, n ∈ N0 ì.í. Òîìó

τ+
a ≤ τ+

a (c) ì.í. i, îòæå, Eτ+
a <∞.

4.8. Çàäà÷i

Çàäà÷à 194. Äîâåñòè òàêi âëàñòèâîñòi êóìóëÿíòè.

(à) Íà ïðîìiæêó ñêií÷åííîñòi D = {x ∈ R : ψ(x) < ∞} êóìóëÿíòà ψ ¹ îïóêëîþ âíèç

ôóíêöi¹þ, çîêðåìà,

ψ(u/2) ≤ 2−1ψ(u), u ∈ D.

(á) D ¹ âiäêðèòèì ÷è çàìêíåíèì iíòåðâàëîì, ùî ìiñòèòü 0.

(â) ßêùî IntD 6= �, òî ψ ¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ íà IntD.



123

Çàäà÷à 195. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N

∂kE(euSn−nψ(u)|Fm)

∂uk
= E

(
∂keuSn−nψ(u)

∂uk

∣∣∣∣Fm).
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Ðîçäië 5

Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

5.1. Îäèí ðåçóëüòàò òåîði¨ ìiðè

Ëåìà 196. Íåõàé (Ω,F ,P) ¹ éìîâiðíiñíèì ïðîñòîðîì, à U := σ(A) ¹ σ-àëãåáðîþ,

ïîðîäæåíîþ àëãåáðîþ A ïîäié ç F . Äëÿ äîâiëüíîi ïîäi¨ A ∈ U òà äîâiëüíîãî ε > 0 çíà-

éäåòüñÿ ïîäiÿ B ∈ A òàêà, ùî P(A4B) ≤ ε, äå A4B = (A\B)
⋃

(B\A) ¹ ñèìåòðè÷íîþ

ðiçíèöåþ A òà B.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî êëàñ ìíîæèí

L := {A ∈ F : äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ ïîäiÿ B ∈ A òàêà, ùî P(A4B) ≤ ε}

¹ σ-àëãåáðîþ. Äiéñíî, îñêiëüêè A ⊆ L, à U ¹ íàéìåíøîþ σ-àëãåáðîþ, ùî ìiñòèòü A, òî
U ⊆ L çà óìîâè, ùî L ¹ σ-àëãåáðîþ.

Ó ïîäàëüøîìó äîâåäåííi áóäóòü âèêîðèñòàíi íåðiâíîñòi

P
(
(A ∩B)4(C ∩D)

)
≤ P(A4C) + P(B4D); (5.1)

P(A4C) ≤ P(A4B) + P(B4C), (5.2)

ùî ¹ íàñëiäêàìè ðiâíîñòi

P{A4B} = P(A
⋂

Bc) + P(Ac
⋂

B).

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî L ¹ àëãåáðîþ.

(1) Ω ∈ L, îñêiëüêè Ω ∈ A ⊆ L, ïðè öüîìó ïåðøå âêëþ÷åííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî A ¹

àëãåáðîþ.

(2) ßêùî A ∈ L, òî P(A4B) ≤ ε äëÿ äåÿêîãî B ∈ A. Îñêiëüêè P(Ac4Bc) = P(A4B) ≤
ε, i Bc ∈ A âíàñëiäîê òîãî, ùî A ¹ àëãåáðîþ, òî Ac ∈ L.
(3) ßêùî A1, A2 ∈ L, òî P(A14B1) ≤ ε/2 òà P(A24B2) ≤ ε/2 äëÿ äåÿêèõ B1, B2 ∈ A.
Òîìó çãiäíî ç (5.1)

P
(
(A1 ∩ A2)4(B1 ∩B2)

)
≤ P(A14B1) + P(A24B2) ≤ ε.
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Öå äîâîäèòü âêëþ÷åííÿ A1 ∩ A2 ∈ L, îñêiëüêè B1 ∩ B2 ∈ A âíàñëiäîê òîãî, ùî A ¹

àëãåáðîþ.

Òàêèì ÷èíîì, L ¹ àëãåáðîþ. Äëÿ òîãî ùîá äîâåñòè, ùî öåé êëàñ ìíîæèí ¹ íàñïðàâäi

σ-àëãåáðîþ, ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî ∪k≥1Ak ∈ L, ÿêùî Ak ∈ L, k ∈ N. Çàôiêñó¹ìî äîâiëü-
íå ε > 0. Îñêiëüêè ∪nk=1Ak ↑ ∪k≥1Ak ïðè n→∞, òî lim

n→∞
P(∪nk=1Ak) = P(∪k≥1Ak). Îòæå,

P
(
(∪k≥1Ak)4(∪n0

k=1Ak
)

= P(∪k≥1Ak) − P(∪n0
k=1Ak) ≤ ε/2 äëÿ äåÿêîãî n0 ∈ N. Âíàñëiäîê

òîãî, ùî L ¹ àëãåáðîþ, ∪n0
k=1Ak ∈ L. Òîìó P

(
(∪n0

k=1Ak)4B
)
≤ ε/2 äëÿ äåÿêîãî B ∈ A.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.2), ìà¹ìî

P
(
(∪k≥1Ak)4B

)
≤ P

(
(∪k≥1Ak)4(∪n0

k=1Ak)
)

+ P
(
(∪n0

k=1Ak)4B
)
≤ ε.

Öå îçíà÷à¹, ùî ∪k≥1Ak ∈ L i, îòæå, ùî L ¹ σ-àëãåáðîþ.

5.2. Îäèí ðåçóëüòàò òåîði¨ ÷èñåë

Ëåìà 197. Íåõàé a òà b ¹ âiäìiííèìè âiä íóëÿ öiëèìè ÷èñëàìè, à d ¹ ¨õ íàéáiëüøèì

ñïiëüíèì äiëüíèêîì. Òîäi çíàéäóòüñÿ öiëi u0 òà v0 òàêi, ùî d = au0 + bv0.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî, ÿêùî ÷èñëà x òà y 6= 0 íàëåæàòü ìíîæèíi

M := {au+ bv : u, v ∈ Z},

òî çàëèøîê âiä äiëåííÿ x íà y òàêîæ íàëåæèòü M . Çíàéäóòüñÿ öiëi u1, u2, v1 òà v2 òàêi,

ùî x = au1 + bv1 òà y = au2 + bv2. Íåõàé x = yq + r, q, r ∈ Z, r ∈ [0, |y| − 1], òîáòî r ¹

çàëèøêîì ïðè äiëåííi x íà y. Òîäi

r = x− yq = au1 + bv1 − q(au2 + bv2) = a(u1 − qu2) + b(v1 − qv2),

i îñêiëüêè ÷èñëà u1 − qu2 òà u2 − qv2 ¹ öiëèìè, òî r ∈M .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d0 íàéìåíøå äîäàòíå ÷èñëî ìíîæèíèM . Ïîêàæåìî, ùî a äiëèòüñÿ

íà d0. Íåõàé r0 ¹ çàëèøêîì ïðè äiëåííi a íà d0. Çãiäíî ç ïîïåðåäíüîþ ÷àñòèíîþ äîâå-

äåííÿ r0 ∈ M . Àëå îñêiëüêè r0 ∈ [0, d0), à d0 ¹ íàéìåíøèì äîäàòíèì åëåìåíòîì M , òî

r0 = 0. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ òå, ùî i b äiëèòüñÿ íà d0. Îòæå, d0 ¹ ñïiëüíèì

äiëüíèêîì a òà b. Íåõàé d1 ¹ áóäü-ÿêèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì a òà b. Îñêiëüêè d0 ∈ M ,

çíàéäóòüñÿ u0 òà v0 òàêi, ùî d0 = au0 +bv0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî d0 äiëèòüñÿ íà d1. Îòæå,

d0 ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì a òà b.

5.3. Íåîáõiäíi ðåçóëüòàòè ç àíàëiçó

5.3.1. Ñóáàäèòèâíi ôóíêöi¨

Îçíà÷åííÿ 198. Ôóíêöiÿ g : R → R íàçèâà¹òüñÿ ñóáàäèòèâíîþ íà iíòåðâàëi (c,∞)

äëÿ äåÿêîãî c ∈ [−∞,∞), ÿêùî

g(t+ s) ≤ g(t) + g(s), t, s ∈ (c,∞).
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Ç òåîði¹þ ñóáàäèòèâíèõ ôóíêöié ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ó ðîçäiëi 7 ìîíîãðàôi¨ [10].

Ðîçäië 1 êíèãè [12] ìiñòèòü áàãàòî êîðèñíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ñóáàäèòèâíi òà áëèçüêi äî

íèõ ïîñëiäîâíîñòi.

Ëåìà 199. ßêùî g ¹ ñóáàäèòèâíîþ òà ëîêàëüíî îáìåæåíîþ íà (a,∞), a ≥ 0, ôóíêöi-

¹þ, òî

lim
t→∞

g(t)

t
= inf

t∈(a,∞)

g(t)

t
<∞.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî γ := inf
t∈(a,∞)

g(t)
t
> −∞. Äëÿ çàäàíîãî ε > 0 âèáå-

ðåìî b > a òàêå, ùî g(b)/b ≤ γ + ε. Äëÿ äîâiëüíîãî t ≥ b çíàéäåòüñÿ n ∈ N0 òàêèé, ùî

(n+ 1)b ≤ t < (n+ 2)b. Ïðè öüîìó âèêîíó¹òüñÿ ëàíöþæîê íåðiâíîñòåé

γ ≤ g(t)

t
≤ g(nb) + g(t− nb)

t
≤ nb

t

g(b)

b
+
g(t− nb)

t

≤ nb

t
(γ + ε) +

g(t− nb)
t

, (5.3)

äå äðóãà òà òðåòÿ íåðiâíîñòi áóëè îòðèìàíi ç óðàõóâàííÿì ñóáàäèòèâíîñòi g. Îñêiëüêè

t − nb ∈ [b, 2b), à ôóíêöiÿ g îáìåæåíà íà [b, 2b), òî lim
t→∞

g(t−nb)
t

= 0. Îñêiëüêè lim
t→∞

nb
t

= 1,

òî, ñïðÿìîâóþ÷è ó (5.3) ñïî÷àòêó t→∞, à ïîòiì ε→ 0, îòðèìà¹ìî lim
t→∞

g(t)/t = γ.

ßêùî γ = −∞, òî äëÿ âåëèêîãî çà ìîäóëåì A < 0 âèáåðåìî b > a òàêå, ùî g(b)/b ≤ A,

òî ñêîðèñòà¹ìîñü òèìè æ ìiðêóâàííÿìè, ùî i âèùå.

5.3.2. ×èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi

Ëåìà 200. Íåõàé (an)n∈N ¹ ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ, ÷ëåíè ÿêî¨ íàáóâàþòü ñêií÷åííi

çíà÷åííÿ. Çáiæíiñòü lim
n→∞

an = a ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü lim
n→∞

n−1
∑n

k=1 ak = a.

Äîâåäåííÿ. Öå âèïëèâà¹ ç ëåìè Øòîëüöÿ. Àëå ìè íàâåäåìî ïîâíå äîâåäåííÿ. Ïðèïó-

ñòèìî ñïî÷àòêó, ùî a = 0. Òîäi çíàéäåòüñÿ K > 0 òàêå, ùî |an| ≤ K äëÿ âñiõ n ∈ N.
Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 íåðiâíiñòü |an| ≤ ε âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ

n. Îòæå, äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n∣∣∣∣a1 + . . .+ an
n

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣a1 + . . .+ an0

n

∣∣∣∣+

∣∣∣∣an0+1 + . . .+ an
n

∣∣∣∣
≤ n0K

n
+

(n− n0)ε

n
.

Ñïðÿìîâóþ÷è ñïî÷àòêó n→∞, à ïîòiì ε→ 0, îòðèìó¹ìî áàæàíå.

ßêùî a 6= 0, òî an = a+ sn, ïðè öüîìó lim
n→∞

sn = 0 i

1

n

n∑
k=1

ak = a+
1

n

n∑
k=1

sk → a, n→∞,

çà ïîïåðåäíüîþ ÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 201. Ç òîãî, ùî lim
n→∞

n−1
∑n

k=1 ak = a íå îáîâ'ÿçêîâî âèïëèâà¹, ùî lim
n→∞

an =

a. Òî÷íiøå, öÿ iìïëiêàöiÿ íå ìà¹ ìiñöÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ãðàíèöÿ lim
n→∞

an íå iñíó¹.

Íåõàé, íàïðèêëàä, ak = 1 äëÿ íåïàðíèõ k òà ak = 0 äëÿ ïàðíèõ k. Òîäi lim
n→∞

n−1
∑n

k=1 ak =

1/2, àëå lim
n→∞

an íå iñíó¹.
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