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BCТУП

Поняття випадкового блукання. Об’єктами дослiдження теорiї вiдновлення є ви-
падковi блукання та функцiонали, що дiють на них. Зафiксуємо ймовiрнiсний простiр
(Ω,F , P) та припустимо, що на ньому визначена послiдовнiсть незалежних однаково
розподiлених випадкових величин (ξk)k∈N, що мають такий же розподiл як випадкова
величина ξ.

Означення 1. Випадкова послiдовнiсть (Sk)k∈N0 , що визначається так

S0 := 0, Sk := ξ1 + . . . + ξk, k ∈ N,

називається випадковим блуканням, що стартує в нулi.

У цьому курсi ми обмежимося вивченням випадкових блукань з невiд’ємними крока-
ми, оскiльки поведiнка випадкових блукань з кроками, що набувають значення рiзних
знакiв, є складнiшою.

Таким чином, надалi припускається, що ξ ≥ 0 майже напевно. Позначимо через
F (x) := P{ξ ≤ x} функцiю розподiлу ξ та через ϕ(s) := Ee−sξ перетворення Лапласа ξ.
Зазначимо одразу те, що

Ee−sSn = ϕn(s), n ∈ N.

Еквiвалентно,
P{Sn ≤ x} = F ∗(n)(x), n ∈ N,

де F ∗(n)(x) = F ∗(n−1) ∗ F (x) =
∫

[0, x]
F ∗(n−1)(x− y)dF (y).

Витоки термiну ’теорiя вiдновлення’. Наведемо стандартну iнтерпретацiю випад-
кового блукання, яку можна знайти у бiльшостi пiдручникiв.

Приклад 2. Є набiр лампочок одного виробника. У момент часу t = 0 одна з них вми-
кається i працює протягом випадкового часу ξ1 = S1. Пiсля цього вона виходить з ладу
i миттєво замiнюється новою лампочкою, що працює протягом часу ξ2 i в момент часу
S2 = ξ1 + ξ2 виходить з ладу i замiнюється новою лампочкою i.т.i. Моменти (Sk)k∈N0

замiни ламп називаються вiдновленнями.

Крiм випадкових блукань, теорiя вiдновлення дослiджує такi об’єкти.
(а) Число вiдновлень на [0, t]

N(t) := #{n ∈ N : Sn ≤ t} =

max{n ∈ N : Sn ≤ t}, якщо S1 ≤ t,

0, якщо S1 > t.
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Таким чином, N(t) є числом замiн лампочок на iнтервалi часу [0, t]. Iнодi покладають

N1(t) := #{n ∈ N0 : Sn ≤ t}, t ≥ 0,

вважаючи, таким чином, момент часу n = 0 за вiдновлення.

Означення 3. Випадковий процес (N(t))t≥0 називається процесом вiдновлення.

Означення 4. Якщо випадкова величина ξ має показниковий розподiл, тобто P{ξ >

x} = e−λx, x > 0, для деякого λ > 0, то процес вiдновлення називається процесом
Пуассона.

Процес Пуассона є однорiдним процесом з незалежними приростами. Зокрема, це
означає, що при фiксованому s > 0 процес (N(t + s) − N(s))t≥0 не залежить вiд N(s)

i має такий же розподiл як (N(t))t≥0. Серед процесiв вiдновлення iнших процесiв з
такими властивостями немає. Книга [1] мiстить багато корисної iнформацiї про процеси
Пуассона.

Покажемо, що при фiксованому t випадкова величина N(t) має розподiл Пуассона
з параметром λt. Це, до речi, пояснює назву процесiв.

Оскiльки ξ має показниковий розподiл з параметром λ, то Sn має розподiл Ерланга
з параметрами (n, λ), тобто

P{Sn > x} = e−λx

(
1 + λx +

(λx)2

2!
+ . . . +

(λx)n−1

(n− 1)!

)
, x > 0. (1)

Отже,

P{N(t) = n} = P{Sn ≤ t, Sn+1 > t} = P{Sn+1 > t} − P{Sn > t}

= e−λt (λt)n

n!
, n ∈ N0.

(б) Час першого проходження вище рiвня t

ν(t) := inf{k ∈ N : Sk > t}, t ≥ 0.

Очевидно, ν(t) = N(t) + 1. Тому асимптотичнi властивостi ν(t) та N(t) мають бути
подiбними.

Нехай (Fk)k∈N0 є потоком σ-алгебр, де

F0 := {Ω,�}, Fk := σ(S1, . . . , Sk), k ∈ N. (2)

Для кожного t ≥ 0 випадкова величина ν(t) є моментом зупинки вiдносно (Fk)k∈N0 .
Дiйсно, внаслiдок рiвностi

{ν(t) > n} = {Sn ≤ t},

спостерiгаючи (S0, . . . , Sn), ми можемо визначити, чи вiдбулася подiя {ν(t) > n}. З
iншого боку, як випливає з рiвностi

{N(t) = n} = {Sn ≤ t, Sn+1 > t}
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випадкова величина N(t) не є моментом зупинки вiдносно вказаного потоку σ-алгебр.
Отже, з ймовiрнiсної точки зору величина ν(t) є бiльш простою, нiж N(t).

Нагадаємо простий аргумент на пiдтримку того, що властивiсть ’бути моментом
зупинки’ є корисною.

Лема 5. Нехай τ є моментом зупинки вiдносно потоку σ-алгебр (Fk)k∈N0, визначеного
у (2). Припустимо також, що Eτ < ∞. Тодi виконується тотожнiсть Уолда ESτ =

EτEξ.

Доведення. Це випливає з ланцюжка рiвностей

ESτ = ESτ1{τ≥1} = E
τ∑

k=1

ξk = E
∑
k≥1

ξk1{τ≥k}

=
∑
k≥1

Eξk1{τ≥k} =
∑
k≥1

EξkE1{τ≥k} = Eξ
∑
k≥1

P{τ ≥ k} = EξEτ.

Четверта рiвнiсть випливає з того, що всi випадковi величини пiд знаком суми невiд’-
ємнi. В.в. 1{τ≥k} є Fk−1-вимiрною i, отже, не залежить вiд ξk. Цим пояснюється п’ята
рiвнiсть.

Важливою є наступна властивiсть, що можна назвати субадитивнiстю за розподi-
лом

ν(t + s)
d

≤ ν(t) + ν̄(s), t, s ≥ 0,

де при фiксованому s ≥ 0 ν̄(s) має такий же розподiл як ν(s) i не залежить вiд ν(t).
Еквiвалентно,

P{ν(t + s) > x} ≤ P{ν(t) + ν̄(s) > x}, x ≥ 0. (3)

Доведення. Введемо позначення R(t) := Sν(t) − t. З ймовiрнiстю один виконується рiв-
нiсть

ν(t + s)− ν(t)

=

inf{k ∈ N : R(t) + ξν(t)+1 + . . . + ξν(t)+k > s}, якщо R(t) ≤ s,

0, якщо R(t) > s.

Оскiльки R(t) ≥ 0 м.н., то

ν(t + s) ≤ ν(t) + inf{k > ν(t) : Sk − Sν(t) > s} майже напевно.

Згiдно з лемою 6 другий доданок у правiй частинi не залежить вiд ν(t) i має такий же
розподiл як ν(s).

Лема 6. Послiдовнiсть (Sk − Sν(t))k>ν(t) має такий же розподiл як (Sk)k∈N i не зале-
жить вiд ν(t).
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Доведення. Це випливає з ланцюжка рiвностей

P{ν(t) = k, Sν(t)+1 − Sν(t) ∈ dx1, Sν(t)+2 − Sν(t) ∈ dx2, . . .}

= P{ν(t) = k, ξk+1 ∈ dx1, ξk+1 + ξk+2 ∈ dx2 . . .}

= P{ν(t) = k}P{ξk+1 ∈ dx1, ξk+1 + ξk+2 ∈ dx2 . . .}

= P{ν(t) = k}P{S1 ∈ dx1, S2 ∈ dx2 . . .}.

Для отримання другої рiвностi ми скористалися тим, що подiя

{ν(t) = k} = {Sk−1 ≤ t, Sk > t}

не залежить вiд (ξj)j≥k+1.

(в) Величина перестрибу Sν(t) − t та величина недострибу t − Sν(t)−1. Також має
певний iнтерес їх сума ξν(t), яку можна iнтерпретувати як повний час роботи лампочки,
що працює у час t. Зазначимо, що розподiл ξν(t) вiдрiзняється вiд розподiлу ξ.
Функцiя вiдновлення. Функцiя U : [0,∞) → [0,∞), що визначається так U(t) :=

Eν(t), називається функцiєю вiдновлення. Функцiя вiдновлення є класичним об’єктом
дослiдження теорiї вiдновлення.

З означення не є очевидним, що U(t) < ∞ для всiх t ≥ 0.

Лема 7. Якщо P{ξ = 0} < 1, то функцiя вiдновлення U(t) є скiнченною для всiх t ≥ 0.

Доведення. Знайдемо бiльш зручне представлення U(t). Оскiльки {ν(t) > k} = {Sk ≤
t}, то

U(t) = Eν(t) =
∑
k≥0

P{ν(t) > k} =
∑
k≥0

P{Sk ≤ t}

=
∑
k≥0

F ∗(k)(t) = 1 +
∑
k≥1

F ∗(k)(t).

За нерiвнiстю Маркова при u > 0

P{Sk ≤ t} = P{e−uSk ≥ e−ut} ≤ eutϕk(u).

Оскiльки ϕ(u) < 1 для всiх u > 0 (якщо знайдеться u0 > 0 таке, що ϕ(u0) = 1, то ξ = 0

м.н.), то

U(t) ≤ eut

1− ϕ(u)
< ∞.

Можна навести i бiльш ймовiрнiсне доведення, що уникає використання перетворен-
ня Лапласа. Вiзьмемо δ > 0 таке, що F (δ) < 1 (це можна зробити внаслiдок припущення
P{ξ = 0} < 1). Оскiльки Sk ≥ max

1≤i≤k
ξi, k ∈ N, то

P{Sk ≤ δ} ≤ P{max
1≤i≤k

ξi ≤ δ} = F k(δ), k ∈ N.

Тому ряд
∑

k≥1 P{Sk ≤ x} збiгається при x ∈ [0, δ]. Якщо x > δ, то знайдеться k ∈ N
таке, що x/k ≤ δ. Для таких x та k виконується включення

{ξ1 > x/k, . . . , ξk > x/k} ⊆ {Sk > x}.
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Тому
P{Sk > x} ≥

(
1− F (x/k)

)k ≥
(
1− F (δ)

)k
> 0.

Для j = 1, . . . , n покладемо

S
(j)
k := ξ(j−1)k+1 + . . . + ξjk,

зокрема, S
(1)
k = Sk, та зазначимо, що в.в. S

(1)
k , . . . , S

(n)
k є незалежними та однаково роз-

подiленими, та Snk = S
(1)
k + . . . + S

(n)
k . Отже,

P{Snk ≤ x} = P{S(1)
k + . . . + S

(n)
k ≤ x}

≤ P{max(S
(1)
k , . . . , S

(n)
k ) ≤ x} =

(
P{Sk ≤ x}

)n
.

Нарештi

U(x) =
(
1 + P{S1 ≤ x}+ . . . + P{Sk−1 ≤ x}

) ∑
n≥0

P{Snk ≤ x}

≤ 1 + P{S1 ≤ x}+ . . . + P{Sk−1 ≤ x}
P{Sk > x}

< ∞.

Крiм функцiї вiдновлення U(t), теорiя вiдновлення дослiджує також узагальненi
функцiї вiдновлення V : [0,∞) → [0,∞], що задаються так

V (t) :=
∑
k≥0

akP{Sk ≤ t},

де (ak)k∈N0 є невiд’ємною числовою послiдовнiстю. Якщо ak = k−1, то V (t) називає-
ться гармонiчною функцiєю вiдновлення, а якщо ak = eak для деякого a > 0, то V (t)

називається експоненцiйною функцiєю вiдновлення.

0.1. Задачi

Задача 8. Скориставшися формулою згортки для щiльностей, перевiрити виконання
рiвностi (1).

Задача 9. Нехай ξ має показниковий розподiл. Показати, що перестриб має такий же
розподiл.

Задача 10. Нехай P{ξ ≤ x} = 1− (1 + λx)e−λx, x ≥ 0 для деякого λ > 0. Показати, що
U(x) = 1 + 2−1λx− 4−1(1− e−2λx).

Задача 11. Знайти умови скiнченностi експоненцiйної функцiї вiдновлення.

Пiдказка: Розглянути окремо випадки P{ξ = 0} = 0 та P{ξ = 0} ∈ (0, 1).



9

Роздiл 1

Посилений закон великих чисел та

центральна гранична теорема для ν(t)

Розпочнемо з посиленого закону великих чисел.

Теорема 12. Якщо µ := Eξ ∈ (0,∞], то

lim
t→∞

N(t)

t
=

1

µ
, lim

t→∞

ν(t)

t
=

1

µ
майже напевно,

при цьому запис 1/∞ iнтерпретується як 0.

Для доведення потрiбнi леми.

Лема 13. Якщо lim
n→∞

Yn = Y майже напевно та lim
t→∞

M(t) = ∞ майже напевно, де
(M(t))t≥0 є родиною невiд’ємних цiлочисельних випадкових величин, то lim

t→∞
YM(t) = Y

майже напевно.

Доведення. Твердження очевидно виконується у випадку детермiнованих (Yn) та
(M(t)). Дiйсно, для довiльного ε > 0 знайдеться значення N1 ∈ N таке, що |Yn − Y | < ε

для всiх n ≥ N1. Крiм того, знайдеться значення T > 0 таке, що M(t) ≥ N1 для всiх
t ≥ T . Тому |YM(t) − Y | < ε для всiх t ≥ T .

Розглянемо множини A := {ω : Yn(ω) → Y (ω)}, B := {ω : M(t, ω) → ∞} та C :=

{ω : YM(t,ω)(ω) → Y (ω)}. Оскiльки згiдно з припущенням P(A) = P(B) = 1, а згiдно з
попередньою частиною доведення A ∩B ⊆ C, то P(C) = 1.

Лема 14. Виконуються спiввiдношення lim
t→∞

N(t) = ∞ та lim
t→∞

ν(t) = ∞ майже напев-
но.

Доведення. Внаслiдок рiвностi ν(t) = N(t)+1 достатньо довести твердження для N(t).
Згiдно з посиленим законом великих чисел для випадкових блукань lim

n→∞
Sn = ∞ м.н.

Це означає, що знайдеться вимiрна подiя A з P(A) = 1 така, що lim
n→∞

Sn(ω) = ∞ для
кожного ω ∈ A. Зафiксуємо будь-яке ω ∈ A. Для кожного t > 0 знайдеться n ∈ N таке,
що t ∈ [Sn(ω), Sn+1(ω)). При цьому, якщо t прямує до нескiнченностi, то i n прямує
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до нескiнченностi. Оскiльки N(t, ω) не спадає м.н., то N(t, ω) ≥ N(Sn(ω)) = n. Отже,
lim
t→∞

N(t, ω) = ∞. Оскiльки ω ∈ A було вибрано довiльним, то lim
t→∞

N(t, ω) = ∞ для
кожного ω ∈ A.

Доведення теореми 12. Припустимо спочатку, що µ < ∞. За посиленим законом вели-
ких чисел для випадкових блукань

lim
n→∞

Sn

n
= µ м.н.

За лемою 14 lim
t→∞

N(t) = ∞ м.н. i lim
t→∞

ν(t) = ∞ м.н. Тому за лемою 13

lim
t→∞

SN(t)

N(t)
= µ, lim

t→∞

Sν(t)

ν(t)
= µ м.н.

Скориставшися нерiвнiстю

SN(t)

N(t)
≤ t

N(t)
<

Sν(t)

ν(t)

ν(t)

N(t)

та тим, що

lim
t→∞

ν(t)

N(t)
= 1 м.н.,

переконуємось у виконаннi спiввiдношення

lim
t→∞

N(t)

t
=

1

µ
м.н.

Нехай тепер µ = ∞. Для кожного a > 0 розглянемо допомiжне випадкове блукання
(Sn(a))n∈N0 , що визначається так

S0(a) := 0, Sn(a) := ξ1 ∧ a + . . . + ξn ∧ a, n ∈ N.

Оскiльки Sn ≥ Sn(a), n ∈ N0 м.н., то ν(t) ≤ νa(t) := inf{k ∈ N0 : Sk(a) > t} м.н.
Оскiльки кроки допомiжного блукання мають скiнченне середнє E(ξ ∧ a) ≤ a, то згiдно
з попередньою частиною доведення

ν(t)

t
≤ νa(t)

t
→ 1

E(ξ ∧ a)
, t →∞ м.н.

За теоремою Левi про монотонну збiжнiсть

lim
a→∞

E(ξ ∧ a) = µ = ∞.

Отже,

lim
t→∞

ν(t)

t
= 0 м.н.

�

Центральна гранична теорема для процесiв вiдновлення, наведена у теоремi 15, вка-
зує швидкiсть збiжностi (за розподiлом) у спiввiдношеннi lim

t→∞
ν(t)/t = µ−1 за умови

Eξ2 < ∞.
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Теорема 15. Якщо σ2 := Dξ < ∞, то

lim
t→∞

P
{

ν(t)− µ−1t√
σ2µ−3t

≤ x

}
= Φ(x) для всiх x ∈ R, (1.1)

де Φ(x) := (2π)−1/2
∫

(−∞, x]
e−y2/2dy, x ∈ R, є функцiєю стандартного нормального роз-

подiлу. Еквiвалентний запис такий

ν(t)− µ−1t√
σ2µ−3t

d→ normal(0, 1), t →∞.

Доведення. Для кожного x ∈ R покладемо

n(t, x) := [µ−1t +
√

σ2µ−3tx] та k(t, x) := µ−1t +
√

σ2µ−3tx.

Розв’язуючи квадратне рiвняння вiдносно
√

t, знаходимо

t = µk(t, x)− σx
√

k(t, x)

√
1 +

σ2µ−1x2

4k(t, x)
+ 2σ2µ−1x2,

звiдки випливає

lim
t→∞

t− µk(t, x)√
σ2k(t, x)

= −x.

Оскiльки n(t, x) ≤ k(t, x) ≤ n(t, x) + 1 i lim
t→∞

n(t, x) = ∞, то

lim
t→∞

t− µn(t, x)√
σ2n(t, x)

= −x. (1.2)

За центральною граничною теоремою для випадкових блукань

lim
n→∞

P
{

Sn ≤ µn +
√

σ2nx

}
= Φ(x) для всiх x ∈ R.

Тому для кожного x ∈ R та всiх y ∈ R

lim
t→∞

P
{

Sn(t,x) ≤ µn(t, x) +
√

σ2n(t, x)y

}
= Φ(y). (1.3)

Виконується ланцюжок рiвностей

P
{

ν(t)− µ−1t√
σ2µ−3t

> x

}
= P

{
ν(t) > n(t, x)

}
= P

{
Sn(t,x) ≤ t

}
= P

{
Sn(t, x) − µn(t, x)√

σ2n(t, x)
≤ t− µn(t, x)√

σ2n(t, x)

}
.

Враховуючи (1.3) та (1.2) та скориставшися iмплiкацiєю (ii) ⇒ (iii) леми 69, робимо
висновок, що при t → ∞ останнiй вираз прямує до Φ(x). Оскiльки стандартний нор-
мальний розподiл є симетричним (та неперервним), то

Φ(x) = 1− Φ(−x), x ∈ R.

Цього достатньо для завершення доведення.
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Роздiл 2

Елементарна теорема вiдновлення.

Стацiонарний процес вiдновлення.

2.1. Елементарна теорема вiдновлення

Перший результат даной лекцiї називається елементарною теоремою вiдновлення.

Теорема 16. Нехай µ = Eξ ∈ (0,∞]. Для функцiї вiдновлення U виконується спiввiд-
ношення

lim
t→∞

U(t)

t
=

1

µ
.

При цьому запис 1/∞ iнтерпретується як 0.

Доведення. Припустимо спочатку, що µ < ∞. Маємо

U(t) = Eν(t) = µ−1ESν(t) = µ−1t + µ−1E(Sν(t) − t) ≥ µ−1t, (2.1)

при цьому друга рiвнiсть випливає з леми 5. Отже1,

lim
t→∞

U(t)

t
≥ 1

µ
.

З iншого боку,
µ−1E(Sν(t) − t) ≤ µ−1Eξν(t). (2.2)

Припустимо, що P{ξ ≤ M} = 1 для деякого M > 0. Тодi P{ξν(t) ≤ M} = 1. Отже, з
(2.1) та (2.2) отримуємо

U(t) ≤ µ−1(t + M). (2.3)

Тому

lim
t→∞

U(t)

t
≤ 1

µ
. (2.4)

1Цього ж висновку можна дiстати з теореми 12 та леми Фату.
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Вiдмовимося тепер вiд припущення про обмеженiсть в.в. ξ. Для довiльного M > 0

розглянемо допомiжне випадкове блукання

S0(M) := 0, Sn(M) := ξ1 ∧M + . . . + ξn ∧M, n ∈ N,

де x ∧ y = min(x, y). Оскiльки Sn ≥ Sn(M), n ∈ N0 м.н., то ν(t) ≤ νM(t) := inf{k ∈
N0 : Sk(M) > t} м.н. Зокрема, Eν(t) ≤ EνM(t). Оскiльки крок випадкового блукання
(Sn(M)) є обмеженим, то згiдно з попередньою частиною доведення

U(t)

t
=

Eν(t)

t
≤ EνM(t)

t
→ 1

E(ξ ∧M)
, t →∞.

За теоремою Левi про монотонну збiжнiсть lim
M→∞

E(ξ ∧M) = Eξ = µ. Тому спiввiдноше-
ння (2.4) виконується i в цьому випадку.

Припустимо тепер, що µ = ∞. Для довiльного a > 0 розглянемо допомiжне випадко-
ве блукання (Sn(a))n∈N0 та зазначимо, що його кроки мають скiнченне середнє µa ≤ a.
Тому, мiркуючи у такий же спосiб, як у попереднiй частинi доведення, отримуємо

U(t)

t
=

Eν(t)

t
≤ Eνa(t)

t
→ 1

µa

, t →∞.

Оскiльки lim
a→∞

µa = ∞, то

lim
t→∞

U(t)

t
= lim

t→∞

U(t)

t
= 0.

Iнтегруючи нерiвнiсть (3) на [0,∞), переконуємось у виконаннi нерiвностi

U(t + s) ≤ U(t) + U(s), t, s ≥ 0.

Оскiльки U(t) = 0 при t < 0, та функцiя U(t) не спадає на R, то попередня нерiвнiсть
розповсюджується на всю пряму, тобто

U(t + s) ≤ U(t) + U(s), t, s ∈ R. (2.5)

Таким чином, функцiя U є субадитивною на R (див. означення 71). Тому згiдно з лемою
72 границя lim

t→∞
t−1U(t) автоматично iснує, i задача фактично полягає у знаходженнi цiєї

границi.

2.2. Стацiонарний процес вiдновлення

Подальше викладення потребує вiдокремлення двох випадкiв.

Означення 17. Випадкове блукання (Sn) називається арифметичним або гратча-
стим, якщо носiй розподiлу випадкової величини ξ зосереджений на множинi (nd)n∈N0

для деякого d > 0. Величина d називається кроком розподiлу ξ. Якщо d є максимальним
кроком, то випадкове блукання iнодi називають d-арифметичним. Випадкове блукання
(Sn) називається неарифметичним або негратчастим, якщо воно не є d-арифметичним
для жодного d > 0.
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2.2.1. Негратчастий випадок. Протягом цього пiдроздiлу розглядаються не-
гратчастi випадковi блукання. Згiдно з теоремою 16 виконується спiввiдношення
lim
t→∞

EN(t)
t

= µ−1. Виявляється, що у випадку µ < ∞ iснує випадковий процес (N̂(t))t≥0,
близький до (N(t)), для якого

EN̂(t) = µ−1t для всiх t ≥ 0. (2.6)

Розглянемо модифiковане випадкове блукання

Ŝn := Ŝ0 + Sn, n ∈ N0,

де в.в. Ŝ0 не залежить вiд (Sn) i має розподiл

P{Ŝ0 ≤ x} = µ−1

∫
[0, x]

P{ξ > y}dy, x > 0.

Покладемо

N̂(t) := #{n ∈ N0 : Ŝn ≤ t} = inf{n ∈ N0 : Ŝn > t}, t ≥ 0, (2.7)

та перевiримо виконання рiвностi (2.6). Перш за все зазначимо, що

Ee−sŜ0 =
1− ϕ(s)

µs
,

∫
[0,∞)

e−sxdU(x) =
1

1− ϕ(s)
, s > 0. (2.8)

Виконується рiвнiсть

N̂(t) =
(
1 + #{n ∈ N : Sn ≤ t− Ŝ0}

)
1{Ŝ0≤t} = ν(t− Ŝ0)1{Ŝ0≤t}.

Отже,

EN̂(t) = EU(t− Ŝ0)1{Ŝ0≤t} =

∫
[0, t]

U(t− y)dP{Ŝ0 ≤ y}. (2.9)

Еквiвалентно, ∫
[0,∞)

e−stdEN̂(t) = Ee−sŜ0

∫
[0,∞)

e−stdU(t)
(2.8)
=

1

µs
, s > 0.

Отже, EN̂(t) = µ−1t + const. Оскiльки EN̂(0) = 0, то const = 0.
Оскiльки U(t) = 0 для t < 0, то iндикатором у формулi (2.9) можна знехтувати. При

цьому
EN̂(t) = EU(t− Ŝ0) =

t

µ
. (2.10)

Означення 18. Випадковий процес (N̂(t))t≥0 називається стацiонарним процесом вiд-
новлення.

Цей процес має властивiсть: для довiльного m ∈ N, довiльних 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tm

та довiльного h > 0 розподiли векторiв(
N̂(t1)− N̂(t0), . . . , N̂(tm)− N̂(tm−1)

)
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та (
N̂(t1 + h)− N̂(t0 + h), . . . , N̂(tm + h)− N̂(tm−1 + h)

)
однаковi. Тому бiльш правильною назвою є процес вiдновлення зi стацiонарними при-
ростами. Для доведення останнього твердження покажемо спочатку, що для кожного
t > 0 розподiл перестрибу збiгається з розподiлом в.в. Ŝ0, тобто

P{ŜN̂(t) − t ≤ x} = µ−1

∫
[0, x]

P{ξ > y}dy, x > 0. (2.11)

Дiйсно,

P{ŜN̂(t) − t ≤ x} =
∑
k≥0

P{Ŝk − t ≤ x, N̂(t) = k}

=
∑
k≥1

P{t < Ŝk ≤ t + x, Ŝk−1 ≤ t}+ P{t < Ŝ0 ≤ t + x}

=
∑
k≥1

∫
[0, t]

P{t− y < ξk ≤ t + x− y}dP{Ŝk−1 ≤ y}

+ P{t < Ŝ0 ≤ t + x}

=

∫
[0, t]

P{t− y < ξ ≤ t + x− y}dEN̂(y)

+ P{t < Ŝ0 ≤ t + x}

= µ−1

∫
[0, t]

P{ξ > y}dy − µ−1

∫
[x, t+x]

P{ξ > y}dy

+ µ−1

∫
[t, t+x]

P{ξ > y}dy

= µ−1

∫
[0, x]

P{ξ > y}dy.

Покажемо тепер, що для довiльного h > 0(
Ŝ0, ξi, i ∈ N

) d
=

(
ŜN̂(h) − h, ξN̂(h)+i, i ∈ N

)
. (2.12)

Оскiльки розподiл випадкової послiдовностi однозначно визначається скiнченновимiр-
ними розподiлами, то остання рiвнiсть еквiвалентна такiй: для кожного k ∈ N(

Ŝ0, ξi, 1 ≤ i ≤ k
) d

=
(
ŜN̂(h) − h, ξN̂(h)+i, 1 ≤ i ≤ k

)
.
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Останнє перевiряється так: для довiльного вектора (x0, x1, . . . , xk) ∈ Rk+1

P{ŜN̂(h) − h ≤ x0, ξN̂(h)+i ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}

=
∑
n≥0

P{N̂(h) = n, Ŝn − h ≤ x0, ξn+i ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}

=
∑
n≥0

P{N̂(h) = n, Ŝn − h ≤ x0}P{ξn+i ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}

= P{ŜN̂(h) − h ≤ x0}
k∏

i=1

P{ξi ≤ xi}

= P{Ŝ0 ≤ x0}
k∏

i=1

P{ξi ≤ xi}

= P{Ŝ0 ≤ x0, ξi ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k}.

Друга рiвнiсть пояснюється тим, що подiї {N̂(h) = n, Ŝn − h ≤ x0} = {Ŝn−1 ≤ h, Ŝn >

h, Ŝn−h ≤ x0} та {ξn+i ≤ xi, 1 ≤ i ≤ k} незалежнi, а четверта рiвнiсть випливає з (2.11).
Визначимо функцiонал f : R∞ → Rm так:

f(y) :=

( ∑
n≥0

1(ti,ti+1]

( n∑
j=0

yj

)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)
,

де 1A(x) = 1, якщо x ∈ A, та = 0, iнакше. Згiдно з (2.12)

f
(
Ŝ0, ξi, i ∈ N

) d
= f

(
ŜN̂(h) − h, ξN̂(h)+i, i ∈ N

)
.

Лiва частина останньої рiвностi розподiлiв дорiвнює(
N̂(ti+1)− N̂(ti), 0 ≤ i ≤ m− 1

)
,

а права частина дорiвнює( ∑
n≥0

1(ti, ti+1]

(
ŜN̂(h)+n − h

)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)
=

( ∑
n≥0

1(ti+h, ti+1+h]

(
ŜN̂(h)+n

)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)
=

( ∑
n≥N̂(h)

1(ti+h, ti+1+h]

(
Ŝn

)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)

=

( ∑
n≥0

1(ti+h, ti+1+h]

(
Ŝn

)
, 0 ≤ i ≤ m− 1

)
=

(
N̂(ti+1 + h)− N̂(ti + h), 0 ≤ i ≤ m− 1

)
,

при цьому передостання рiвнiсть пояснюється тим, що Ŝ0,. . ., ŜN̂(h)−1 належать промiж-
ку (0, h] i, отже, не належать промiжкам (ti + h, ti+1 + h].
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2.2.2. Гратчастий випадок. Протягом цього пiдроздiлу розглядаються 1-
арифметичнi випадковi блукання, при цьому припускається, що P{ξ = 0} = 0 та µ < ∞.

Розглянемо модифiковане випадкове блукання

Ŝn := Ŝ0 + Sn, n ∈ N0,

де в.в. Ŝ0 не залежить вiд (Sn) i має розподiл

P{Ŝ0 = k} = µ−1P{ξ ≥ k}, k ∈ N.

Стацiонарний процес вiдновлення
(
N̂(t)

)
t≥0

визначається з використанням введеного
вище модифiкованого блукання

(
Ŝn

)
n∈N0

за допомогою формули (2.7).
Перевiримо виконання рiвностi

E
(
N̂(n)− N̂(n− 1)

)
=

∑
k≥0

P{Ŝk = n} = µ−1, n ∈ N, (2.13)

що еквiвалентна такiй
EN̂(n) = µ−1n, n ∈ N.

Введемо позначення

f(z) := Ezξ =
∑
k≥1

zkP{ξ = k}, z ∈ [0, 1].

Тодi

EzŜ0 = µ−1
∑
k≥1

zkP{ξ ≥ k} = µ−1
∑
j≥1

P{ξ = j}
j∑

k=1

zk

= µ−1z
∑
j≥1

P{ξ = j}1− zj

1− z

= µ−1z
1− f(z)

1− z
.

Отже, ∑
n≥1

zn
∑
k≥0

P{Ŝk = n} =
∑
k≥0

EzŜk = EzŜ0

∑
k≥0

EzSk

=
z(1− f(z))

µ(1− z)

1

1− f(z)
=

z

µ(1− z)
,

що доводить (2.13).
Також можна перевiрити виконання рiвностi

EN̂(n) = EU(n− Ŝ0) =
n

µ
, n ∈ N, (2.14)

що є аналогом (2.10).
Зараз доречно вказати явно вiдмiнностi у конструкцiї та властивостях стацiонарного

процесу вiдновлення у негратчастому та гратчастому випадках, що не дозволяють уни-
кнути вiдокремлення випадкiв. По-перше, це розподiл в.в. Ŝ0. По-друге, у d-гратчастому
випадку рiвнiсть (2.6) виконується не для всiх t ≥ 0, а тiльки для t ∈ {jd : j ∈ N}.

Нарештi зазначимо, що доведення того, що процес
(
N̂(t)

)
має стацiонарнi прирости

проходить у такий же спосiб як i для негратчастого випадку.
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2.3. Оцiнки для функцiї вiдновлення

У деякий прикладних задачах корисно мати оцiнки зверху та знизу для функцiї вiд-
новлення U(t). З доведення теореми 2.1 ми знаємо, що у випадку µ < ∞ виконується
нерiвнiсть (2.1). У цьому роздiлi буде встановлено ще двi оцiнки для U(t).
I. Наведена нижче унiверсальна оцiнка була отримана Ерiксоном у [6]:

t

m(t)
≤ U(t) ≤ 2t

m(t)
, t > 0, (2.15)

де m(t) := E(ξ ∧ t) =
∫

[0,t]
P{ξ > y}dy, t > 0. Якщо µ = ∞, вона є особливо корисною.

Дiйсно, у цьому випадку lim
t→∞

m(t) = ∞, i нерiвнiсть (2.15) дає правильний порядок
зростання U .
Доведення нерiвностi (2.15). Для фiксованого t > 0 pозглянемо допомiжне випадкове
блукання

S0(t) := 0, Sn(t) := ξ1 ∧ t + . . . + ξn ∧ t, n ∈ N.

За лемою 5
ESν(t)(t) = Eν(t)E(ξ ∧ t) = U(t)m(t). (2.16)

При фiксованому t > 0 функцiя ht(x) := x ∧ t є субадитивною на [0,∞), тобто

(x1 + x2) ∧ t ≤ x1 ∧ t + x2 ∧ t, x1, x2 ≥ 0. (2.17)

Оскiльки функцiя ht(x) є вгнутою, то цей факт випливає з задачi 20. Перевiримо субади-
тивнiсть безпосередньо. Якщо x1, x2 ∈ [0, t], то права частина нерiвностi (2.17) дорiвнює
x1 + x2, i нерiвнiсть справедлива, оскiльки мiнiмум двох чисел не перевищує кожного
з них. Якщо x1, x2 ∈ (t,∞), то права частина (2.17) дорiвнює 2t, а лiва дорiвнює t.
Нарештi, якщо x1 ∈ [0, t], а x2 ∈ (t,∞), то права частина (2.17) дорiвнює x1 + t, а лiва
дорiвнює t.

Внаслiдок (2.17) Sn(t) ≥ Sn ∧ t, n ∈ N0 м.н. Тому Sν(t)(t) ≥ Sν(t) ∧ t = t м.н. Остання
нерiвнiсть разом з (2.16) гарантує виконання лiвої нерiвностi у (2.15). З iншого боку,
оскiльки Sn(t) ≤ Sn, n ∈ N0 м.н., то

Sν(t)(t) = Sν(t)−1(t) + ξν(t) ∧ t ≤ Sν(t)−1 + ξν(t) ∧ t ≤ t + t = 2t м.н.

Разом з (2.16) це доводить праву нерiвнiсть у (2.15). �

II. Якщо Eξ2 < ∞, та випадкове блукання (Sn) (розподiл ξ) є негратчастим, то викону-
ється нерiвнiсть

U(t) ≤ t

µ
+

Eξ2

µ2
, t ≥ 0, (2.18)

що називається нерiвнiстю Лордена.
Доведення нерiвностi (2.18). Згiдно з (2.5) виконується нерiвнiсть

U(t) ≤ EU
(
t + S̄0 − Ŝ0

)
+ EU

(
Ŝ0 − S̄0

)
,
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де в.в. S̄0 є незалежною копiєю Ŝ0. Скориставшися рiвнiстю (2.10), маємо

EU
(
t + S̄0 − Ŝ0

∣∣S̄0

)
=

t + S̄0

µ
.

Тому

EU
(
t + S̄0 − Ŝ0

)
=

t + ES̄0

µ
=

t + EŜ0

µ
.

Аналогiчно

EU(Ŝ0 − S̄0) =
EŜ0

µ
.

Таким чином,

U(t) ≤ t + 2EŜ0

µ
.

Пiдставляючи вираз

EŜ0 =
1

µ

∫
[0,∞)

x(1− F (x))dx =
Eξ2

2µ

у попередню нерiвнiсть, отримуємо (2.18). �

Аналог нерiвностi (2.18) для гратчастих розподiлiв наведений у задачi 19.

2.4. Задачi

Задача 19. Якщо P{ξ = 0} = 0, Eξ2 < ∞, та розподiл ξ є 1-арифметичним, то

U(n) ≤ n + 1

µ
+

Eξ2

µ2
, n ∈ N.

Довести.

Задача 20. Показати, що вгнута функцiя f : [0,∞) → [0,∞) є субадитивною на [0,∞).

Задача 21. Чи є функцiя ht(x) = x ∧ t (t ∈ R фiксоване) субадитивною на R?

Задача 22. Довести рiвнiсть (2.6), не використовуючи перетворення Лапласа.

Пiдказка. Скористатися стацiонарнiстю приростiв (N̂(t)) для доведення рiвностi
EN̂(t) = tEN̂(1) спочатку для натуральних, а потiм для додатних рацiональних t.
Скористатися тим, що траекторiї процеса не спадають та є неперервними справа, а
також теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть для перевiрки згаданої рiвностi для
додатних iррацiональних t. Скористатися елементарною теоремою вiдновлення для зна-
ходження EN̂(1).

Задача 23. Нехай P{ξ = c} = 1 для деякого c > 0. Показати, що розподiл N̂(t) є таким:
якщо t ∈ [(k − 1)c, kc) для k ∈ N, то

P{N̂(t) = k − 1} = 1− c−1
(
t− (k − 1)c

)
, P{N̂(t) = k} = c−1

(
t− (k − 1)c

)
.
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Роздiл 3

Теорема Блеккуела

Теорема Блеккуела є найважливiшим та найскладнiшим твердженням теорiї вiднов-
лення. Iснує багато рiзних доведень цього результату, при цьому жодне з них не є
елементарним. У даному курсi ми ознайомимося з декiлькома доведеннями.

3.1. Гратчастий випадок

У сучаснiй теорiї вiдновлення i теорему 24, i теорему 30 називають теоремами Блек-
куела. Проте теорема 24 вперше була доведена Ердьошем, Феллером та Поллардом в
роботi [5]. Блеккуел же у статтi [4] довiв насправдi тiльки теорему 30, що є аналогом
теореми 24 у негратчастому випадку.

Теорема 24. Якщо випадкове блукання є d-арифметичним, то∑
k≥0

P{Sk = nd} = U(nd)− U((n− 1)d) → d

µ
, n →∞, (3.1)

де µ = Eξ ∈ (0,∞]. Еквiвалентно

lim
t→∞

(
U(t)− U(t− h)

)
=

h

µ
(3.2)

для довiльного фiксованого h = id, i ∈ N.

Нижче буде показано, що теорему достатньо встановити для d = 1. Враховуючи це,
перш, нiж переходити до доведення, ми покажемо, що U(n) − U(n − 1) > 0 для всiх
достатньо великих n, i, отже, перехiд до границi у (3.1) має смисл1. Iншими словами,
ми доведемо, що знайдеться n0 ∈ N таке, що

n ∈ I := {k ∈ N0 : знайдеться i ∈ N0 таке, що P{Si = k} > 0} (3.3)

для всiх натуральних n ≥ n0.
У подальшому знадобиться допомiжний результат.

1Це не є очевидним, наприклад, у випадку, коли крок випадкового блукання набуває значень 6, 10 та 15.
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Лема 25. Якщо i1, . . . , im ∈ I та a1, . . . , am ∈ N0, то a1i1 + . . . + amim ∈ I.

Доведення. Оскiльки P{S0 = 0} = 1, то 0 ∈ I. Отже, твердження виконується, якщо
всi ai дорiвнюють нулевi. Якщо не всi ai дорiвнюють нулевi, то достатньо перевiрити,
що з того, що i1 ∈ I\{0} та i2 ∈ I\{0} випливає i1 + i2 ∈ I. Згiдно з припущенням
P{Sn = i1} > 0 та P{Sm = i2} = P{ξn+1 + . . .+ ξn+m = i2} > 0 для деяких m, n ∈ N. Тому

P{Sn+m = i1 + i2} ≥ P{Sn = i1}P{ξn+1 + . . . + ξn+m = i2} > 0.

Отже, i1 + i2 ∈ I.

Згiдно з цiєю лемою для випадкового блукання з кроком, що набуває значень 6, 10

та 15

I = {6, 10, 12, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, . . .},

тобто n0 = 24.
Для перевiрки (3.3) достатньо показати, що I мiстить два послiдовних натуральних

числа, скажемо, k та k + 1. В цьому випадку за лемою 25 множина I мiстить числа
вигляду

(j + 1)k, (j + 1)k + 1, . . . , (j + 1)k + j + 1, j ∈ N0,

при цьому для j ≥ k−2 такi числа вичерпують всi натуральнi числа, не меншi за k2−k.
Тому згiдно з лемою 70 для довiльних i1, i2 ∈ I\{0} таких, що їх найбiльший спiльний
дiльник дорiвнює 1, знайдуться натуральне c1 та вiд’ємне цiле c2 такi, що c1i1 +c2i2 = 1.
Тодi c1i1 = −c2i2 +1. За лемою 25 c1i1 ∈ I та −c2i2 ∈ I. Отже, множина I дiйсно мiстить
два послiдовних натуральних числа.

3.1.1. Аналiтичне доведення теореми 24. Розпочнемо з доведення еквiвален-
тностi спiввiдношень (3.1) та (3.2). Якщо спiввiдношення (3.2) виконується, то, поклав-
ши t = nd та вибравши h = d, отримаємо (3.1). Припустимо тепер, що (3.1) виконується.
Для доведення (3.2) достатньо показати, що lim

t→∞
(U(t)−U(t−d)) = d/µ. Для довiльного

t > 0 знайдеться єдине n ∈ N таке, що nd ∈ (t−d, t]. Тому U(t)−U(t−d) =
∑

k≥0 P{Sk =

nd}. Залишається зазначити: якщо t →∞, то i n →∞.
Спiввiдношення (3.1) достатньо перевiрити для d = 1. Дiйсно, припустимо, що це

було зроблено. Оскiльки випадкове блукання (S∗n)n∈N0 , що визначається так

S∗0 := 0, S∗n := d−1Sn = d−1ξ1 + . . . + d−1ξn, n ∈ N,

є 1-арифметичним, то за доведеним∑
k≥0

P{Sk = nd} =
∑
k≥0

P{S∗k = n} → 1

E(d−1ξ1)
=

d

µ
.

Отже, надалi вважаємо, що d = 1.
Введемо позначення

pn := P{ξ = n}, rn := P{ξ > n} =
∑

k≥n+1

pk, un :=
∑
k≥0

P{Sk = n}, n ∈ N0.
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Надалi припускається виконаною умова p0 = 0. Зазначимо, що r0 = u0 = 1. Позначимо
через An подiю, що полягає у тому, що (Sk) коли-небудь потрапить у стан n. Виконую-
ться рiвностi

un = P(An) =
n−1∑
j=0

P(Aj)pn−j =
n−1∑
j=0

ujpn−j, n ∈ N; u0 = 1. (3.4)

Пiдставляючи вирази pn = rn−1 − rn, n ∈ N, у (3.4), отримуємо

un = (r0 − r1)un−1 + (r1 − r2)un−2 + . . . + (rn−1 − rn)u0, n ∈ N.

Отже,

cn := r0un + r1un−1 + . . . + rnu0 = r0un−1 + r1un−2 + . . . + rn−1u0 = cn−1, n ∈ N.

Оскiльки c0 = r0u0 = 1, то

r0un + r1un−1 + . . . + rnu0 = 1, n ∈ N. (3.5)

Оскiльки un є ймовiрнiстю, то un ≤ 1, n ∈ N0. Тому λ := lim
n→∞

un ∈ [0, 1]. Це означає, що,
по-перше, для довiльного ε > 0 знайдеться M ∈ N таке, що un ≤ λ + ε для всiх n ≥ M ,
по-друге, знайдеться послiдовнiсть (nk), що зростає, така, що lim

k→∞
unk

= λ. Вiзьмемо
будь-яке j ∈ N таке, що pj > 0, та покажемо, що lim

k→∞
unk−j = λ. Якщо це не так, то

знайдуться великi iндекси n (не обов’язково пiдряд) такi, що

un ≥ λ− ε та un−j ≤ λ′ < λ. (3.6)

Вибравши N настiльки великим (зокрема, N > j), що rN ≤ ε та скориставшися фор-
мулою (3.4) та тим, що un ≤ 1, маємо

un ≤ p1un−1 + . . . + pNun−N + ε, n ≥ N + 1.

Для всiх n ≥ M + N виконується нерiвнiсть un ≤ λ + ε. Тому для всiх n, що задоволь-
няють (3.6), та є не меншими за M + N

un ≤ (p1 + p2 + . . . + pj−1 + pj+1 + . . . + pN)(λ + ε) + pjλ
′ + ε

≤ (1− pj)(λ + ε) + pjλ
′ + ε < λ + 2ε− pj(λ− λ′).

Вибираючи ε настiльки малим, що pj(λ − λ′) > 3ε, отримуємо суперечнiсть з першою
нерiвнiстю у (3.6). Таким чином, λ′ = λ. Повторюючи доведення наведене вище, пере-
конуємось у тому, що lim

k→∞
unk−mj = λ для кожного фiксованого m ∈ N.

Випадок p1 > 0. Згiдно з (3.5) для фiксованого L ∈ N

1 ≥ r0unk
+ r1unk−1 + . . . + rLunk−L.

Спрямовуючи k →∞, отримуємо

1 ≥ λ(r0 + . . . + rL).
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Якщо µ =
∑

k≥0 rk = lim
L→∞

∑L
k=0 rk = ∞, то λ = 0. Якщо ж µ < ∞, то λ ≤ 1/µ.

Перебуваючи у рамках даного випадку, залишається перевiрити виконання нерiвностi
λ ≥ 1/µ за умови µ < ∞.

Покладемо γ := lim
n→∞

un. Мiркуючи таким же чином, як i ранiше, робимо висновок:

для послiдовностi (nk) такої, що lim
k→∞

unk
= γ, спiввiдношення lim

k→∞
unk−L = γ виконується

для кожного фiксованого L ∈ N. Виберемо L настiльки великим, що
∑

k≥L+1 rk ≤ ε. Це
можна зробити внаслiдок умови µ =

∑
k≥0 rk < ∞, що зараз припускається виконаною.

Тодi, використовуючи (3.5) та нагадуючи те, що un ≤ 1, маємо

1 ≤ r0unk
+ . . . + rLunk−L + ε.

Спрямовуючи k →∞, отримуємо

1 ≤ γ(r0 + . . . + rL) + ε.

Тому µλ ≥ µγ ≥ 1, що завершує доведення для цього випадку.
Випадок p1 = 0. Внаслiдок 1-арифметичностi у множинi {j : pj > 0} знайдуться (на-
туральнi) числа a1, . . . , al, найбiльшим спiльним дiльником яких є 1. Ми вже знаємо, що
з того, що lim

k→∞
unk

= λ випливає lim
k→∞

unk−θlal
= λ для фiксованого натурального θl. Тому

lim
k→∞

unk−m = λ для довiльного m вигляду m = θ1a1 + . . . + θlal, де θ1, . . . , θl є натураль-
ними числами. Але множина всiх таких лiнiйних комбiнацiй (без повторень) збiгається
з множиною I, визначеною рiвнiстю (3.3). Бiльше того, ми вже знаємо, що множина I

мiстить всi натуральнi числа m ≥ n0. Отже, робимо висновок, що lim
k→∞

unk−m = λ для
кожного натурального m ≥ n0. Використовуючи тепер (3.5) з n = nk−n0 та мiркуючи у
такий же спосiб як i при доведеннi попереднього випадку, дiстаємо бажаного висновку.

Зауваження 26. Для 1-арифметичного випадкового блукання U(x) = U([x]). Тому
елементарна теорема вiдновлення (теорема 16) стверджує, що U(k)/k → µ−1, ко-
ли k прямує до ∞, пробiгаючи натуральнi числа. Тому, припускаючи, що границя
lim
k→∞

(
U(k) − U(k − 1)

)
iснує, вона має дорiвнювати µ−1 згiдно з лемою 73 (у позна-

ченнях леми треба взяти ak = U(k)−U(k− 1)). Тому фактично для доведення теореми
24 було б достатньо показати, що границя lim

k→∞

(
U(k)−U(k− 1)

)
iснує. Проте здається,

що остання задача не є простiшою, нiж знаходження цiєї границi.

В якостi застосування теореми 24 наведемо одне уточнення елементарної теореми
вiдновлення (твердження 27), а також знайдемо спiльний граничний розподiл пере-
стрибу та недострибу (твердження 28).

Твердження 27. Нехай P{ξ = 0} = 0, Eξ2 < ∞ та розподiл ξ є 1-арифметичним.
Тодi

lim
n→∞

(
U(n)− n

µ

)
=

1

2µ
+

Eξ2

2µ2
,

де µ = Eξ < ∞.
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Доведення. Нижче використовуються позначення пiдроздiлу 2.2.2. Згiдно з (2.14)

E
(
U(n)− U(n− Ŝ0)

)
= U(n)− n

µ
.

За теоремою 24

lim
n→∞

(
U(n)− U(n− Ŝ0)

)
=

Ŝ0

µ
м.н.

Внаслiдок (2.5)
U(n)− U(n− Ŝ0) ≤ U(Ŝ0).

Оскiльки
EŜ0 =

1

µ

∑
k≥1

kP{ξ ≥ k} =
1

2µ
Eξ(ξ + 1) =

1

2
+

Eξ2

2µ
< ∞,

то згiдно з задачею 19 EU(Ŝ0) < ∞. Тому за за теоремою Лебега про мажоровану
збiжнiсть

lim
n→∞

E
(
U(n)− U(n− Ŝ0)

)
=

EŜ0

µ
=

1

2µ
+

Eξ2

2µ2
.

Твердження 28. Якщо P{ξ = 0} = 0, µ = Eξ < ∞, та розподiл ξ є 1-арифметичним,
то

lim
k→∞

P{k − Sν(k)−1 = i, Sν(k) − k = j} = µ−1P{ξ = i + j}.

Доведення. Для k ∈ N, j ∈ N та i ∈ N0

P{Sν(k)−1 = k − i, Sν(k) = k + j} =
∑
l≥1

P{Sl−1 = k − i, Sl = k + j}

=
∑
l≥1

P{Sl−1 = k − i, ξl = i + j}

= P{ξ = i + j}
∑
l≥0

P{Sl = k − i}.

При k →∞ остання сума прямує до µ−1 за теоремою 24.

Наслiдок 29. Припустимо, що виконанi умови твердження 28. При k →∞

Sν(k) − k
d→ χ, k − Sν(k)−1

d→ ζ,

де випадковi величини χ та ζ мають такi розподiли

P{χ = i} = µ−1P{ξ ≥ i}, i ∈ N, P{ζ = j} = µ−1P{ξ ≥ j + 1}, j ∈ N0.

3.2. Негратчастий випадок

Теорема 30. Якщо випадкове блукання є неарифметичним, то для довiльного фiксо-
ваного h > 0

lim
x→∞

(
U(x + h)− U(x)

)
=

h

µ
,

де µ = Eξ ∈ (0,∞].
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3.2.1. Випадок нескiнченного середнього. Розпочнемо доведення теореми 30 з
бiльш простого випадку µ = ∞.

Для цього потрiбнi допомiжнi результати.

Означення 31. Нехай G(·) є (неперервною справа) функцiєю розподiлу випадкової
величини η. Точка x ∈ R називається точкою росту G, якщо G(x+ε−0)−G(x−ε) > 0

для довiльного ε > 0. Множина S всiх точок росту називається спектром або носiєм
розподiлу η або G. Це найменша замкнена множина, на якiй зосереджений розподiл η,
тобто P{η ∈ S} = 1.

Лема 32. Якщо a та b є точками росту функцiй розподiлу H1 та H2, то a + b є
точкою росту їх згортки H1 ∗H2.

Доведення. Якщо випадковi величини η1 та η2 є такими, що H1 є функцiєю розподiлу
η1, а H2 є функцiєю розподiлу η2, то H1 ∗H2 є функцiєю розподiлу η1 + η2. Твердження
випливає з ланцюжка нерiвностей

H1 ∗H2(a + b + ε− 0)−H1 ∗H2(a + b− ε)

= P{|η1 + η2 − (a + b)| < ε}

≥ P{|η1 − a|+ |η2 − b| < ε}

≥ P{|η1 − a| < ε/2}P{|η2 − b| < ε/2}

> 0.

Позначимо через Σ об’єднання множин точок росту функцiй розподiлу F ∗(n), n ∈ N0.

Лема 33. Якщо випадкове блукання
(
Sn

)
є негратчастим, то множина Σ є асим-

птотично щiльною на ∞, тобто

lim
x→∞

inf{|x− y| : y ∈ Σ} = 0.

Iншими словами, U(x + ε)− U(x) > 0 для довiльного ε > 0 та достатньо великих x.

Доведення. Можливi два випадки.
(I) Для довiльного ε > 0 знайдуться a < b, a, b ∈ Σ такi, що h := b− a < ε.
(II) Для довiльного вибору точок a < b, a, b ∈ Σ знайдеться δ > 0 таке, що h > δ.

Випадок I. Введемо позначення In := (na, nb], n ∈ N. Якщо n(b−a) > a, то (na, (n+

1)a) ⊂ In. Тому кожна точка x ≥
(
[a(b− a)−1] + 1

)
a належить ∪n≥1In. При фiксованому

n точки na + kh, k = 0, 1, . . . , n належать Σ (за лемою 32) та розбивають iнтервал In

на n пiдiнтервалiв довжини h. Отже, будь яка точка x > a2(b − a)−1 знаходиться на
вiдстанi, що не перевищує h/2, вiд деякої точки множини Σ.

Випадок II. Виберемо a та b так, щоб h < 2δ. Точки вигляду na+kh, k = 0, 1, . . . , n

належать Σ та In. Вiдстань мiж точками na + kh та na + (k + 1)h дорiвнює h < 2δ.
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Якщо припустити, що мiж цими точками лежить iнша точка c множини Σ, то згiдно з
припущенням c− (na + kh) > δ, na + (k + 1)h− c > δ. Отже, h > 2δ, що є суперечнiстю.
Таким чином, всi точки множини Σ, що лежать в In, вичерпуються точками

(
na + kh

)
.

Оскiльки (n + 1)a ∈ In, то a, i, отже, всi точки Σ, що належать In, мають дiлитися на
h. Нехай s є довiльною точкою росту F . Для достатньо великих n iнтервал In мiстить
точку вигляду ka+s. Оскiльки вона належить In, то s має дiлитися на h, тобто розподiл
ξ є арифметичним.

Тепер можемо розпочати доведення теореми. Ми будемо додатково припускати, що
P{ξ = 0} = 0. Це не є принциповим припущенням, проте деякi технiчнi деталi стануть
бiльш простими.

Достатньо перевiрити виконання спiввiдношення

lim
x→∞

(
U(x + 1)− U(x)

)
= 0. (3.7)

Дiйсно, останнє гарантує lim
x→∞

(
U(x + m) − U(x)

)
= 0 для кожного m ∈ N i, отже, з

урахуванням монотонностi U lim
x→∞

(
U(x + h)− U(x)

)
= 0 для кожного h > 0.

Покладемо
β := lim

x→∞

(
U(x + 1)− U(x)

)
та покажемо, що β = 0. Зазначимо, що внаслiдок нерiвностей

U(x + 1)− U(x) ≤ U(1) < ∞, (3.8)

що випливають з (2.5) та леми 7, величина β є скiнченною. Виберемо зростаючу послi-
довнiсть (xk) таку, що lim

k→∞
xk = ∞ та lim

k→∞

(
U(xk + 1)− U(xk)

)
= β.

Для довiльного i ∈ N виконуються рiвностi

U(xk + 1)− U(xk) =
∑
n≥0

P{xk < Sn ≤ xk + 1}

=
i−1∑
n=0

P{xk < Sn ≤ xk + 1}

+
∑
n≥0

P{xk < Sn + S ′i ≤ xk + 1}

=
i−1∑
n=0

P{xk < Sn ≤ xk + 1}

+

∫
[0,∞)

(
U(xk + 1− y)− U(xk − y)

)
dP{Si ≤ y},

де S ′i := Sn+i−Sn = ξn+1 + . . .+ ξn+i не залежить вiд Sn та має такий же розподiл як Si.
Покладемо

ak,j :=

∫
(j−1,j]

(
U(xk + 1− y)− U(xk − y)

)
dP{Si ≤ y}, j ∈ N,



27

та зазначимо, що деякi ak,j можуть дорiвнювати нулевi. Оскiльки

lim
k→∞

i−1∑
n=0

P{xk < Sn ≤ xk + 1} = 0,

то

lim
k→∞

(
U(xk + 1)− U(xk)

)
= lim

k→∞

∫
(0,∞)

(
U(xk + 1− y)− U(xk − y)

)
dP{Si ≤ y}

= lim
k→∞

∑
j≥1

ak,j = β. (3.9)

Останнiй iнтеграл можна брати по промiжку (0,∞), а не по [0,∞), оскiльки P{Si =

0} = 0.
Згiдно з означенням β для кожного y lim

k→∞

(
U(xk + 1− y)− U(xk − y)

)
≤ β. Викори-

стовуючи це та нерiвнiсть (3.8), отримуємо

lim
k→∞

ak,j ≤ βP{j − 1 < Si ≤ j} (3.10)

за лемою Фату.
Покажемо, що спiввiдношення (3.9) та (3.10) забезпечують

lim
k→∞

ak,j ≥ βP{j − 1 < Si ≤ j}. (3.11)

Остання нерiвнiсть тривiально виконується, якщо її права частина дорiвнює нулевi.
Тому у подальшому вважаємо, що вона додатна. Припустимо, що (3.11) не виконується.
Тодi знайдуться j0 ∈ N та ε > 0 такi, що

lim
k→∞

ak,j0 ≤ β
(
P{j0 − 1 < Si ≤ j0} − ε

)
. (3.12)

Виберемо послiдовнiсть (kn) таку, що

lim
n→∞

akn,j0 = const ≤ β
(
P{j0 − 1 < Si ≤ j0} − ε

)
.

Внаслiдок (3.8)
ak,j ≤ U(1)P{j − 1 < Si ≤ j}.

Тому можемо вибрати натуральне J ≥ j0 так, щоб

lim
n→∞

∑
j≥J+1

akn,j ≤ U(1)
∑

j≥J+1

P{j − 1 < Si ≤ j} ≤ βε/2.

Крiм того, з урахуванням (3.10) та (3.12), маємо

lim
n→∞

J∑
j=1

akn,j ≤
J∑

j=1

lim
n→∞

akn,j ≤ β

( J∑
j=1

P{j − 1 < Si ≤ j} − ε

)
.
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Додаючи останнi двi нерiвностi, отримуємо

lim
n→∞

∑
j≥1

akn,j ≤ β(1− ε/2),

що суперечить (3.9) i, отже, доводить (3.11).
За лемою 33 знайдеться натуральне j1 таке, що U(j) − U(j − 1) > 0 для j ≥ j1.

Для кожного такого j знайдеться i = i(j) ∈ N таке, що P{j − 1 < Si ≤ j} > 0. Якщо
y ∈ (j − 1, j], то

U(xk + 1− y)− U(xk − y) ≤ U(xk + 2− j)− U(xk − j).

Тому з урахуванням (3.11) маємо для кожного j ≥ j1

lim
k→∞

(
U(xk + 2− j)− U(xk − j)

)
≥ β.

Згiдно з лемою 7 U(xk) = Eν(xk) < ∞ для кожного k ∈ N. Тому

1 = P{ν(xk) < ∞} =
∑
n≥0

P{Sn ≤ xk, Sn + ξn+1 > xk}

=

∫
(0, xk]

(
1− F (xk − y)

)
dU(y)

≥
[xk/2]∑

j=[j1/2]+1

∫
(xk−2j, xk−2j+2]

(
1− F (xk − y)

)
dU(y)

≥
[xk/2]∑

j=[j1/2]+1

(
U(xk − 2j + 2)− U(xk − 2j)

)(
1− F (2j)

)
.

Скориставшися лемою Фату, маємо

1 ≥ β
∑

j≥[j1/2]+1

(
1− F (2j)

)
,

звiдки випливає те, що β = 0, оскiльки
∑

j≥0

(
1− F (2j)

)
= ∞ внаслiдок умови µ = ∞.

3.2.2. Випадок скiнченного середнього. Протягом цього пiдроздiлу припуска-
ється виконаною умова µ < ∞.

При побудовi стацiонарного процесу вiдновлення у пiдроздiлi 2.2.1. ми скористали-
ся модифiкованим випадковим блуканням (Ŝn), стрибки якого були такими ж як i у
випадкового блукання (Sn). Iншими словами, цi два випадкових блукання були сильно
залежними. У цьому пiдроздiлi нам знадобиться випадкове блукання (S ′n), що є неза-
лежним вiд (Sn) i має такий же розподiл як (Ŝn).

Нехай
(
ξ′k

)
k∈N є незалежними копiями ξ, що не залежать вiд

(
ξk

)
k∈N. Нехай ξ′0 є

випадковою величиною, що не залежить вiд
(
ξk, ξ

′
k

)
k∈N i має розподiл

P{ξ′0 ≤ x} =
1

µ

∫
[0, x]

P{ξ > y}dy, x ≥ 0.



29

Покладемо тепер
S ′n := ξ′0 + ξ′1 + . . . + ξ′n, n ∈ N0

та
N ′(t) := #{n ∈ N0 : S ′n ≤ t} =

∑
n≥0

1{S′n≤t}, t ≥ 0.

У нових позначеннях рiвнiсть (2.10) може бути переписана так

E
(
N ′(t + h)−N ′(t)

)
=

h

µ
. (3.13)

Для подальшого доведення знадобиться допомiжний результат.

Лема 34. Для фiксованого h > 0 родини
(
ν(t + h)− ν(t)

)
t≥0

та
(
N ′(t + h)−N ′(t)

)
t≥0

є
рiвномiрно iнтегровними.

Доведення. Для h > 0 та t ≥ 0 введемо позначення

νt(h) := inf{k > ν(t) : Sk − Sν(t) > h}.

Згiдно з доведенням нерiвностi (3) ν(t + h)− ν(t) ≤ νt(h) м.н. та νt(h)
d
= ν(h). Тому для

a > 0

E
(
ν(t + h)− ν(t)

)
1{ν(t+h)−ν(t)>a} ≤ Eνt(h)1{νt(h)>a} = Eν(h)1{ν(h)>a}.

Рiвномiрна iнтегровнiсть випливає з нерiвностi

sup
t≥0

E
(
ν(t + h)− ν(t)

)
1{ν(t+h)−ν(t)>a} ≤ Eν(h)1{ν(h)>a}

та того, що її права частина прямує до нуля при a →∞.
Рiвномiрна iнтегровнiсть другої родини перевiряється аналогiчно.

Для доведення теореми Блеккуела ми скористаємось технiкою зклеювання (coupli-
ng), що полягає у побудовi ще одного випадкового блукання

(
S ′′n

)
n∈N0

, що має такий же
розподiл як

(
S ′n

)
n∈N0

. Крiм того, Sn та S ′′n будуть "майже рiвними" для всiх n ≥ τ для τ ,
що є пiдхожим моментом зупинки вiдносно потоку σ-алгебр, породженого

(
Sn, S

′
n

)
n∈N0

.
Тому можна очiкувати, що функцiя

t → E
∑
n≥0

1{t<S′′n≤t+h} = E
(
N ′(t + h)−N ′(t)

) (3.13)
= h/µ

для зклеєної послiдовностi
(
S ′′n

)
буде близькою до функцiї

t → E
∑
n≥0

1{t<Sn≤t+h} = U(t + h)− U(t)

при великих t.
Зафiксуємо довiльне ε > 0 та визначимо час ε-зклеювання так

τ :=

inf{n ∈ N0 : |Sn − S ′n| ≤ ε}, якщо inf
n∈N0

|Sn − S ′n| ≤ ε,

0, iнакше.
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Оскiльки за наслiдком 67 послiдовнiсть
(
Sn−S ′n

)
є рекурентною, то τ < ∞ м.н. Визна-

чимо тепер зклеєне випадкове блукання (S ′′n)n∈N0 так

S ′′n :=

S ′n, якщо n < τ,

Sn − (Sτ − S ′τ ) = S ′τ +
∑n

k=τ+1 ξk, якщо n ≥ τ
n ∈ N0.

Кориснiсть даної конструкцiї прояснюється наступним результатом.

Лема 35. Справедливi такi твердження:
(а) |S ′′n − Sn| ≤ ε для всiх n ≥ τ ;
(б)

(
S ′′n

)
n∈N0

d
=

(
S ′n

)
n∈N0

.

Доведення. (а) При n ≥ τ виконується рiвнiсть |S ′′n−Sn| = |Sτ−S ′τ |. Згiдно з означенням
τ останнiй модуль не перевищує ε.
(б) Достатньо довести, що для довiльного n ∈ N0 та довiльного вектора (x0, x1, . . . , xn) ∈
Rn+1

P{S ′′0 ≤ x0, S
′′
1 ≤ x1, . . . , S

′′
n ≤ xn} = P{S ′0 ≤ x0, S

′
1 ≤ x1, . . . , S

′
n ≤ xn}. (3.14)

Це встановлюється так

P{S ′′0 ≤ x0, S
′′
1 ≤ x1, . . . , S

′′
n ≤ xn} = P{. . . , τ ≤ n}+ P{. . . , τ > n}.

Для n < τ S ′′n = S ′n, тому

P{S ′′0 ≤ x0, . . . , S
′′
n ≤ xn, τ > n} = P{S ′0 ≤ x0, . . . , S

′
n ≤ xn, τ > n}. (3.15)

Для кожного k ∈ N0 позначимо через Fk := σ
(
(ξi, ξ

′
i)0≤i≤k

)
σ-алгебру, породжену ви-

падковими векторами (ξi, ξ
′
i)0≤i≤k. Оскiльки τ є моментом зупинки вiдносно потоку(

Fk

)
k∈N0

, то випадкова величина 1{τ=k} є Fk-вимiрною. Крiм того, зазначимо, що послi-
довностi

(
ξj

)
j>k

та
(
ξ′j

)
j>k

мають однаковий розподiл та не залежать вiд Fk. Враховуючи
це, маємо

P{. . . , τ ≤ n}

=
n∑

k=0

P{S ′′0 ≤ x0, . . . , S
′′
k ≤ xk, S

′′
k+1 ≤ xk+1, . . . , S

′′
n ≤ xn, τ = k}

=
n∑

k=0

P{S ′0 ≤ x0, . . . , S
′
k ≤ xk, S

′
k + ξk+1 ≤ xk+1, . . . ,

S ′k + ξk+1 + . . . + ξn ≤ xn, τ = k}

=
n∑

k=0

EP{S ′0 ≤ x0, . . . , S
′
k ≤ xk, S

′
k + ξk+1 ≤ xk+1, . . . ,

S ′k + ξk+1 + . . . + ξn ≤ xn, τ = k|Fk}

=
n∑

k=0

EP{S ′0 ≤ x0, . . . , S
′
k ≤ xk, S

′
k + ξ′k+1 ≤ xk+1, . . . ,

S ′k + ξ′k+1 + . . . + ξ′n ≤ xn, τ = k|Fk}

= P{S ′0 ≤ x0, . . . , S
′
n ≤ xn, τ ≤ n}. (3.16)

Об’єднуючи (3.15) та (3.16), отримуємо (3.14).
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Зафiксуємо довiльне h > 0, а потiм виберемо ε ∈ (0, h/2). З конструкцiї (S ′′n) випли-
вають включення

{t + ε < S ′′n ≤ t + h− ε} ⊆ {t < Sn ≤ t + h} ⊆ {t− ε < S ′′n ≤ t + h + ε}, (3.17)

що виконуються для всiх t ≥ 0 та n ≥ τ + 1. Для перевiрки першого включення зазна-
чимо, що −ε ≤ Sτ − S ′τ ≤ ε. Тому, якщо для n ≥ τ + 1

t + ε < S ′′n = Sn − (Sτ − S ′τ ) ≤ t + h− ε,

то
t ≤ t + ε + (Sτ − S ′τ ) < Sn ≤ t + h− ε + (Sτ − S ′τ ) ≤ t + h.

Друге включення перевiряється аналогiчно.
Згiдно з (3.17)∑

n≥0

1{t+ε<S′′n≤t+h−ε} −
τ∑

n=0

1{t+ε<S′′n≤t+h−ε}

≤ ν(t + h)− ν(t) =
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h}

+
∑

n≥τ+1

1{t<Sn≤t+h}

≤
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h} +
∑
n≥0

1{t−ε<S′′n≤t+h+ε}.

Тому, переходячи до математичних сподiвань та пригадуючи лему 35(б), маємо

h− 2ε

µ
− E

τ∑
n=0

1{t+ε<S′n≤t+h−ε}

= E
∑
n≥0

1{t+ε<S′′n≤t+h−ε} − E
τ∑

n=0

1{t+ε<S′′n≤t+h−ε}

≤ U(t + h)− U(t) ≤ E
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h}

+ E
∑
n≥0

1{t−ε<S′′n≤t+h+ε}

= E
τ∑

n=0

1{t<Sn≤t+h} +
h + 2ε

µ
.

Згiдно з лемою 34 родина
(
ν(t + h) − ν(t)

)
t≥0

є рiвномiрно iнтегровною. Внаслiдок
нерiвностi

τ∑
n=0

1{t<Sn≤t+h} ≤ ν(t + h)− ν(t) м.н.,

родина
( ∑τ

n=0 1{t<Sn≤t+h}
)

t≥0
також є рiвномiрно iнтегровною. Оскiльки∑τ

n=0 1{t<Sn≤t+h} → 0 м.н. при t → ∞, то lim
t→∞

E
∑τ

n=0 1{t<Sn≤t+h} = 0. Те, що
lim
t→∞

E
∑τ

n=0 1{t−ε<S′′n≤t+h+ε} = 0, перевiряється аналогiчно.
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Таким чином

h− 2ε

µ
≤ lim

t→∞

(
U(t + h)− U(t)

)
≤ lim

t→∞

(
U(t + h)− U(t)

)
≤ h + 2ε

µ
.

Для завершення доведення залишається спрямувати ε до нуля.

3.3. Задачi

Задача 36. Нехай f : R → R – будь-яка вимiрна функцiя така, що

lim
x→∞

(
f(x + h)− f(x)

)
= ch

для довiльного h ∈ R та невiд’ємної константи c. Довести, що збiжнiсть у цьому спiввiд-
ношеннi є локально рiвномiрною по h, тобто для довiльних скiнченних a < b збiжнiсть
є рiвномiрною по h ∈ [a, b].

Пiдказка: Показати, що функцiя g(x) := exp
(
f(ln x)

)
правильно змiнюється на не-

скiнченностi з показником c, тобто задовольняє спiввiдношення

lim
x→∞

g(xh)

g(x)
= hc

для довiльного c > 0. Скористатися теоремою 1.5.2 книги [3].
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Роздiл 4

Ключова теорема вiдновлення

4.1. Гратчастий випадок

Теорема 37. Якщо випадкове блукання є d-арифметичним, а функцiя f : R → R+ є
такою, що

∑
k≥0 f(x + dk) < ∞ для фiксованого x ∈ R, то

lim
n→∞

∫
[0, nd]

f(x + nd− y)dU(y) = lim
n→∞

n∑
k=0

f(x + (n− k)d)u(kd)

=
d

µ

∑
k≥0

f(x + kd),

де u(nd) :=
∑

k≥0 P{Sk = nd} та µ = Eξ ∈ (0,∞].

Доведення. За теоремою 24, lim
n→∞

u(nd) = d/µ (при µ = ∞ права частина iнтерпретується
як нуль). Тому для довiльного ε ∈ (0, d/µ) знайдеться значення k0 ∈ N таке, що

d/µ− ε ≤ u(kd) ≤ d/µ + ε для всiх k ≥ k0 + 1.

Якщо µ = ∞, то вибираємо ε > 0 та розглядаємо тiльки праву нерiвнiсть. Таким чином,
для достатньо великих n

n∑
k=0

f
(
x + (n− k)d

)
u(kd) =

k0∑
k=0

f
(
x + (n− k)d

)
u(kd)

+
n∑

k=k0+1

f
(
x + (n− k)d

)
u(kd)

≤
k0∑

k=0

f
(
x + (n− k)d

)
u(kd)

+ (d/µ + ε)

n−k0−1∑
m=0

f
(
x + md

)
.

Умова
∑

k≥0 f(x + kd) < ∞ гарантує lim
n→∞

f(x + nd) = 0. Тому

lim
n→∞

n∑
k=0

f
(
x + (n− k)d

)
u(kd) ≤ (d/µ + ε)

∑
m≥0

f(x + md).
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Оскiльки лiва частина не залежить вiд ε, то, спрямовуючи ε до нуля, отримаємо

lim
n→∞

n∑
k=0

f
(
x + (n− k)d

)
u(kd) ≤ (d/µ)

∑
m≥0

f(x + md).

У випадку µ = ∞ доведення на цьому завершується. Якщо ж µ < ∞, то використову-
ючи подiбнi мiркування, встановлюємо те, що

lim
n→∞

n∑
k=0

f(x + (n− k)d)u(kd) ≥ (d/µ)
∑
m≥0

f(x + md).

Зауваження 38. Звичайно, теорема залишається справедливою для функцiй f : R → R
за умови

∑
k≥0 |f(x+kd)| < ∞. Для перевiрки достатньо застосувати теорему 37 окремо

до функцiй f+ та f−.

4.2. Негратчастий випадок

4.2.1. Варiант теореми для монотонних функцiй Знайомство з ключовою тео-
ремою вiдновлення розпочнемо з найпростiшого варiанту, у якому пiдiнтегральна фун-
кцiя не зростає та є iнтегровною за Лебегом.

Твердження 39. Якщо випадкове блукання є неарифметичним, а функцiя f : R+ →
R+ не зростає та є iнтегровною за Лебегом на R+, то при x →∞

E
∑
n≥0

f(x− Sn)1{Sn≤x} =

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) → µ−1

∫ ∞

0

f(y)dy,

де µ = Eξ ∈ (0,∞].

Доведення. Зафiксуємо довiльне h > 0. Для кожного x ≥ 0 знайдеться значення n ∈ N0

таке, що x ∈ [nh, (n + 1)h). Виконується рiвнiсть∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) =

∫
[0, x−nh]

f(x− y)dU(y) +

∫
(x−nh, x]

f(x− y)dU(y).

Скориставшися тим, що f не зростає, а U не спадає, маємо∫
[0, x−nh]

f(x− y)dU(y) ≤ f(nh)U(h).

Якщо x →∞, то n →∞. Крiм того, lim
n→∞

f(nh) = 0 внаслiдок монотонностi та iнтегров-
ностi f . Тому

lim
x→∞

∫
[0, x−nh]

f(x− y)dU(y) = 0. (4.1)
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Для аналiзу другого доданку запишемо для довiльного фiксованого m ∈ N∫
(x−nh,x]

f(x− y)dU(y) =
n−1∑
k=0

∫
(x−(k+1)h, x−kh]

f(x− y)dU(y)

≤
n−1∑
k=0

f(kh)
(
U(x− kh)− U(x− (k + 1)h)

)
≤

m∑
k=0

. . . +
∑

k≥m+1

. . . , (4.2)

де для отримання першої нерiвностi ми скористалися монотоннiстю f . Згiдно з теоре-
мою 30

lim
x→∞

m∑
k=0

f(kh)
(
U(x− kh)− U(x− (k + 1)h)

)
=

h

µ

m∑
k=0

f(kh),

якщо µ < ∞. Якщо ж µ = ∞, то остання границя дорiвнює нулевi. Скориставшися
субадитивнiстю U (див. нерiвнiсть (2.5)), маємо∑

k≥m+1

f(kh)
(
U(x− kh)− U(x− (k + 1)h)

)
≤ U(h)

∑
k≥m+1

f(kh).

При цьому внаслiдок iнтегровностi функцiї f права частина останньої нерiвностi є скiн-
ченною i, крiм того, прямує до нуля, коли m →∞. У випадку µ = ∞

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) ≤ 0,

отже,

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = 0,

i доведення на цьому завершується. Якщо µ < ∞, то, врахувавши (4.1) та спрямувавши
у нерiвностi (4.2) спочатку x →∞, а потiм m →∞, отримуємо

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) ≤ h

µ

∑
k≥0

f(kh)

=
h

µ
f(0) +

h

µ

∑
k≥1

f(kh)

≤ h

µ
f(0) +

1

µ

∑
k≥1

∫
((k−1)h, kh]

f(y)dy

=
h

µ
f(0) +

1

µ

∫
[0,∞)

f(y)dy.

Спрямовуючи нарештi h ↓ 0, робимо висновок

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) ≤ 1

µ

∫
[0,∞)

f(y)dy.

Протилежна нерiвнiсть для нижньої границi встановлюється аналогiчно.

Теорема 39 дозволяє знайти спiльний граничний розподiл недострибу та перестрибу
випадкового блукання у негратчастому випадку. Вiдповiдний результат у гратчастому
випадку мiститься у твердженнi 28.
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Твердження 40. Якщо µ = Eξ < ∞, та випадкове блукання
(
Sn

)
є неарифметичним,

то
lim
k→∞

P{t− Sν(t)−1 ≥ u, Sν(t) − t > v} = µ−1

∫
[u+v,∞)

P{ξ > y}dy, u, v > 0.

Доведення. Для фiксованих u, v ≥ 0 функцiя fu,v(t) = P{ξ > u+v + t}, t ≥ 0, не зростає
та є iнтегровною за Рiманом на R+.

Для u ∈ [0, t] та v ≥ 0

P
{
t− Sν(t)−1 ≥ u, Sν(t) − t > v

}
=

∑
k≥1

P
{
Sν(t)−1 ≤ t− u, Sν(t) > t + v, ν(t) = k

}
=

∑
k≥1

P
{
Sk−1 ≤ t− u, Sk−1 + ξk > t + v

}
=

∫
[0, t−u]

P{ξ > t + v − y}dU(y)

=

∫
[0, t−u]

fu,v(t− u− y)dU(y).

За теоремою 39 при t →∞ останнiй iнтеграл прямує до

µ−1

∫
[0,∞)

fu,v(y)dy = µ−1

∫
[u+v,∞)

P{ξ > y}dy.

Наслiдок 41. Припустимо, що виконанi умови твердження 40. При t →∞(
t− Sν(t)−1, Sν(t) − t

) d→
(
ζ, χ

)
, (4.3)

де розподiл випадкового вектора
(
ζ, χ

)
задається так

P{ζ > u, χ > v} = µ−1

∫
[u+v,∞)

P{ξ > y}dy, u, v > 0.

При цьому розподiли випадкових величин є однаковими

P{ζ ≤ u} = P{χ ≤ u} = µ−1

∫
[0, u]

P{ξ > y}dy, u > 0.

Наведемо ще одну характеризацiю розподiлу випадкового вектора
(
ζ, χ

)
.

Твердження 42. Розподiл випадкового вектора
(
ζ, χ

)
збiгається з розподiлом ви-

падкового вектора
(
UW, (1 − U)W

)
, де U та W є незалежними випадковими вели-

чинами, при цьому розподiл U є рiвномiрним на [0, 1], а розподiл W задається так
P{W ∈ dx} = µ−1xP{ξ ∈ dx}, x > 0. Крiм того,

ξν(t)
d→ W, t →∞.
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Доведення. Перше твердження доводиться так:

P{UW > u, (1− U)W > v} = P{u/W < U < 1− v/W, W > u + v}

= E1{W>u+v}
(
1− (u + v)/W

)
= µ−1

∫
(u+v,∞)

(
1− x−1(u + v)

)
xP{ξ ∈ dx}

= µ−1
(
Eξ1{ξ>u+v} − (u + v)E1{ξ>u+v}

)
= µ−1

(
µ− E(ξ ∧ (u + v))

)
= µ−1

∫
[u+v,∞)

P{ξ > y}dy.

Для доведення другого твердження зазначимо, що спiввiдношення (4.3) є еквiвалентним
збiжностi одновимiрних розподiлiв

α(t− Sν(t)−1) + β(Sν(t) − t)
d→ αζ + βχ, t →∞

для довiльних α, β ≥ 0. Зокрема, вибираючи α = β = 1, маємо

ξν(t) = Sν(t) − t + t− Sν(t)−1
d→ ζ + χ, t →∞.

Залишається зазначити, що ζ + χ має такий же розподiл як UW + (1− U)W = W .

Наведемо ще один приклад застосування твердження 39.

Лема 43. Якщо Eξ2 < ∞, та випадкове блукання
(
Sn

)
є неарифметичним, то

lim
t→∞

E
(
Sν(t) − t

)
= Eχ = (2µ)−1Eξ2,

де µ = Eξ < ∞, а розподiл випадкової величини χ був визначений у наслiдку 41.

Доведення. Враховуючи збiжнiсть за розподiлом Sν(t) − t
d→ χ, для доведення збiжно-

стi математичних сподiвань можна було б спробувати застосувати теорему Лебега про
мажоровану збiжнiсть. Проте ми доведемо бажаний результат безпосереднiми обчисле-
ннями.

Виконуються рiвностi

E
(
Sν(t) − t

)
=

∑
k≥1

E
(
Sν(t) − t

)
1{ν(t)=k}

=
∑
k≥1

E
(
Sk−1 + ξk − t

)
1{Sk−1≤t, Sk−1+ξk>t}

=
∑
k≥1

Ef(t− Sk−1)1{Sk−1≤t},

де f(t) :=
∫

[t,∞)
(y − t)P{ξ ∈ dy} = E(ξ − t)1{ξ>t}, t > 0. Ця функцiя не зростає та є

невiд’ємною. Крiм того, внаслiдок рiвностей∫
[0,∞)

f(y)dy =

∫
[0,∞)

E(ξ − y)1{ξ>y}dy = E
∫

[0, ξ]

(ξ − y)dy = 2−1Eξ2 < ∞,

вона є iнтегровною за Лебегом на R+. Отже, бажана збiжнiсть випливає з твердження
39.
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4.2.2. Безпосередня iнтегровнiсть за Рiманом Спочатку ми маємо пригадати
поняття iнтегровностi за Рiманом. Кажуть, що функцiя f : R+ → R+ є iнтегровною за
Рiманом на сегментi [0, a], a < ∞, якщо

lim
h↓0

h

[a/h]∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤t<kh

f(t)− inf
(k−1)h≤t<kh

f(t)
)

= 0.

При цьому iнтеграл Рiмана визначається так∫ a

0

f(t)dt = lim
h↓0

h

[a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤t≤kh

f(t).

Згiдно з критерiєм Лебега функцiя f iнтегровна за Рiманом на [0, a] тодi i тiльки тодi,
коли f обмежена i майже всюди неперервна на [0, a]. Кажуть, що функцiя f є iнте-
гровною за Рiманом на iнтервалi [0,∞), якщо вона iнтегровна за Рiманом на сегментах
[0, a] для кожного a > 0, та границя lim

a→∞

∫ a

0
f(t)dt є скiнченною. При цьому вiдповiдний

iнтеграл Рiмана визначається так∫ ∞

0

f(t)dt = lim
a→∞

∫ a

0

f(t)dt.

Кажуть, що функцiя f : R+ → R+ є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на
[0,∞), якщо
(а) σ(h) < ∞ для кожного h > 0 та
(б) lim

h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0, де

σ(h) := h
∑
n≥1

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) та σ(h) := h
∑
n≥1

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y).

Подiбним чином функцiя f : R → R+ є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на
(−∞, 0] або на R, якщо
(а1)

∑
n≤0 sup

(n−1)h≤y<nh

f(y) < ∞ для кожного h > 0 та

(б1) lim
h↓0

h
∑

n≤0

(
sup

(n−1)h≤y<nh

f(y)− inf
(n−1)h≤y<nh

f(y)
)

= 0

або
(а2)

∑
n∈Z sup

(n−1)h≤y<nh

f(y) < ∞ для кожного h > 0 та

(б2) lim
h↓0

h
∑

n∈Z
(

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y)− inf
(n−1)h≤y<nh

f(y)
)

= 0

вiдповiдно.
(а) σ(h) < ∞ для кожного h > 0 та
(б) lim

h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0,

Якщо функцiя f набуває значень обох знакiв, то кажуть, що вона є безпосередньо
iнтегровною на нескiнченному iнтервалi, якщо такими є невiд’ємнi функцiї f+(x) =

max(f(x), 0) та f−(x) = −min(f(x), 0).
Покажемо, що iснують функцiї, що є iнтегровними за Рiманом на [0,∞), проте не є

безпосередньо iнтегровними за Рiманом на [0,∞).
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Приклад 44. Уявимо собi нескiнченну послiдовнiсть рiвнобедрених трикутникiв, що не
перетинаються, стоять основами на осi абсцис догори вершинами, центри основ розта-
шованi в точках n, довжини основ дорiвнюють tn, а висоти дорiвнюють hn. При цьому
послiдовнiсть

(
hn

)
не спадає, lim

n→∞
hn = ∞ та

∑
n≥1 tnhn < ∞. Наприклад, можна вибра-

ти tn = n−2 та hn = n1/2. Визначимо функцiю f так: f(t) = 0 для t ∈ [0, 1 − 2−1t1] та
для t ∈ (n + 2−1tn, n + 1 − 2−1tn+1), n ∈ N, а у всiх iнших точках її графiк проходить
по бiчних сторонах трикутникiв. Зрозумiло, що

∫
[0,∞)

f(y)dy = 2−1
∑

n≥1 tnhn, тобто
площа фiгури, розташованої мiж графiком f та вiссю абсцис, дорiвнює сумi площ всiх
трикутникiв. Таким чином, f є iнтегровною за Рiманом на [0,∞). З iншого боку,

σ(1) =
∑
n≥1

sup
n−1≤y<n

f(y) =
∑
n≥1

hn = ∞,

тобто f не є безпосередньо iнтегровною за Рiманом.

Надалi ми декiлька разiв скористаємось технiчним результатом, що наводиться без
доведення.

Лема 45. Для h > 0 та фiксованого b > 0 функцiї σ(h) та

h → h
∑

k≥[b/h]+1

sup
(k−1)h≤t<kh

f(t)

не спадають.

Зараз буде перевiрено, що кожна безпосередньо iнтегровна за Рiманом функцiя є
також iнтегровною за Рiманом. Враховуючи це та приклад 44, робимо висновок, що
клас iнтегровних за Рiманом функцiй є власною пiдмножиною класу безпосередньо
iнтегровних за Рiманом функцiй.

Лема 46. Якщо функцiя f : R+ → R+ є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+,
то f є iнтегровною за Рiманом на R+, та

lim
h↓0

σ(h) =

∫ ∞

0

f(y)dy,

де останнiй iнтеграл є iнтегралом Рiмана.

Доведення. Оскiльки f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+, то для довiль-
ного a > 0

0 = lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= lim

h↓0

∑
k≥1

(
sup

(k−1)h≤y<kh

f(y)− inf
(k−1)h≤y<kh

f(y)
)

≥ lim
h↓0

[a/h]∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤y<kh

f(y)− inf
(k−1)h≤y<kh

f(y)
)
.

Отже, f є iнтегровною за Рiманом на [0, a] для довiльного a > 0.
Для заданого ε > 0 знайдеться a = a(ε) ∈ N таке, що∑

k≥a+1

sup
k−1≤y<k

f(y) ≤ ε.
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Отже, для h ∈ (0, 1)

σ(h)− h

[a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y) = h
∑

k≥[a/h]+1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y)

≤
∑

k≥a+1

sup
k−1≤y<k

f(y) ≤ ε, (4.4)

де передостання нерiвнiсть випливає з леми 45.
Оскiльки функцiя σ(h) є невiд’ємною та не спадає, то iснує границя lim

h↓0
σ(h) =: σ0.

Отже, знайдеться значення h0 > 0 таке, що для h ∈ (0, h0]

|σ(h)− σ0| ≤ ε. (4.5)

Внаслiдок вже встановленої iнтегровностi за Рiманом на [0, a] знайдеться значення h1 >

0 таке, що для h ∈ (0, h1]∣∣∣∣h [a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y)−
∫ a

0

h(y)dy

∣∣∣∣ ≤ ε. (4.6)

Об’єднуючи (4.4), (4.5) та (4.6), отримуємо для h ∈
(
0, min(1, h0, h1)

)
∣∣∣∣σ0 −

∫ a

0

h(y)dy

∣∣∣∣ ≤ |σ0 − σ(h)|+
∣∣∣∣σ(h)− h

[a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣h [a/h]∑
k=1

sup
(k−1)h≤y<kh

f(y)−
∫ a

0

h(y)dy

∣∣∣∣ ≤ 3ε.

Це означає, що

lim
a→∞

∫ a

0

f(y)dy = σ0.

Отже, функцiя f є iнтегровною за Рiманом на R+, та σ0 =
∫∞

0
f(y)dy.

4.2.3. Основний результат Наступний результат називається ключовою теоре-
мою вiдновлення у негратчастому випадку.

Теорема 47. Якщо випадкове блукання є неарифметичним, а функцiя f : R+ → R+ є
безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+, то

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = µ−1

∫ ∞

0

f(y)dy,

де µ = Eξ ∈ (0,∞].

Доведення. Розiб’ємо доведення на три кроки, вiд кроку до кроку ускладнюючи стру-
ктуру функцiї f .
Крок 1. Припустимо спочатку, що

f(x) = 1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0
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для фiксованих n ∈ N та h > 0. Тодi f(x−y) = 1 тодi i тiльки тодi, коли y ∈ (x−nh, x−
(n− 1)h]. Отже, ∫

[0, x]

f(x− y)dU(y) = U(x− (n− 1)h)− U(x− nh).

За теоремою 30 при x →∞ остання рiзниця прямує до µ−1h. Таким чином,

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = µ−1h = µ−1

∫ ∞

0

f(y)dy.

Крок 2. Припустимо тепер, що

f(x) =
∑
n≥1

cn1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0,

де
(
cn

)
n∈N є послiдовнiстю невiд’ємних чисел таких, що

∑
n≥1 cn < ∞. Мiркування,

подiбнi тим, що були використанi на попередньому кроцi, дозволяють стверджувати,
що ∫

[0, x]

f(x− y)dU(y) =
∑
n≥1

cn

(
U(x− (n− 1)h)− U(x− nh)

)
.

За теоремою 30
lim

x→∞

(
U(x− (n− 1)h)− U(x− nh)

)
= µ−1h

для кожного n ∈ N. Крiм того, згiдно з нерiвнiстю (2.5)(
U(x− (n− 1)h)− U(x− nh)

)
≤ U(h)

для всiх x ∈ R i всiх n ∈ N. Отже, за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = µ−1h
∑
n≥1

cn = µ−1

∫ ∞

0

f(y)dy.

При цьому остання рiвнiсть випливає з того, що функцiя f є кусково-постiйною i, отже,
площа фiгури мiж її графiком та вiссю абсцис дорiвнює сумi площ прямокутникiв зi
сторонами h та cn.
Крок 3. Нехай тепер f є довiльною невiд’ємною безпосередньо iнтегровною за Рiманом
функцiєю. Для кожного h > 0 покладемо

fh(x) :=
∑
n≥1

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y)1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0

та
f

h
(x) :=

∑
n≥1

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y)1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0.

За означенням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом∑
n≥1

sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) < ∞ та
∑
n≥1

inf
(n−1)h≤y<nh

f(y) < ∞
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для кожного h > 0. Тому функцiї fh та fh мають таку ж структуру, як функцiї, що
фiгурували у кроцi 2. Отже, згiдно з результатом кроку 2

lim
x→∞

∫
[0, x]

fh(x− y)dU(y) = µ−1
∑
n≥1

h sup
(n−1)h≤y<nh

f(y) = µ−1σ(h)

та
lim

x→∞

∫
[0, x]

f
h
(x− y)dU(y) = µ−1

∑
n≥1

h inf
(n−1)h≤y<nh

f(y) = µ−1σ(h)

для всiх h > 0. Оскiльки для кожного h > 0

f
h
(x) ≤ f(x) ≤ fh(x), x ≥ 0,

то

µ−1σ(h) = lim
x→∞

∫
[0, x]

f
h
(x− y)dU(y) ≤ lim

x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y)

≤ lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) ≤ lim
x→∞

∫
[0, x]

fh(x− y)dU(y)

= µ−1σ(h).

Оскiльки lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0 за означенням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом

та lim
h↓0

σ(h) =
∫∞

0
f(y)dy згiдно з лемою 46, то спрямовуючи у останньому ланцюжку

нерiвностей h ↓ 0, отримуємо бажане.

Покажемо, теорема 47 може не виконуватися, якщо функцiя f не є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом.

Нехай випадкова величина ξ набуває два значення α та 1 − α для деякого iрра-
цiонального α ∈ (0, 1). Тодi розподiл ξ є негратчастим, а функцiя вiдновлення U є
кусково-постiйною iз стрибками у точках вигляду k1α+k2(1−α), k1, k2 ∈ N0, k1+k2 > 0.
Конструкцiя функцiї f є подiбною до тiєї, що використовувалася у прикладi 44. Уяви-
мо собi нескiнченну послiдовнiсть рiвнобедрених трикутникiв, що не перетинаються,
стоять основами на осi абсцис догори вершинами, центри основ розташованi в точках
k1α+k2(1−α), довжини основ дорiвнюють tn, а висоти дорiвнюють 1. При цьому послi-
довнiсть

(
tn

)
є такою, що

∑
n≥1 tn < ∞. Визначимо функцiю f так: f(t) = 0 для t, що

лежать поза основами трикутникiв, а у всiх iнших точках її графiк проходить по бiчних
сторонах трикутникiв. Така функцiя є iнтегровною, але не безпосередньо iнтегровною
за Рiманом на [0,∞). При цьому для n ∈ N∫

[0, n]

f(n− y)dU(y)

=
∑

k1α+k2(1−α)≤n

f(n− (k1α + k2(1− α)))
∑
i≥0

P{Si = k1α + k2(1− α)}

=
∑

k1α+k2(1−α)<n

∑
i≥0

P{Si = k1α + k2(1− α)} > U(n− 1).
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Остання рiвнiсть пояснюється тим, що f(0) = 0, а внаслiдок рiвностi n− (k1α + k2(1−
α)) = (n− k1)α + (n− k2)(1−α) додатнi точки n− (k1α + k2(1−α)) є точками стрибкiв
U . Тому f(n− (k1α + k2(1− α))) = 1 за умови k1α + k2(1− α) < n.

Оскiльки Eξ < ∞, то за теоремою 16 lim
n→∞

U(n − 1) = ∞. Отже, lim
n→∞

∫
[0, n]

f(n −
y)dU(y) = ∞. Якщо б теорема 47 виконувалася б, то границя була б скiнченною.

4.2.4. Як перевiрити безпосередню iнтегровнiсть за Рiманом? З леми 46 та
критерiю Лебега випливає, що локальна обмеженiсть (тобто обмеженiсть на кожному
скiнченному iнтервалi) та неперервнiсть f майже всюди на R+ є необхiдними для того,
щоб f була безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+. Насправдi, як випливає з
нерiвностей

sup
x≥0

f(x) ≤ sup
n≥1

sup
n−1≤y<n

f(y) ≤ σ(1) < ∞,

не тiльки локальна, а i звичайна обмеженiсть f на R+ є необхiдною для безпосередньої
iнтегровностi за Рiманом. У прикладi 44 наведено приклад iнтегровної за Рiманом фун-
кцiї, що не є обмеженою на R+. Таким чином, обмеженiсть f є властивiстю, що не є
необхiдною для iнтегровностi за Рiманом на R+, проте є необхiдною для безпосередньої
iнтегровностi за Рiманом на R+.

Кожна з наведених нижче груп умов є достатною для безпосередньої iнтегровностi
за Рiманом функцiї f : R+ → R+ на R+:

• f є iнтегровною за Лебегом на R+ та не зростає (твердження 48);

• f є iнтегровною за Лебегом на R+, та або функцiя e−atf(t) не зростає, або функцiя
eatf(t) не спадає (наслiдок 52);

• f є iнтегровною за Рiманом на R+ та мажорується безпосередньо iнтегровною за
Рiманом функцiєю (наслiдок 50);

• f є згорткою функцiї, що є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+, та фун-
кцiї розподiлу невiд’ємної випадкової величини (твердження 54).

Залишок цього пiдроздiлу присвячений перевiрцi цих тверджень. Насправдi, достатних
умов такого типу буде наведено бiльше. Проте перелiк, наведений вище, утворили лише
тi з них, що можуть бути легко перевiренi на практицi.

Покажемо, що для невiд’ємних функцiй f , що не зростають, поняття iнтегровностi за
Лебегом та безпосередньої iнтегровностi за Рiманом є еквiвалентними. Звiдси, зокрема,
випливає, що твердження 39 є окремим випадком теореми 47.

Твердження 48. Якщо функцiя f : R+ → R+ не зростає, то вона є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на R+ тодi i тiльки тодi, коли вона є iнтегровною за Лебегом
на R+.

Доведення. Враховуючи лему 46 i те, що кожна функцiя, що є iнтегровною за Рiманом
є також iнтегровною за Лебегом, даний результат достатньо довести в один бiк. Отже,
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припустимо, що функцiя f не зростає та є iнтегровною за Лебегом на R+. Тодi для
довiльного h > 0

∞ >

∫
(0,∞)

f(y)dy =
∑
k≥1

∫
((k−1)h, kh)

f(y)dy ≥ h
∑
k≥1

f(kh)

≥ h
∑
k≥2

inf
(k−1)h≤y<kh

f(y),

при цьому перша нерiвнiсть забезпечується iнтегровнiстю, а друга – монотоннiстю. От-
же, σ(h) < ∞. Далi для кожного m ∈ N

h
m∑

k=1

(
sup

(k−1)h≤y<kh

f(y)− inf
(k−1)h≤y<kh

f(y)

)
≤ h

m∑
k=1

(
f((k − 1)h)− f(kh)

)
= h

(
f(0)− f(mh)

)
.

При m →∞ останнiй вираз прямує до hf(0). Тому

σ(h)− σ(h) ≤ hf(0).

Ми вже знаємо, що σ(h) < ∞ для кожного h > 0. Тому з останньої нерiвностi випливає,
що, по-перше, σ(h) < ∞ для кожного h > 0; по-друге,

lim
h↓0

(
σ(h)− σ(h)

)
= 0.

Отже, f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом.

Твердження 49. Якщо функцiя f : R+ → R+ є iнтегровною за Рiманом на [0, a] для
кожного a > 0 та σ(1) < ∞, то f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+.
Умову σ(1) < ∞ можна замiнити такою σ(h0) < ∞ для деякого h0 > 0.

Доведення. До кiнця доведення припускається, що всi h, що з’являються у формулах,
належать промiжку (0, 1). Згiдно з лемою 45

σ(h) ≤ σ(h) ≤ σ(1) < ∞.

Це гарантує скiнченнiсть виразiв, що ми будемо писати нижче.
Для довiльного ε > 0 знайдеться значення n0 ∈ N таке, що∑

k≥n0+1

sup
k−1≤t<k

f(t) ≤ ε. (4.7)

Скористаємось представленням

σ(h)− σ(h) = h

[n0/h]∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤t<kh

f(t)− inf
(k−1)h≤t<kh

f(t)
)

+ h
∑

k≥[n0/h]+1

(
sup

(k−1)h≤t<kh

f(t)− inf
(k−1)h≤t<kh

f(t)
)
.
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Внаслiдок iнтегровностi f за Рiманом на сегментi [0, n0]

lim
h↓0

h

[n0/h]∑
k=1

(
sup

(k−1)h≤t<kh

f(t)− inf
(k−1)h≤t<kh

f(t)
)

= 0.

Далi

h
∑

k≥[n0/h]+1

(
sup

(k−1)h≤t<kh

f(t)− inf
(k−1)h≤t<kh

f(t)
)
≤ h

∑
k≥[n0/h]+1

sup
(k−1)h≤t<kh

f(t)

≤
∑

k≥n0+1

sup
k−1≤t<k

f(t)
(4.7)
≤ ε,

де передостання нерiвнiсть випливає з леми 45. Таким чином, lim
h↓0

(
σ(h) − σ(h)

)
= 0 i,

отже, f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+.
Якщо замiсть умови σ(1) < ∞ припускається виконаною умова σ(h0) < ∞ для

деякого h0 > 0, то запропоноване вище доведення потребує тiльки мiнiмальної модифi-
кацiї.

Наслiдок 50. Якщо для функцiї f : R+ → R+, що є iнтегровною за Рiманом на сегментах
[0, a] для кожного a > 0, знайдеться функцiя g, що є безпосередньо iнтегровною за
Рiманом на R+ i такою, що f(t) ≤ g(t) для всiх t ≥ 0, то f також є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на R+.

Доведення. Оскiльки g є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+, то за означенням∑
k≥1

sup
k−1≤t<k

g(t) < ∞.

Тому
σ(1) =

∑
k≥1

sup
k−1≤t<k

f(t) ≤
∑
k≥1

sup
k−1≤t<k

g(t) < ∞.

За твердженням 49 функцiя f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+.

Твердження 51. Припустимо, що функцiя f : R → R+ є iнтегровною за Лебегом на
R та або

f(t + ε) ≤ θ(ε)f(t) для всiх ε > 0 та t ∈ R, (4.8)

або
f(t + ε) ≥ θ(ε)f(t) для всiх ε > 0 та t ∈ R, (4.9)

де lim
ε↓0

θ(ε) = 1. Тодi f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R. Твердження

залишиться справедливим, якщо R буде скрiзь замiнено на R+ або скрiзь замiнено на
R−.

Доведення. Ми доведемо твердження за умови (4.8) (випадок, коли виконується умова
(4.9), дослiджується аналогiчно).
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Оскiльки θ(ε) можна замiнити на sup
δ∈[0,ε]

θ(δ), то можемо вважати, що θ не спадає. Для

фiксованого ε > 0 та деяких δ1, δ2 ∈ [0, ε]

ε inf
t∈[(k−1)ε, kε)

f(t) = εf(kε− δ1) ≥
ε

θ(δ1)
f(kε) ≥ ε

θ(ε)
f(kε);

1

θ(ε)

∫ (k+1)ε

kε

f(t)dt ≤ ε

θ(δ2)
f(kε + δ2) ≤ εf(kε).

Таким чином,

ε
∑
k∈Z

inf
t∈[(k−1)ε, kε)

f(t) ≥ 1

θ2(ε)

∑
k∈Z

∫ (k+1)ε

kε

f(t)dt =
1

θ2(ε)

∫
R

f(t)dt.

Аналогiчно перевiряється нерiвнiсть

ε
∑
k∈Z

sup
t∈[(k−1)ε,kε)

f(t) ≤ θ2(ε)

∫
R

f(t)dt.

Отже, функцiя f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом.

Наслiдок 52. Якщо функцiя f : R → R+ є iнтегровною за Лебегом на R та для деякого
a ≥ 0 функцiя e−atf(t) не зростає на R або функцiя eatf(t) не спадає на R, то f є
безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R. Твердження залишиться справедливим,
якщо R буде скрiзь замiнено на R+ або скрiзь замiнено на R−.

Доведення. Нехай функцiя e−atf(t) не зростає. Тодi для всiх ε > 0 виконується нерiв-
нiсть

e−a(t+ε)f(t + ε) ≤ e−atf(t), t ∈ R.

Еквiвалентно
f(t + ε) ≤ eaεf(t), t ∈ R.

Таким чином, нерiвнiсть (4.8) виконується з θ(ε) = eaε, i бажаний висновок випливає з
твердження 51. Випадок, коли функцiя eatf(t) не спадає, розглядається аналогiчно.

Приклад 53. Згiдно з наслiдком 52 функцiя f(t) = exp(t− et) є безпосередньо iнтегров-
ною за Рiманом на R.

Твердження 54. Нехай функцiя g : R+ → R+ є безпосередньо iнтегровною за Рiманом
на R+, а η є невiд’ємною випадковою величиною. Тодi функцiя f(x) := Eg(x− η)1{η≤x}

є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+.

Доведення. За лемою 46 функцiя g є iнтегровною за Рiманом на R+. Внаслiдок рiвно-
стей ∫ ∞

0

f(x)dx =

∫ ∞

0

Eg(x− η)1{η≤x}dx = E
∫ ∞

η

g(x− η)dx =

∫ ∞

0

g(x)dx

функцiя f також є iнтегровною за Рiманом на R+.
Як i у доведеннi теореми 47, розiб’ємо доведення на три кроки.
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Крок 1. Припустимо спочатку, що

g(x) = 1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0

для фiксованих n ∈ N та h > 0. Тодi g(x−y) = 1 тодi i тiльки тодi, коли y ∈ (x−nh, x−
(n− 1)h]. Отже,

f(x) = Eg(x− η)1{η≤x} = P{x− nh < η ≤ x− (n− 1)h} = H(x− (n− 1)h)−H(x− nh),

де H(y) := P{η ≤ y} є (неперервною справа) функцiєю розподiлу η. Виконуються не-
рiвностi

sup
(n−1)h≤x<nh

f(x) ≤ H(h), sup
nh≤x<(n+1)h

f(x) ≤ H(h) ≤ H(2h)

та
sup

(n+i)h≤x<(n+i+1)h

f(x) ≤ H((i + 2)h)−H(ih)

для i ∈ N. Отже,

σ(h) = h
∑
k≥1

sup
(k−1)h≤x<kh

f(x) = h
∑
k≥n

sup
(k−1)h≤x<kh

f(x) ≤ 2h.

Згiдно з твердженням 49 функцiя f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+.
Крок 2. Припустимо тепер, що

g(x) =
∑
n≥1

cn1[(n−1)h, nh)(x), x ≥ 0,

де
(
cn

)
n∈N є послiдовнiстю невiд’ємних чисел таких, що

∑
n≥1 cn < ∞. Тодi

f(x) =
∑
n≥1

cn

(
H(x− (n− 1)h)−H(x− nh)

)
.

Скориставшися обчисленнями кроку 2 та зазначивши, що супремум є субадитивним,
тобто

sup(`1(x) + `2(x)) ≤ sup `1(x) + sup `2(x),

робимо висновок
σ(h) ≤ 2h

∑
n≥1

cn < ∞.

Згiдно з твердженням 49 функцiя f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+.
Крок 3. Нехай тепер g є довiльною невiд’ємною безпосередньо iнтегровною за Рiманом
на R+ функцiєю. Для фiксованого h > 0 покладемо

gh(x) :=
∑
k≥1

sup
(k−1)h≤y<kh

g(y)1[(k−1)h, kh)(x), x ≥ 0.

За означенням безпосередньої iнтегровностi за Рiманом∑
k≥1

sup
(k−1)h≤x<kh

g(x) < ∞.
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Тому функцiя gh має таку ж структуру, як функцiї, що фiгурували у кроцi 2. Отже,
згiдно з результатом кроку 2 функцiя x → Egh(x−η)1{η≤x} є безпосередньо iнтегровною
за Рiманом. Оскiльки g(x) ≤ gh(x) для всiх x ≥ 0, то

f(x) = Eg(x− η)1{η≤x} ≤ Egh(x− η)1{η≤x}, x ≥ 0.

За наслiдком 50 функцiя f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+.

4.3. Версiя теореми для неiнтегровних за Рiманом функцiй

У цьому роздiлi ми з’ясуємо, як асимптотично поводять себе iнтеграли
∫

[0, x]
f(x −

y)dU(y) у випадку, коли функцiя f не є iнтегровною за Рiманом на R. Надалi запис
h1(x) ∼ h2(x), x →∞ означає, що lim

x→∞
h1(x)/h2(x) = 1.

Теорема 55. Нехай функцiя f : R+ → R+ не зростає. Якщо µ = Eξ < ∞ та
lim

x→∞

∫ x

0
f(y)dy = ∞, то∫

[0, x]

f(x− y)dU(y) ∼ µ−1

∫ x

0

f(y)dy, x →∞.

Доведення. Зазначимо, що припущення про те, що f набуває невiд’ємних дiйсних зна-
чень, неявно мiстить у собi припущення f(0) < ∞.

Припустимо спочатку, що випадкове блукання
(
Sn

)
є неарифметичним, або 1-

арифметичним. За теоремою 30 у першому випадку та теоремою 24 у другому для
довiльного ε ∈ (0, µ−1) знайдеться значення x0 > 0 таке, що

µ−1 − ε ≤ U(x + 1)− U(x) ≤ µ−1 + ε

для всiх x ≥ x0. Для таких x введемо позначення ∆x := x − x0 − [x − x0]. Крiм того,
довизначимо функцiю f на всю вiсь, поклавши f(x) := f(0) для x < 0.

Використовуючи монотоннiсть f , отримуємо∫
[0, x0]

f(x− y)dU(y) ≤ f(x− x0)U(x0) ≤ f(0)U(x0) (4.10)
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та ∫
(x0, x]

f(x− y)dU(y) ≤
[x−x0]∑
n=0

∫
(x0+n, x0+n+1]

f(x− y)dU(y)

≤
[x−x0]∑
n=0

f(x− x0 − n− 1)
(
U(x0 + n + 1)− U(x0 + n)

)
≤ (µ−1 + ε)

[x−x0]∑
n=0

f(x− x0 − n− 1)

= (µ−1 + ε)

[x−x0]∑
n=0

f(∆x + n− 1)

≤ (µ−1 + ε)

[x−x0]∑
n=0

f(n− 1)

= (µ−1 + ε)

(
2f(0) +

[x−x0]−1∑
n=1

f(n)

)
≤ (µ−1 + ε)

(
2f(0) +

∫ x

0

f(y)dy

)
.

Враховуючи (4.10), маємо

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y)∫ x

0
f(y)dy

≤ µ−1 + ε.

Оскiльки лiва частина нерiвностi вiд ε не залежить, то

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y)∫ x

0
f(y)dy

≤ µ−1.

Протилежна нерiвнiсть для нижньої границi отримується подiбним чином.
Припустимо тепер, що випадкове блукання

(
Sn

)
є d-арифметичним, d > 0. Тодi

випадкове блукання
(
d−1Sn

)
є 1-арифметичним. Поклавши fd(t) := f(dt), отримуємо

при x →∞ згiдно з вже доведеним фрагментом теореми∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) =

∫
[0, d−1x]

fd(d
−1x− y)d

∑
n≥0

P{d−1Sn ≤ y}

∼ dµ−1

∫
[0, d−1x]

fd(y)dy = µ−1

∫
[0, x]

f(y)dy.

4.4. Задачi

Задача 56. Нехай η є випадковою величиною з геометричним розподiлом P{η = j} =

2−j, j ∈ N0, а ϕ(s) є перетворенням Лапласа випадкової величини 2−η. Показати, що
lim

n→∞
2nϕ(2n) = const, та знайти представлення граничної константи. Чи iснує границя

lim
x→∞

xϕ(x)?
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Задача 57. Довести твердження.
(a) Якщо випадкове блукання є неарифметичним, а функцiя f : R → R+ є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на (−∞, 0], то

lim
x→∞

∫
[x,∞)

f(x− y)dU(y) = µ−1

∫
(−∞, 0]

f(y)dy,

де µ = Eξ ∈ (0,∞].
(б) Якщо випадкове блукання є неарифметичним, а функцiя f : R → R+ є безпосередньо
iнтегровною за Рiманом на R, то

lim
x→∞

∫
[0,∞)

f(x− y)dU(y) = µ−1

∫
R

f(y)dy,

де µ = Eξ ∈ (0,∞].
(в) Якщо випадкове блукання є арифметичним, Eξ = ∞, а функцiя f : R+ → R+ є
безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+, то

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) = 0.

Якщо функцiя f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на (−∞, 0] або на R, то

lim
x→∞

∫
[x,∞)

f(x− y)dU(y) = 0

або
lim

x→∞

∫
[0,∞)

f(x− y)dU(y) = 0

вiдповiдно.
(г) Якщо випадкове блукання є арифметичним, Eξ < ∞, а функцiя f : R+ → R+ є
безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R+, то

lim
x→∞

∫
[0, x]

f(x− y)dU(y) < ∞.

Якщо функцiя f є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на (−∞, 0] або на R, то

lim
x→∞

∫
[x,∞)

f(x− y)dU(y) < ∞

або
lim

x→∞

∫
[0,∞)

f(x− y)dU(y) = 0

вiдповiдно.

Задача 58. Нехай θ є випадковою величиною, що набуває значень у промiжку [0, 1], i
P{θ = 0} < 1. Довести, що функцiї

f1(t) := E exp(−etθ)− E exp(−2etθ), f2(t) := etEθ exp(−etθ)

та
f3(t) := exp(−et)

(
E exp(−etθ)− exp(−et)

)
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є безпосередньо iнтегровними за Рiманом на R;

f4(t) := E
(
1− exp(−etθ)

)
1{θ≤e−t}, f5(t) := E exp

(
− etθ

)
1{θ>e−t}

– на [0,∞), та

f6(t) := E exp(−etθ)− exp(−et), f7(t) := E
(
1− exp

(
− etθ

))
– на (−∞, 0].

Задача 59. Нехай функцiя f : R → R+ є iнтегровною за Рiманом на R. Довести, що
функцiя g(t) :=

∫
(−∞, t]

e−(t−y)f(y)dy є безпосередньо iнтегровною за Рiманом на R.

Задача 60. Нехай функцiя f : R+ → R+ не зростає та f(0) < ∞. Припустимо, що
µ = Eξ < ∞ та lim

x→∞

∫ x

0
f(y)dy = ∞. Довести, що для фiксованих 0 ≤ a < b ≤ 1

виконується спiввiдношення∫
[ax, bx]

f(x− y)dU(y) ∼ µ−1

∫
[(1−b)x, (1−a)x]

f(y)dy, x →∞.

Задача 61. Припустимо, що P{ξ = 0} = 0, та випадкове блукання (Sn) є
d-арифметичним. Показати, що для експоненцiйної функцiї вiдновлення V (t) =∑

n≥0 eanP{Sn ≤ t}, де a > 0 є фiксованим числом, виконується спiввiдношення

lim
n→∞

e−γdnV (dn) =
e−ad

(1− e−γd)Eξe−γξ
,

де γ є єдиним додатним числом, що задовольняє Ee−γξ = e−a.
Пiдказка: Скористатися експоненцiйною замiною мiри P → Pγ, де

Pγ{ξ ≤ x} =
(
Ee−γξ

)−1Ee−γξ1{ξ≤x},

а також теоремою 37.
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Роздiл 5

Допомiжнi твердження

5.1. Рекурентнiсть випадкових блукань

Нехай (Bn)n∈N є нескiнченною послiдовнiстю подiй. Подiя

B := lim
n→∞

Bn =
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Bk

полягає у тому, що вiдбувається нескiнченно багато подiй Bn. Тому, якщо така подiя B

виконується, то кажуть, що подiї Bn виконуються нескiнченно часто, та використову-
ють позначення

B = {Bn н.ч.}.

Подiя Bc = Ω\B полягає у тому, що вiдбувається скiнченна кiлькiсть подiй Bn. Тому,
якщо така подiя Bc виконується, то кажуть, що подiї Bn виконуються скiнченно часто,
та використовують позначення

B = {Bn с.ч.}.

Лема Бореля-Кантеллi, що є класичним результатом теорiї ймовiрностей, стверджує:
P{Bn н.ч.} = 0 = 1− P{Bn с.ч.}, якщо

∑
n≥1 P(Bn) < ∞.

Означення 62. Для заданої послiдовностi
(
Rn

)
n∈N0

дiйснозначних випадкових величин
точка x ∈ R називається (топологiчно) рекурентною або зворотною для

(
Rn

)
, якщо

P{|Rn − x| < ε н.ч.} = 1 для всiх ε > 0.

Даний роздiл є єдиним мiсцем даної книги, де дослiджуються випадковi блукання з
кроками, що набувають значення рiзних знакiв.

Нехай (ηk)k∈N є незалежними копiями випадкової величини η з P{η = 0} < 1. Ви-
конання умови P{η ≥ 0} = 1 не вимагається. Визначимо випадкове блукання

(
Tn

)
n∈N0

,
що стартує в нулi, так

T0 := 0, Tn := η1 + . . . + ηn, n ∈ N.
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Для випадкового блукання
(
Tn

)
n∈N0

позначимо через

R :=

{
x ∈ R : точка x є рекурентною для

(
Tn

)}
його множину рекурентностi.

Твердження 63. Якщо множина рекурентностi негратчастого випадкового блукан-
ня є непорожньою, то вона збiгається з R.

Доведення. Нехай Σ є об’єднанням множин точок росту1 функцiй розподiлу G∗(n), n ∈
N0, де G є функцiєю розподiлу в.в. η. Включення R ⊆ Σ є зрозумiлим. Доведемо, що
має мiсце i обернене включення. Для цього покажемо, що x − y ∈ R, якщо x ∈ R та
y ∈ Σ. Зафiксуємо ε > 0 та виберемо m ∈ N так, щоб P{|Tm − y| < ε} > 0. Тодi

P{|Tm − y| < ε}P{|Tn − (x− y)| < 2ε с.ч.}

= P{|Tm − y| < ε, |Tm+n − Tm − (x− y)| < 2ε с.ч.}

≤ P{|Tn − x| < ε с.ч.} = 0.

Отже, x− y ∈ R. Зокрема, 0 ∈ R.
Якщо 0 ∈ R та x ∈ Σ, то за доведеним −x = 0 − x ∈ R. Також x = 0 − (−x) ∈ R,

оскiльки −x ∈ R ⊆ Σ. Таким чином, Σ ⊆ R, i, отже, R = Σ.
Покажемо, що R є замкненою множиною. Нехай xk ∈ R, k ∈ N, та lim

k→∞
xk = x. Для

фiксованого ε > 0 виберемо m ∈ N так, щоб |xm − x| < ε. При цьому

P{|Tn − x| < 2ε н.ч.} ≥ P{|Tn − xm| < ε н.ч.} = 1.

Отже, x ∈ R, що доводить замкненiсть R.
Нехай c > 0 є точкою росту G. Згiдно з доведенням леми 33 для довiльних y ∈ R та

ε > 0 iнтервал (nc + y, nc + y + ε) мiстить деяку точку s ∈ Σ. Оскiльки s − nc ∈ Σ, i
s−nc ∈ (y, y+ε), то кожен iнтервал довжини ε мiстить точку Σ. Це означає, що множина
Σ є скрiзь щiльною в R, що разом iз замкненiстю доводить рiвнiсть R = Σ = R.

Означення 64. Назвемо негратчасте випадкове блукання рекурентним, якщо R = R,
та незворотним, якщо R = �.

Згiдно з твердженням 63 множина рекурентностi для негратчастих випадкових блу-
кань збiгається з дiйсною прямою. Звернемось тепер до бiльш складної задачi знахо-
дження умов, за яких R 6= � (отже, R = R). Одразу зазначимо, що з того, що x ∈ R
випливає рiвнiсть

∑
n≥0 1{Tn∈I} = ∞ м.н., i, як наслiдок,

∑
n≥0 P{Tn ∈ I} = ∞ для

довiльного iнтервалу I, що мiстить x. Виявляється, що i обернена iмплiкацiя має мiсце.

Твердження 65. Нехай
(
Tn

)
n∈N0

є негратчастим випадковим блуканням. Якщо зна-
йдеться вiдкритий iнтервал I такий, що

0 <
∑
n≥0

P{Tn ∈ I} < ∞,

1Поняття точки росту було введене у означеннi 31
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то
(
Tn

)
є незворотним. Якщо ж ∑

n≥0

P{Tn ∈ I} = ∞

для деякого скiнченного iнтервалу I, то
(
Tn

)
є рекурентним.

Доведення. Умова
∑

n≥0 P{Tn ∈ I} > 0 гарантує те, що I 6= �, а умова
∑

n≥0 P{Tn ∈
I} < ∞ разом з лемою Бореля-Кантеллi забезпечує те, що P{Tn ∈ I н.ч.} = 0. Отже,
iнтервал I не належить множинi рекурентностi. За твердженням 63 R = �.

Припустимо тепер, що
∑

n≥0 P{Tn ∈ I} = ∞ для деякого скiнченного iнтервалу
I. Згiдно з твердженням 63 достатньо довести, що 0 ∈ R. Зафiксуємо довiльне ε > 0.
Iнтервал I можна покрити скiнченним числом iнтервалiв довжини 2ε, тобто знайдуться
M ∈ N та

(
xj

)
1≤j≤M

такi, що

I ⊆
M⋃

j=1

(xj − ε, xj + ε).

Якщо припустити, що
∑

n≥0 P{Tn ∈ (xj − ε, xj + ε)} < ∞ для всiх j = 1, . . . ,M , то

∑
n≥0

P{Tn ∈
M⋃

j=1

(xj − ε, xj + ε)} ≤
M∑

j=1

∑
n≥0

P{Tn ∈ (xj − ε, xj + ε)} < ∞.

Останнє суперечить тому, що

∞ =
∑
n≥0

P{Tn ∈ I} ≤
∑
n≥0

P{Tn ∈
M⋃

j=1

(xj − ε, xj + ε)}.

Отже, знайдеться iнтервал J = (x− ε, x + ε) такий, що
∑

n≥0 P{Tn ∈ J} = ∞.
Визначимо випадкову величину

ν = ν(J) :=

sup{n ∈ N : Tn ∈ J}, якщо знайдеться Tn ∈ J,

0, iнакше.

та подiю
An := {ν = n}, n ∈ N0.

Виконуються рiвностi

{Tn ∈ J с.ч.} = {ν(J) < ∞} =
⋃
k≥0

Ak.

Крiм того, має мiсце включення

{Tk ∈ J, |Tn+k − Tk| ≥ 2ε для всiх n ∈ N}

⊆ {Tk ∈ J, Tk+1 /∈ J, Tk+2 /∈ J, . . .} = Ak, k ∈ N0, (5.1)

що випливає з таких мiркувань. Якщо Tk ∈ J еквiвалентно x − ε < Tk < x + ε, то
з того, що Tn+k ∈ J еквiвалентно x − ε − Tk < Tn+k − Tk < x + ε − Tk, випливає
−2ε < Tn+k − Tk < 2ε.
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Оскiльки Tk не залежить вiд
(
Tn+k − Tk

)
n∈N, та

(
Tn+k − Tk

)
n∈N

d
=

(
Tj

)
j∈N, то згiдно

з (5.1)
P(Ak) ≥ P{Tk ∈ J}P{|Tn| ≥ 2ε для всiх n ∈ N}, k ∈ N0.

Отже,
m∑

k=0

P(Ak) ≥
m∑

k=0

P{Tk ∈ J}P{|Tn| ≥ 2ε для всiх n ∈ N}, m ∈ N0.

Спрямуємо тепер m → ∞. При цьому лiва частина останньої нерiвностi прямує до
P{ν < ∞}, а lim

m→∞

∑m
k=0 P{Tk ∈ J} = ∞. Тому P{|Tn| ≥ 2ε для всiх n ∈ N} = 0 для

довiльного ε > 0.
Введемо позначення Ĵδ := (−δ, δ), Ĵ = Ĵε та

Ân := {ν(Ĵ) = n}, n ∈ N0.

Згiдно з доведеним вище

P(Â0) = P{Tn /∈ Ĵ для всiх n ∈ N} = P{|Tn| ≥ ε для всiх n ∈ N} = 0.

Далi, для k ∈ N та δ < ε,

P{Tk ∈ Ĵδ, Tk+n /∈ Ĵ для всiх n ∈ N}

≤ P{Tk ∈ Ĵδ, |Tk+n − Tk| ≥ ε− δ для всiх n ∈ N}

≤ P{Tk ∈ Ĵδ}P{|Tk+n − Tk| ≥ ε− δ для всiх n ∈ N} = 0.

Тому P(Âk) = 0 для всiх k ∈ N0. Отже,

P{|Tn| ≤ ε с.ч.} = P{ν(Ĵ) < ∞} =
∑
k≥0

P(Âk) = 0 для всiх ε > 0.

Це означає, що 0 ∈ R.

Твердження 66. Якщо lim
n→∞

n−1Tn = 0 за ймовiрнiстю, зокрема, якщо Eη = 0, то(
Tn

)
n∈N0

є рекурентною послiдовнiстю.

Доведення. Введемо позначення

V (x, y) :=
∑
n≥0

P{x ≤ Tn ≤ y}, x, y ∈ R, x < y.

Згiдно з твердженням 65 достатньо показати, що V (−1, 1) = ∞. Визначимо

τ(x) := inf{n ∈ N0 : Tn ∈ [x, x + 1]}, x ∈ R.
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Виконуються рiвностi

V (x, x + 1) =
∑
n≥0

P{x ≤ Tn ≤ x + 1}

= E1{τ(x)<∞}
∑
n≥0

1{x≤Tn≤x+1}

= E1{τ(x)<∞}
∑
n≥0

1{x−Tτ(x)≤Tn+τ(x)−Tτ(x)≤x+1−Tτ(x)}

≤ E1{τ(x)<∞}
∑
n≥0

1{−1≤Tn+τ(x)−Tτ(x)≤1}

= P{τ(x) < ∞}V (−1, 1)

≤ V (−1, 1). (5.2)

Друга рiвнiсть пояснюється тим, що V (x, x+1) = 0 на подiї {τ(x) = ∞}, третя випливає
з того, що Tn /∈ [x, x + 1] для n ≤ τ(x)− 1. Для отримання нерiвностi було використане
спiввiдношення x ≤ Tτ(x) ≤ x + 1, що має мiсце на подiї {τ(x) < ∞}. Оскiльки τ(x) є
моментом зупинки вiдносно потоку σ-алгебр, породженого (Tn), то випадкова величина
τ(x) та випадкова послiдовнiсть

(
Tn+τ(x) − Tτ(x)

)
n≥0

є незалежними, при цьому остання
має такий же розподiл як

(
Tn

)
n∈N0

2. Це пояснює останню рiвнiсть.
Для всiх n ∈ N виконуються спiввiдношення

V (−n, n) ≤
n−1∑

k=−n

V (k, k + 1) ≤ 2nV (−1, 1). (5.3)

Ми скористалися (5.2) для отримання другої нерiвностi. Перша випливає з того, що
вiдображення A →

∑
n≥0 P{Tn ∈ A} є мiрою. Тому

∑
n≥0

P{Sn ∈ A} ≤
i∑

j=1

∑
n≥0

P{Tn ∈ Aj},

якщо A ⊆
⋃i

j=1 Aj. Для довiльного фiксованого ε > 0 виберемо m ∈ N так, щоб не-
рiвнiсть P{|Tk| ≤ εk} ≥ 1/2 виконувалася для всiх k ≥ m. Це можна зробити згiдно з
припущенням n−1Tn

P→ 0, n →∞. Оскiльки

P{|Tk| ≤ n} ≥ P{|Tk| ≤ εk} ≥ 1/2, для всiх m ≤ k ≤ [nε−1],

то для достатньо великих n ∈ N

V (−n, n) =
∑
k≥0

P{|Tk| ≤ n} ≥
∑

m≤k≤[nε−1]

P{|Tk| ≤ n}

≥ (1/2)(nε−1 −m).

Пригадуючи (5.3), можемо написати для достатньо великих n ∈ N

V (−1, 1) ≥ (4ε)−1 −mn−1.

Спрямовуючи n →∞, а потiм ε ↓ 0, отримуємо бажане.
2Для випадкових блукань з невiд’ємними кроками цi твердження були доведенi у лемi 6. Те, що кроки Tn

можуть набувати значень рiзних знакiв, не призводить до змiн у доведеннi.



57

Наслiдок 67. Для негратчастого випадкового блукання
(
Sn

)
n∈N0

з невiд’ємними крока-
ми та ES1 < ∞ та вiдповiдного модифiкованого випадкового блукання

(
S ′n

)
n∈N0

, визна-
ченого на с. 29,

P{|Sn − S ′n| < ε н.ч.} = 1.

Доведення. Визначимо випадкове блукання
(
T ∗

n

)
n∈N0

так

T ∗
0 := 0, T ∗

n := Sn − S ′n, n ∈ N.

За припущенням ET1 = 0. Тому за твердженням 66 для кожного z ∈ R та довiльного
ε > 0

P{|T ∗
n − z| < ε н.ч.} = 1.

Тому

P{|Sn − S ′n| < ε н.ч.} =

∫
[0,∞)

P{|T ∗
n − z| < ε н.ч.}dP{ξ′0 ≤ z}

=

∫
[0,∞)

dP{ξ′0 ≤ z} = 1.

5.2. Технiчний результат щодо слабкої збiжностi функцiй роз-

подiлу

Означення 68. Кажуть, що послiдовнiсть функцiй розподiлу (Fn(x)) слабко збiгається
до функцiї розподiлу F0, якщо

lim
n→∞

Fn(x) = F0(x)

для кожного x, що є точкою неперервностi F0. Позначення

Fn ⇒ F0, n →∞.

Звичайно, якщо гранична функцiя розподiлу F0 є неперервною, то слабка збiжнiсть
еквiвалентна поточковiй збiжностi.

Лема 69. Нехай (Fn)n∈N0 є послiдовнiстю функцiй розподiлу. Такi твердження є еквi-
валентними.
(i) Для кожного t, що є точкою неперервностi F0, та деяких послiдовностей (tn) та-
ких, що lim

n→∞
tn = t, виконується спiввiдношення lim

n→∞
Fn(tn) = F0(t).

(ii) Fn ⇒ F0, n →∞.
(iii) Для кожного t, що є точкою неперервностi F0, та всiх послiдовностей (tn) таких,
що lim

n→∞
tn = t, виконується спiввiдношення lim

n→∞
Fn(tn) = F0(t).
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Доведення. Iмплiкацiї (iii) ⇒ (ii) ⇒ (i) є очевидними. Тому достатньо перевiрити вико-
нання iмплiкацiї (i) ⇒ (iii).

Нехай t є точкою неперервностi F0. Для довiльного ε > 0 знайдеться δ > 0 таке, що

F0(t)− ε ≤ F0(t− δ); F0(t + δ) ≤ F0(t) + ε.

Отже, з урахуванням монотонностi F0

F0(t)− ε ≤ F0(t− δ) ≤ F0(t) ≤ F0(t + δ) ≤ F0(t) + ε. (5.4)

Оскiльки число точок розриву F0 є не бiльш, нiж злiченним, то можемо вибрати точки
неперервностi t′ та t′′ функцiї F0 такi, що

t− δ < t′ < t < t′′ < t + δ.

Згiдно з припущенням знайдуться послiдовностi (t′n) та (t′′n) такi, що lim
n→∞

t′n = t′, lim
n→∞

t′′n =

t′′ та lim
n→∞

Fn(t′n) = F0(t
′), lim

n→∞
Fn(t′′n) = F0(t

′′).
Нехай (tn) є будь-якою послiдовнiстю такою, що lim

n→∞
tn = t. Отже, знайдеться n0 ∈ N

таке, що
F0(t− δ) ≤ Fn(t′n) ≤ Fn(tn) ≤ Fn(t′′n) ≤ F0(t + δ) (5.5)

для всiх n ≥ n0. Об’єднуючи (5.4) та (5.5), отримуємо

F0(t)− ε ≤ Fn(tn) ≤ F0(t) + ε

для всiх n ≥ n0.

5.3. Один результат теорiї чисел

Лема 70. Нехай a та b є вiдмiнними вiд нуля цiлими числами, а d є їх найбiльшим
спiльним дiльником. Тодi знайдуться цiлi u0 та v0 такi, що d = au0 + bv0.

Доведення. Покажемо, що, якщо числа x та y 6= 0 належать множинi

M := {au + bv : u, v ∈ Z},

то залишок вiд дiлення x на y також належить M . Знайдуться цiлi u1, u2, v1 та v2 такi,
що x = au1 + bv1 та y = au2 + bv2. Нехай x = yq + r, q, r ∈ Z, r ∈ [0, |y| − 1], тобто r є
залишком при дiленнi x на y. Тодi

r = x− yq = au1 + bv1 − q(au2 + bv2) = a(u1 − qu2) + b(v1 − qv2),

i оскiльки числа u1 − qu2 та u2 − qv2 є цiлими, то r ∈ M .
Позначимо через d0 найменше додатне число множини M . Покажемо, що a дiлиться

на d0. Нехай r0 є залишком при дiленнi a на d0. Згiдно з попередньою частиною дове-
дення r0 ∈ M . Але оскiльки r0 ∈ [0, d0), а d0 є найменшим додатним елементом M , то
r0 = 0. Аналогiчним чином доводиться те, що i b дiлиться на d0. Отже, d0 є спiльним
дiльником a та b. Нехай d1 є будь-яким спiльним дiльником a та b. Оскiльки d0 ∈ M ,
знайдуться u0 та v0 такi, що d0 = au0+bv0. Звiдси випливає, що d0 дiлиться на d1. Отже,
d0 є найбiльшим спiльним дiльником a та b.



59

5.4. Необхiднi результати з аналiзу

5.4.1. Субадитивнi функцiї

Означення 71. Функцiя g : R → R називається субадитивною на iнтервалi (c,∞) для
деякого c ∈ [−∞,∞), якщо

g(t + s) ≤ g(t) + g(s), t, s ∈ (c,∞).

З теорiєю субадитивних функцiй можна ознайомитися у роздiлi 7 монографiї [7].
Роздiл 1 книги [8] мiстить багато корисної iнформацiї про субадитивнi та близькi до
них послiдовностi.

Лема 72. Якщо g є субадитивною та локально обмеженою на (a,∞), a ≥ 0, функцiєю,
то

lim
t→∞

g(t)

t
= inf

t∈(a,∞)

g(t)

t
< ∞.

Доведення. Припустимо спочатку, що γ := inf
t∈(a,∞)

g(t)
t

> −∞. Для заданого ε > 0 вибе-

ремо b > a таке, що g(b)/b ≤ γ + ε. Для довiльного t ≥ b знайдеться n ∈ N0 такий, що
(n + 1)b ≤ t < (n + 2)b. При цьому виконується ланцюжок нерiвностей

γ ≤ g(t)

t
≤ g(nb) + g(t− nb)

t
≤ nb

t

g(b)

b
+

g(t− nb)

t

≤ nb

t
(γ + ε) +

g(t− nb)

t
, (5.6)

де друга та третя нерiвностi були отриманi з урахуванням субадитивностi g. Оскiльки
t − nb ∈ [b, 2b), а функцiя g обмежена на [b, 2b), то lim

t→∞
g(t−nb)

t
= 0. Оскiльки lim

t→∞
nb
t

= 1,
то, спрямовуючи у (5.6) спочатку t →∞, а потiм ε → 0, отримаємо lim

t→∞
g(t)/t = γ.

Якщо γ = −∞, то для великого за модулем A < 0 виберемо b > a таке, що g(b)/b ≤ A,
то скористаємось тими ж мiркуваннями, що i вище.

5.4.2. Числовi послiдовностi

Лема 73. Нехай (an)n∈N є числовою послiдовнiстю, члени якої набувають скiнченнi
значення. Збiжнiсть lim

n→∞
an = a гарантує збiжнiсть lim

n→∞
n−1

∑n
k=1 ak = a.

Доведення. Це випливає з леми Штольця. Але ми наведемо повне доведення. Припу-
стимо спочатку, що a = 0. Тодi знайдеться K > 0 таке, що |an| ≤ K для всiх n ∈ N.
Крiм того, для довiльного ε > 0 нерiвнiсть |an| ≤ ε виконується для достатньо великих
n. Отже, для достатньо великих n∣∣∣∣a1 + . . . + an

n

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣a1 + . . . + an0

n

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣an0+1 + . . . + an

n

∣∣∣∣
≤ n0K

n
+

(n− n0)ε

n
.

Спрямовуючи спочатку n →∞, а потiм ε → 0, отримуємо бажане.
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Якщо a 6= 0, то an = a + sn, при цьому lim
n→∞

sn = 0 i

1

n

n∑
k=1

ak = a +
1

n

n∑
k=1

sk → a, n →∞,

за попередньою частиною доведення.

Зауваження 74. З того, що lim
n→∞

n−1
∑n

k=1 ak = a не обов’язково випливає, що lim
n→∞

an = a.
Точнiше, ця iмплiкацiя не має мiсця тодi i тiльки тодi, коли границя lim

n→∞
an не iснує.

Нехай, наприклад, ak = 1 для непарних k та ak = 0 для парних k. Тодi lim
n→∞

n−1
∑n

k=1 ak =

1/2, але lim
n→∞

an не iснує.
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