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Роздiл 1

Математичне сподiвання та

невизначений iнтеграл вiд випадкової

величини

Нехай (Ω,F ,P) – ймовiрнiсний простiр. Тут (Ω,F) є вимiрним простором,

тобто множиною Ω точок з видiленою на нiй системою пiдмножин F , що

утворює σ-алгебру: F мiстить порожню множину i є замкненою вiдносно

утворення доповнень та злiченних об’єднань та перетинiв. Множини з F
називають випадковими подiями. Ймовiрнiсна мiра P кожнiй випадковiй

подiї A ∈ F ставить у вiдповiднiсть число P(A), що називається ймовiрнi-

стю подiї A, за такими правилами:

1. P(A) ≥ 0;

2. P(Ω) = 1;

3. P(
⋃
iAi) =

∑
i P(Ai) для довiльної злiченної послiдовностi подiй (Ai),

що не перетинаються.

Нехай X є дiйсною випадковою величиною на (Ω,F ,P), тобто F -

вимiрною функцiєю, що дiє з Ω у R. Надалi прикметник "дiйсна" нiколи

не згадується. Iснує декiлька позначень для математичного сподiвання в.в.

X:

EX,
∫

Ω
X,

∫
Ω
XdP,

∫
Ω
X(ω)P(dω).
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Для в.в. X виконуються представлення X = X+ −X− та |X| = X+ +X−,

деX+ := max(X, 0) таX− = −min(X, 0). В.в.X називається iнтегровною,

якщо EX+ <∞ та EX− <∞. Всi в.в., що набувають значення зi скiнченно-

го iнтервалу, є iнтегровними. Невiд’ємна в.в. X є iнтегровною тодi i тiльки

тодi, коли EX <∞. В.в. X називається квазiiнтегровною, якщо принаймнi

одне з чисел EX+ або EX− є скiнченним, при цьому EX = EX+ − EX−.

Властивостi математичного сподiвання.

(а) EX ∈ R
⋃
{±∞}; EX ∈ R ⇔ в.в. X є iнтегровною, в цьому випадку

P{X = ±∞} = 0; якщо X ≥ 0 м.н., то EX ≥ 0;

(б) E(cX) = cEX для довiльної константи c ∈ R;

(в) E(X + Y ) = EX + EY за умови, що сума X + Y визначена, та або в.в.

X+ та Y +, або X− та Y − є iнтегровними;

наступний результат називається теорема Левi про монотонну збi-

жнiсть:

(г) Xn ↑ X м.н. ⇒ EXn ↑ EX за умови, що знайдеться n ∈ N, для якого

в.в. X−
n є iнтегровною;

Xn ↓ X м.н. ⇒ EXn ↓ EX за умови, що знайдеться n ∈ N, для якого в.в.

X+
n є iнтегровною.

Наступний результат, що носить назву лема Фату, буде неодноразово

використовуватися.

Лема 1. Нехай (Xn)n∈N є послiдовнiстю випадкових величин, а випадковi

величини Y та Z є iнтегровними. Якщо Xn ≤ Y , n ∈ N майже напевно,

то

E( lim
n→∞

Xn) ≥ lim
n→∞

EXn. (1.1)

Якщо ж Xn ≥ Z, n ∈ N майже напевно, то

E( lim
n→∞

Xn) ≤ lim
n→∞

EXn. (1.2)

Зокрема, для невiд’ємних випадкових величин Xn остання нерiвнiсть зав-

жди виконується.

Доведення. ЯкщоX та Y є в.в. такими, щоX ≤ Y м.н., та Y є iнтегровною,

то в.в. X+ також є iнтегровною. Таким чином, з припущення Xn ≤ Y ,
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n ∈ N (отже, sup
n∈N

Xn ≤ Y ) випливає те, що в.в. (sup
n∈N

Xn)
+ є iнтегровною.

За означенням верхньої границi

sup
m≥n

Xm ↓ lim
i→∞

Xi, n→∞ м.н. (1.3)

та

sup
m≥n

EXm ↓ lim
i→∞

EXi, n→∞. (1.4)

Перейдемо тепер до границi при n→∞ у очевиднiй нерiвностi

sup
m≥n

EXm ≤ E sup
m≥n

Xm.

Згiдно з (1.4) лiва частина прямує до lim
i→∞

EXi. З урахуванням (1.5) та

iнтегровностi (sup
n∈N

Xn)
+ властивiсть (г) дозволяє стверджувати, що пра-

ва частина прямує до E
(
lim
i→∞

Xi

)
. Отже, спiввiдношення (1.1) виконується.

Спiввiдношення (1.2) доводиться подiбним чином з урахуванням того, що

inf
m≥n

Xm ↑ lim
i→∞

Xi, n→∞ м.н. (1.5)

Наступний результат, що є наслiдком до леми Фату, носить назву тео-

рема Лебега про мажоровану збiжнiсть.

Теорема 2. Якщо послiдовнiсть (Xn)n∈N збiгається та iснує iнтегровна

випадкова величина U така, що |Xn| ≤ U , n ∈ N майже напевно, то

E( lim
n→∞

Xn) = lim
n→∞

EXn. (1.6)

Доведення. Якщо −U ≤ Xn ≤ U , n ∈ N для деякої iнтегровної в.в. U , то

за лемою Фату

E
(

lim
n→∞

Xn

)
≤ lim

n→∞
EXn ≤ lim

n→∞
EXn ≤ E

(
lim
n→∞

Xn

)
.

Якщо послiдовнiсть (Xn) збiгається, то крайнi члени нерiвностi дорiвнюють

E( lim
n→∞

Xn). Тому внутрiшнi члени нерiвностi мають бути однаковими та

дорiвнювати lim
n→∞

EXn.
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Зауваження 3. Без додаткових припущень рiвнiсть (1.6) може не вико-

нуватися. Нехай, наприклад, в.в. Xn, визначенi на одному ймовiрнiсному

просторi, мають розподiл

P{Xn = 0} = 1− n−2, P{Xn = n2} = n−2, n ∈ N.

За лемою Бореля-Кантеллi lim
n→∞

Xn = 0 м.н. Проте EXn = 1, i рiвнiсть (1.6)

не виконується.

Кожнiй невiд’ємнiй в.в. X поставимо у вiдповiднiсть визначену на F
функцiю множин

∫
AXdP, що задається рiвнiстю∫

A

XdP = EX1A, A ∈ F .

Ця функцiя множин називається невизначеним iнтегралом вiд X i має

такi властивостi:

1. 0 ≤
∫
AXdP ≤ EX;

∫
AXdP = 0 ⇔ P{A

⋂
{X > 0}} = 0;

2.
∑

∪Ai
XdP =

∑
i

∫
Ai
XdP для довiльної злiченної послiдовностi подiй

(Ai), що не перетинаються;

3. A1 ⊂ A2 ⇒
∫
A1
XdP ≤

∫
A2
XdP;

4. An ↑ A ⇒
∫
An
XdP ↑

∫
AXdP; An ↓ A ⇒

∫
An
XdP ↓

∫
AXdP можливо

за виключенням випадку, коли
∫
An
XdP = ∞ для всiх n ∈ N.

Функцiю множин
∫
AXdP можна визначити для довiльної квазiiнтегров-

ної в.в.X. В цьому випадку виконуються властивостi, аналогiчнi наведеним

вище.

У наступних лекцiях буде використовуватися нерiвнiсть Гьольдера, що

є класичним результатом аналiзу.

Лема 4. Нехай p > 1 та q > 1 такi, що 1/p + 1/q = 1. Для невiд’ємних

випадкових величин ξ та η виконується нерiвнiсть Гьольдера

Eξη ≤ (Eξp)1/p(Eηq)1/q,

якщо тiльки написанi математичнi сподiвання є скiнченними.



8

1.1. Задачi

Задача 5. Нехай ϕ(s), s ≥ 0 є перетворенням Лапласа невiд’ємної випад-

кової величини. Показати, що функцiя lnϕ(s) є опуклою.
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Роздiл 2

Мiри та заряди

Нехай (Ω,F) – вимiрний простiр.

Означення 6. Зарядом µ на σ-алгебрi F називається вiдображення µ :

F 7→ (−∞,∞] таке, що (1) µ(�) = 0; (2) µ(∪iAi) =
∑

i µ(Ai) для кожно-

го злiченного набору множин Ai ∈ F , що не перетинаються. При цьому

остання рiвнiсть розумiється так: якщо µ(∪iAi) < ∞, то ряд
∑

i µ(Ai)

абсолютно збiгається, i рiвнiсть виконується, якщо ж µ(∪iAi) = ∞, то∑
i(µ(Ai))

− <∞ та
∑

i(µ(Ai))
+ = ∞.

Заряд не може набувати значення −∞. У супротивному випадку в F
iснували б множини, заряд яких невизначений. Наприклад, якщо A,B ∈ F ,

µ(A) = +∞ та µ(B) = −∞, то A ∪B ∈ F i

µ(A ∪B) = µ(A ∪ (Ac ∩B)) = µ(A) + µ(Ac ∩B) = +∞−∞.

Означення 7. Заряд µ називається мiрою, якщо µ(A) ≥ 0 для всiх A ∈
F . Заряд µ називається обмеженим, якщо sup

A∈F
|µ(A)| < ∞. Мiра µ, що

задовольняє умову µ(Ω) = 1, називається ймовiрнiсною.

Теорема 8. Для заряду µ, визначеного на (Ω,F), рiвностi

µ+(A) := sup
B⊂A

µ(B), µ−(A) := sup
B⊂A

(−µ(B)), A ∈ F

визначають мiри µ+ та µ− на (Ω,F). При цьому, мiра µ− є обмеженою,

та має мiсце розклад Жордана

µ = µ+ − µ−. (2.1)



10

Iснує принаймнi одна множина D ∈ F , для якої виконуються iмплiкацiї

A ⊂ D ⇒ µ(A) ≥ 0, A ⊂ Dc := Ω\D ⇒ µ(A) ≤ 0.

Зокрема,

µ+(A) = µ(A ∩D), µ−(A) = −µ(A ∩Dc), A ∈ F .

Останнє представлення називається розкладом Жордана-Хана.

Доведення. Див. [2, с. 152].

Зазначимо, що мiри µ+ та µ− можна охарактеризувати як "найменшi"

мiри, що мажорують µ та −µ вiдповiдно.

Наслiдок 9. Умова µ(Ω) < ∞ є необхiдною i достатньою для того, щоб

заряд µ, визначений на (Ω,F), був обмеженим.

Доведення. З розкладу Жордана-Хана (2.1) випливає, що виконуються не-

рiвностi

−∞ < −µ−(Ω) ≤ −µ−(A) ≤ µ(A) ≤ µ+(A) ≤ µ+(Ω) ≤ +∞, A ∈ F .

Тому заряд µ є обмеженим тодi i тiльки тодi, коли µ+(Ω) < ∞. Останнє

еквiвалентне умовi µ(Ω) < ∞ внаслiдок рiвностi µ(Ω) = µ+(Ω) − µ−(Ω) i

того, що мiра µ− є обмеженою.

Означення 10. Повною варiацiєю |µ| заряду µ, визначеного на (Ω,F),

називається мiра |µ| = µ+ + µ−. Еквiвалентне означення повної варiацiї

таке:

|µ|(A) := sup
∑
i

|µ(Ai)|, A ∈ F ,

де супремум береться по всiх злiченних розбиттях (Ai) множини A.

Повна варiацiя є обмеженою тодi i тiльки тодi, коли обмеженим є сам

заряд.

Для обмежених зарядiв µ1 та µ2, заданих на (Ω,F), визначимо заряди

µ1 ∨ µ2 := µ1 + (µ2 − µ1)
+ та µ1 ∧ µ2 := µ1 − (µ2 − µ1)

−.
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Зазначимо, що µ1 ∨ µ2 (µ1 ∧ µ2) є найменшим (найбiльшим) зарядом, що

мажорує (мiнорує) заряди µ1 та µ2.

Нехай D є множиною, що входить у розклад Жордана-Хана заряду µ2−
µ1. Тодi

(µ1 ∨ µ2)(A) = sup
B⊂A

(
µ2(B) + µ1(A\B)

)
= µ1(A ∩Dc) + µ2(A ∩D), A ∈ F ;

(µ1 ∧ µ2)(A) = inf
B⊂A

(
µ2(B) + µ1(A\B)

)
= µ1(A ∩D) + µ2(A ∩Dc), A ∈ F . (2.2)

Означення 11. Двi обмеженi мiри µ1 та µ2, визначенi на (Ω,F), назива-

ються взаємно сингулярними, якщо µ1 ∧ µ2 = 0.

Згiдно з рiвнiстю (2.2) iснування множини D ∈ F такої, що µ1(D) = 0 =

µ2(D
c), є необхiдним i достатнiм для взаємної сингулярностi мiр µ1 та µ2.

Теорема 12. Нехай (Ω,F ,P) – ймовiрнiсний простiр, а µ – обмежений

заряд (обмежена мiра) на (Ω,F). Iснують множина N ∈ F з P(N) = 0

та iнтегровна (невiд’ємна iнтегровна) випадкова величина X на (Ω,F ,P)

такi, що виконується розклад Лебега

µ(A) =

∫
A

XdP + µ(A ∩N), A ∈ F .

Розклад µ в суму невизначеного iнтегралу по P i сингулярного вiдносно

P заряду є єдиним. Якщо µ є мiрою, то X є найбiльшою з точнiстю до

еквiвалентностi випадковою величиною, для якої виконується нерiвнiсть∫
A

XdP ≤ µ(A), A ∈ F . (2.3)

Доведення. Без обмеження загальностi будемо вважати, що µ є обмеженою

мiрою. Дiйсно, результат достатньо довести для мiр µ+ та µ−, що фiгуру-

ють в розкладi Жордана (2.1) для заряда µ. Бiльше того, оскiльки заряд

µ припускається обмеженим, а мiра µ− завжди обмежена, то i мiра µ+ має

бути обмеженою.
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Нехай L є родиною всiх (класiв еквiвалентностi) в.в. Y , що задовольня-

ють умову (2.3). Покажемо, що L має такi властивостi:

(i) 0 ∈ L;

(ii) якщо Y1 ∈ L та Y2 ∈ L, то max(Y1, Y2) ∈ L;

(iii) м.н. границя неспадної послiдовностi в.в., що належать L, також нале-

жить L.

Властивiсть (i) очевидна, оскiльки µ є мiрою. Для встановлення (ii) по-

значимо B = {Y1 ≥ Y2} та запишемо∫
A

max(Y1, Y2)dP =

∫
A∩B

Y1dP +

∫
A∩Bc

Y2dP

≤ µ(A ∩B) + µ(A ∩Bc) = µ(A), A ∈ F .

Нарештi, властивiсть (iii) випливає з неперервностi iнтеграла вiдносно мо-

нотонної збiжностi.

Покажемо, що L має найбiльший елемент. Якщо L мiстить лише злiчен-

ну кiлькiсть елементiв, то в якостi такого елемента можна взяти sup{Yi :

Yi ∈ L}. В загальному випадку дiємо так. Оскiльки мiра µ є обмеженою, то

величина α := sup
X∈L

∫
ΩXdP ≤ µ(Ω) є скiнченною. Виберемо послiдовнiсть

елементiв Yn ∈ L таку, що lim
n→∞

∫
Ω YndP = α, та покладемо Xn := max

1≤i≤n
Yi.

Згiдно з властивiстю (ii) Xn ∈ L, а згiдно з властивiстю (iii) X ∈ L, де X є

в.в. такою, що Xn ↑ X, n→∞ м.н. Оскiльки
∫

ΩXndP ≤ α, то за теоремою

Левi про монотонну збiжнiсть (див. с. 18)∫
Ω
XdP = lim

n→∞

∫
Ω
XndP ≤ α.

Залишається зазначити те, що∫
Ω
XndP ≥

∫
Ω
YndP.

Отже,
∫

ΩXdP = α, тобто X є максимальним елементом L.

Визначимо тепер обмежену мiру µ′ так

µ′(A) = µ(A)−
∫
A

XdP, A ∈ F .

За теоремою 2.1 для кожного n ∈ N для заряду νn := µ′ − n−1P iснує

множина Dn така, що

ν+
n (A) = µ′(A ∩Dn)− n−1P(A ∩Dn) ≥ 0, A ∈ F ;
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ν−n (A) = −µ′(A ∩Dc
n) + n−1P(A ∩Dc

n) ≥ 0, A ∈ F .

Зокрема,

µ′(A ∩Dn) ≥ n−1P(A ∩Dn), µ′(A ∩Dc
n) ≤ n−1P(A ∩Dc

n), A ∈ F . (2.4)

Оскiльки∫
A

(X + n−11Dn
)dP =

∫
A

XdP + n−1P(A ∩Dn)

(2.4)
≤

∫
A

XdP + µ′(A ∩Dn)

≤
∫
A

XdP + µ′(A) = µ(A), A ∈ F ,

то в.в. X + n−11Dn
належить L, при цьому P(A ∩ Dn) = 0 внаслiдок ма-

ксимальностi X. Оскiльки A ∈ F є довiльним, то P(Dn) = 0 для кожного

n ∈ N. Тому P(N) = 0, де N :=
⋃
nDn ∈ F . Внаслiдок нерiвностi

µ′(N c) ≤ µ′(Dc
n)

(2.4)
≤ n−1P(Dn) ≤ n−1, n ∈ N,

маємо µ′(N c) = 0. Отже, для довiльного A ∈ F виконуються рiвностi

µ′(N c ∩ A) = 0, i

µ′(A) = µ′(N ∩ A) = µ(N ∩ A)−
∫
N∩A

XdP = µ(N ∩ A).

Ми скористалися тим, що
∫
N∩AXdP = 0 внаслiдок того, що P(N ∩A) = 0.

Таким чином, iснування розкладу Лебега встановлено.

Доведемо його єдинiсть. Припустимо, що

µ(A) =

∫
A

ZdP + ν(A), A ∈ F

для деякої мiри ν, що є сингулярною вiдносно P. Оскiльки
∫
A ZdP ≤ µ(A)

для всiх A ∈ F , то внаслiдок максимальностi X виконується нерiвнiсть

Z ≤ X м.н. Оскiльки ν є сингулярною вiдносно P, то знайдеться множина

B ∈ F така, що P(Bc) = 0 i ν(B) = 0. Тому

E(X − Z) =

∫
Ω
(X − Z)dP =

∫
B

(X − Z)dP

= ν(B)− µ(B ∩N) = −µ(B ∩N) ≤ 0

Останнє разом з вже доведеною нерiвнiстю X − Z ≥ 0 демонструє те, що

X = Z м.н.
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Наслiдок 13. Нехай (Ω,F ,P) – ймовiрнiсний простiр, а µ – обмежений

заряд на (Ω,F). Такi твердження є еквiвалентними.

(а) µ(N) = 0 для кожної множини N ∈ F такої, що P(N) = 0.

(б) Для довiльного ε > 0 знайдеться δ > 0 таке, що з умови P(A) ≤ δ,

A ∈ F випливає |µ(A)| ≤ ε.

(в) Для деякої iнтегровної випадкової величини X на (Ω,F ,P) рiвнiсть

µ(A) =
∫
AXdP виконується для всiх A ∈ F .

Доведення. Iмплiкацiя (а)⇒ (в) випливає з теореми 12. Iмплiкацiя (б)⇒ (а)

очевидна. Для доведення iмплiкацiї (в)⇒ (б) у формулi (5.1) треба спря-

мувати спочатку a→∞, потiм P(A) → 0.

Означення 14. Обмежений заряд µ, що задовольняє умову (б) наслiд-

ка 13, називається абсолютно неперервним вiдносно мiри P. Позначення:

µ << P. При цьому клас еквiвалентностi випадкової величини X, що за-

довольняє умову (в) наслiдка 13, називається похiдною Радона-Нiкодима i

позначається dµ
dP .

Наступний результат називається теоремою Радона-Нiкодима.

Теорема 15. Нехай (Ω,F ,P) – ймовiрнiсний простiр, а µ – заряд на

(Ω,F) такий, що µ(N) = 0 для кожної множини N ∈ F з P(N) = 0. На

(Ω,F ,P) iснує єдина з точнiстю до еквiвалентностi випадкова величина

X така, що величина X− є iнтегровною, i

µ(A) =

∫
A

XdP, A ∈ F .

Для того щоб випадкова величина X була невiд’ємною (iнтегровною) не-

обхiдно i достатньо, щоб заряд µ був мiрою (був обмеженим).

Доведення. Якщо µ є обмеженою мiрою, то результат зводиться до наслiд-

ку 13. Для доведення в iнших випадках див. [2, c. 160].

Нам знадобиться ще один класичний результат теорiї мiри, що назива-

ється теоремою Каратеодорi i наводиться без доведення.
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Теорема 16. Нехай Ω є деяким простором, A – алгеброю його множин,

а B := σ(A) – найменшою σ-алгеброю, що мiстить A. Нехай також

µ0 є скiнченною мiрою на (Ω,A). Тодi знайдеться єдина мiра µ на (Ω,B)

така, що µ(A) = µ0(A) для всiх A ∈ A.
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Роздiл 3

Умовне математичне сподiвання

Зафiксуємо ймовiрнiсний простiр (Ω,F ,P). Надалi символ G завжди по-

значає пiд-σ-алгебру σ-алгебри F .

Нехай µ є абсолютно неперервною вiдносно P мiрою на (Ω,F). За теоре-

мою Радона-Нiкодима (теорема 15) на (Ω,F ,P) iснує єдина (з точнiстю до

еквiвалентностi) невiд’ємна в.в. X = dµ
dP (щiльнiсть Радона-Нiкодима) така,

що

µ(A) =

∫
A

XdP, A ∈ F .

Позначимо через µG та PG звуження мiри µ та ймовiрнiсної мiри P на

(Ω,G). Тодi мiра µG є абсолютно неперервною вiдносно PG. Позначимо че-

рез E(X|G) вiдповiдну щiльнiсть Радона-Нiкодима. При цьому виконується

рiвнiсть

µG(A) =

∫
A

E(X|G)dPG, A ∈ G.

В.в. E(X|G) називається умовним математичним сподiванням в.в. X вiд-

носно G. Альтернативне означення таке.

Означення 17. Нехай X є невiд’ємною випадковою величиною (класом

еквiвалентностi випадкових величин) на (Ω,F ,P). Умовним математичним

сподiванням E(X|G) величини (класу еквiвалентностi) X вiдносно G ⊆ F
назиається єдина з точнiстю до еквiвалентностi випадкова величина (єди-

ний клас еквiвалентностi) на (Ω,G,PG) така (такий), що∫
A

XdPG =

∫
A

E(X|G)dPG, A ∈ G. (3.1)
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Зауваження 18. Рiвнiсть (3.1) еквiвалентна такiй: для довiльної невiд’єм-

ної G-вимiрної випадкової величини Z∫
Ω
XZdPG =

∫
Ω

E(X|G)ZdPG. (3.2)

Дiйсно, якщо виконується (3.2), то, поклавши Z = 1A, отримаємо (3.1).

Якщо ж виконується (3.1), то рiвнiсть (3.2) виконується для Z = 1A. Крiм

того, вона виконується для довiльної невiд’ємної дискретної G-вимiрної ви-

падкової величини Z внаслiдок лiнiйностi невизначеного iнтеграла. Наре-

штi, з урахуванням теореми Левi про монотонну збiжнiсть, рiвнiсть (3.2)

виконується для довiльної невiд’ємної G-вимiрної випадкової величини Z,

оскiльки кожна така величина є границею монотонної послiдовностi не-

вiд’ємних дискретних G-вимiрних випадкових величин.

Оскiльки E
(
E(X|G)

)
= EX, то невiд’ємна в.в. є iнтегровною тодi i тiль-

ки тодi, коли iнтегровною є в.в. X. Враховуючи це, умовне математичне

сподiвання може бути визначене i для квазiiнтегровних в.в. X рiвнiстю

E(X|G) = E(X+|G)− E(X−|G).

Умовне математичне сподiвання в.в. (класу еквiвалентностi в.в.) є в.в.

(класом еквiвалентностi в.в.), а математичне сподiвання (за умови скiн-

ченностi) є дiйсним числом. За виключенням цiєї вiдмiнностi властивостi

умовного математичного сподiвання подiбнi властивостям математичного

сподiвання.

Властивостi умовного математичного сподiвання квазiiнтегровних

випадкових величин.

(а) якщо X ≥ 0 м.н., то E(X|G) ≥ 0 м.н.; E(1|G) = 1 м.н.;

(б) E(cX|G) = cE(X|G) м.н. для довiльної константи c ∈ R;

(в) E(X1 + X2|G) = E(X1|G) + E(X2|G) м.н. за умови, що або в.в. X+
1 та

X+
2 , або X−

1 та X−
2 є iнтегровними;

(г) якщо X1 ≤ X2 м.н., то E(X1|G) ≤ E(X2|G) м.н.;

наступний результат називається теорема Левi про монотонну збi-

жнiсть умовних математичних сподiвань:
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(д) Xn ↑ X м.н. ⇒ E(Xn|G) ↑ E(X|G) м.н. за умови, що знайдеться n ∈ N,

для якого в.в. X−
n є iнтегровною;

Xn ↓ X м.н. ⇒ E(Xn|G) ↓ E(X|G) м.н. за умови, що знайдеться n ∈ N, для

якого в.в. X+
n є iнтегровною.

В якостi наслiдку з властивостей (в) та (д) отримуємо: якщо в.в. Xk є

невiд’ємними, то

E
( ∑

k

Xk

∣∣∣∣G)
=

∑
k

E(Xk|G) м.н. (3.3)

Наступний результат називається лема Фату для умовних математи-

чних сподiвань.

Лема 19. Нехай (Xn)n∈N є послiдовнiстю випадкових величин, а випадковi

величини Y та Z є iнтегровними. Якщо Xn ≤ Y , n ∈ N майже напевно,

то

E( lim
n→∞

Xn|G) ≥ lim
n→∞

E(Xn|G)м.н.

Якщо ж Xn ≥ Z, n ∈ N майже напевно, то

E( lim
n→∞

Xn|G) ≤ lim
n→∞

E(Xn|G) м.н.

Зокрема, для невiд’ємних випадкових величин Xn остання нерiвнiсть зав-

жди виконується.

Як i у випадку математичних сподiвань, в якостi наслiдку отримуємо

теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть для умовних математичних

сподiвань.

Теорема 20. Якщо послiдовнiсть (Xn)n∈N збiгається та iснує iнтегровна

випадкова величина U така, що |Xn| ≤ U , n ∈ N майже напевно, то

E( lim
n→∞

Xn|G) = lim
n→∞

E(Xn|G) м.н.

Наведемо три бiльш специфiчнi властивостi, що не мають аналогiв для

математичних сподiвань.

(a) Якщо в.в.X є G-вимiрною, то E(X|G) = X м.н. та E(XY |G) = XE(Y |G)

м.н. для довiльної в.в. Y на (Ω,F ,P).
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Доведення. Твердження достатньо довести для невiд’ємних в.в. Нехай спо-

чатку X = 1B, B ∈ G. Оскiльки∫
A

1BY dP =

∫
A∩B

Y dP =

∫
A∩B

E(Y |G)dP =

∫
A

1BE(Y |G)dP, A ∈ G,

то рiвнiсть E(1BY |G) = 1BE(Y |G) м.н. виконується. Нехай тепер

X =
∑
k

xk1Bk
, Bk ∈ G, xk ∈ (0,∞). (3.4)

Тодi

E(XY |G) = E
(( ∑

k

xk1Bk

)
Y |G

)
=

∑
k

E
(
xk1Bk

Y |G
)

=
∑
k

xk1Bk
E(Y |G) = XE(Y |G),

де друга рiвнiсть виконується згiдно з (3.3), а третя рiвнiсть є наслiдком

вже доведеної частини твердження (для iндикаторiв). Як вже було зазна-

чено вище, кожна невiд’ємна G-вимiрна в.в. X є границею м.н. неспадної

послiдовностi Xn невiд’ємних G-вимiрних дискретних в.в. типу (3.4). Отже,

E(XY |G) = lim
n→∞

E(XnY |G) = lim
n→∞

XnE(Y |G) = XE(Y |G) м.н.,

де перша рiвнiсть випливає з теореми Левi про монотонну збiжнiсть для

умовних математичних сподiвань, а третя рiвнiсть є наслiдком вже дове-

деної частини для дискретних в.в.

(б) Якщо в.в. X є iнтегровною, то E
(
X|{�,Ω}

)
= EX. Якщо в.в. X не

залежить вiд G, то E(X|G) = EX м.н.1

Доведення. Вибираючи у рiвностi (3.1) A = Ω, маємо∫
Ω

EXdP = E(EX) = EX =

∫
Ω
XdP.

Якщо ж покласти A = �, то∫
�

EXdP = 0 =

∫
�
XdP.

1Ця властивiсть є iнтуїтивно зрозумiлою. Якщо в.в. X та σ-алгебра G незалежнi, то G мiстить в собi
не бiльше iнформацiї про X, нiж тривiальна σ-алгебра.
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Це доводить першу рiвнiсть. Для доведення другої зазначимо, що для до-

вiльного A ∈ G в.в. X+ та 1A незалежнi. Тому∫
A

X+dP = EX+1A = EX+P(A) =

∫
A

EX+dP.

Отже, E(X+|G) = EX+. В.в. X− аналiзується аналогiчно.

(в) Якщо G1 ⊂ G2, то

E
(
E(X|G2)|G1

)
= E

(
E(X|G1)|G2

)
= E

(
X|G1

)
м.н.

Доведення. Друга рiвнiсть очевидна, оскiльки в.в. E(X|G1) є G2- вимiрною.

Для доведення першої рiвностi вiзьмемо довiльне B ∈ G1. Тодi∫
B

E
(
E(X|G2)|G1

)
dP =

∫
B

E(X|G2)dP.

Оскiльки B належить також i G2, то∫
B

E(X|G2)dP =

∫
B

XdP.

Нарештi, оскiльки B ∈ G1, то∫
B

XdP =

∫
B

E(X|G1)dP.

Остаточно для довiльного B ∈ G2∫
B

E
(
E(X|G2)|G1

)
dP =

∫
B

E(X|G1)dP.

Тому за означенням умовного математичного сподiвання виконується пер-

ша рiвнiсть.

Лема 21. Нехай ϕ є опуклою функцiєю на R, а X є випадковою вели-

чиною на (Ω,F ,P) такою, що випадкова величина E(X|G) є скiнченною

майже напевно. Тодi виконується нерiвнiсть Йєнсена для умовних

математичних сподiвань

E
(
ϕ(X)|G

)
≥ ϕ

(
E(X|G)

)
майже напевно. (3.5)
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Доведення. Для кожної точки (y0, ϕ(y0)) графiка опуклої функцiї ϕ iснує

пряма, що проходить через цю точку, така, що кожна точка графiка лежить

не нижче цiєї прямої. Iншими словами, для кожного y0 ∈ R знайдеться

α = α(y0) ∈ R таке, що

ϕ(y)− ϕ(y0) ≥ α(y − y0), y ∈ R.

Покладемо y = X та y0 = E(X|G). Тодi

ϕ(X)− ϕ(E(X|G)) ≥ α(X − E(X|G)) м.н.

Застосувавши оператор E(·|G) до обох частин нерiвностi та зазначивши,

що в.в. α(E(X|G)) є G-вимiрною, маємо

E
(
ϕ(X)− ϕ(E(X|G))|G

)
≥ α(E(X|G))E

(
X − E(X|G)|G

)
= 0 м.н.

Внаслiдок того, що в.в. ϕ(E(X|G)) є G- вимiрною, виконується (3.5).
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Роздiл 4

Моменти зупинки

4.1. Теорiя

Протягом роздiлу працюємо на фiксованому ймовiрнiсному просторi

(Ω,F ,P).

Означення 22. Послiдовнiсть σ-алгебр F := (Fn)n∈N0
називається пото-

ком σ-алгебр, якщо Fn ⊆ F , n ∈ N0 та Fn ⊆ Fm, n < m. При цьому

F∞ := σ

( ⋃
n∈N0

Fn
)

називається σ-алгеброю, породженою потоком F .

Означення 23. Випадкова величина τ = τ(ω) задана на (Ω,F ,P), що

набуває значень на множинi N ∗ := N0 ∪ {+∞}, називається моментом

зупинки вiдносно потоку F , якщо

{τ = n} ∈ Fn для всiх n ∈ N0. (4.1)

Для моменту зупинки τ вiдносно потоку F множина подiй

Fτ := {A ∈ F∞ : A ∩ {τ = n} ∈ Fn для всiх n ∈ N0} (4.2)

називається σ-алгеброю, породженою моментом зупинки τ .

Неформальна iнтерпретацiя множини Fτ така: в той час, як σ-алгебру

Fn можна вважати сукупнiстю подiй, пов’язаних з деяким фiзичним проце-

сом, що спостерiгаються за час n, σ-алгебру Fτ можна вважати сукупнiстю

подiй, що спостерiгаються за випадковий час τ .

Наведемо еквiвалентне означення моменту зупинки та σ-алгебри Fτ .
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Лема 24. Для того щоб випадкова величина τ , що набуває значень у

множинi N ∗, була моментом зупинки вiдносно F необхiдно i достатньо

виконання умови:

{τ ≤ n} ∈ Fn для всiх n ∈ N0. (4.3)

Для того щоб подiя A ∈ F∞ належала Fτ необхiдно i достатньо викона-

ння умови

A ∩ {τ ≤ n} ∈ Fn для всiх n ∈ N0. (4.4)

Доведення. Нехай τ є моментом зупинки, тобто виконується умова (4.1).

Отже, для m ≤ n {τ = m} ∈ Fm ⊆ Fn, i ∪nm=0{τ = m} ∈ Fn внаслiдок

того, що σ-алгебра Fn замкнена вiдносно утворення скiнченних об’єднань.

Отже, {τ ≤ n} = ∪nm=0{τ = m} ∈ Fn.
Нехай виконується умова (4.3). Тодi для n ∈ N {τ ≤ n−1}c ∈ Fn−1 ⊆ Fn

i {τ = n} = {τ ≤ n} ∩ {τ ≤ n − 1}c ∈ Fn, оскiльки Fn замкнена вiдносно

утворення скiнченних перетинiв. Нарештi, {τ = 0} = {τ ≤ 0} ∈ F0.

Друга частина леми доводиться подiбним чином.

Наведемо приклади двох випадкових величин, що є моментами зупинки.

Приклад 25. В.в. τ = s, s ∈ N0 є моментом зупинки вiдносно будь-якого

потоку F . При цьому Fτ = Fs.
Дiйсно, якщо n = s, то {τ = n} = Ω ∈ Fn. Якщо ж n 6= s, то {τ = n} =

� ∈ Fn. Збiг σ-алгебр перевiряється подiбним чином.

Приклад 26. Нехай (Xn)n∈N0
є випадковою послiдовнiстю. Для n ∈ N0 по-

значимо через Fn σ-алгебру, породжену в.в. X0, . . . , Xn. В.в.

τB :=

inf{n ∈ N0 : Xn ∈ B}, якщо Xn ∈ B для деякого n ∈ N0,

+∞, якщо Xn /∈ B для всiх n ∈ N0,

де B є борелiвською множиною на прямiй, є моментом зупинки вiдносно

F , оскiльки {τB = 0} = {X0 ∈ B} ∈ F0 та

{τB = n} = {X0 /∈ B, . . . , Xn−1 /∈ B,Xn ∈ B} ∈ Fn, n ∈ N.
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Наведемо приклади двох випадкових величин, що не є моментами зу-

пинки.

Приклад 27. Якщо в.в. ν не залежить вiд F , то вона не є моментом зупинки

вiдносно F .

Приклад 28. Нехай (Xn)n∈N0
є випадковою послiдовнiстю. Для n ∈ N0 по-

значимо через Fn σ-алгебру, породжену в.в. X0, . . . , Xn. В.в.

νB :=

sup{n ∈ N0 : Xn ∈ B}, якщо Xn ∈ B для деякого n ∈ N0,

0, якщо Xn /∈ B для всiх n ∈ N0,

де B є борелiвською множиною на прямiй, не є моментом зупинки вiдносно

F , оскiльки

{νB = n} = {Xn ∈ B,Xn+1 /∈ B,Xn+2 /∈ B, . . .} /∈ Fn, n ∈ N.

Наступний результат мiстить перелiк функцiй вiд моментiв зупинки, що

є моментами зупинки.

Лема 29. Якщо (τn)n∈N є послiдовнiстю моментiв зупинки (вiдносно

одного потоку σ-алгебр), то випадковi величини τ1 + τ2, sup
n∈N

τn, inf
n∈N

τn,

lim
n→∞

τn та lim
n→∞

τn є моментами зупинки.

Зауваження 30. Випадкова величина τ1 − τ2 не обов’язково є моментом

зупинки.

Доведення. Першi три твердження леми випливають з таких спiввiдно-

шень: для n ∈ N0

{τ1 + τ2 ≤ m} =
m⋃
k=0

{τ1 = k} ∩ {τ2 = m− k} ∈ Fm;

{sup
n∈N

τn ≤ m} =
⋂
n

{τn ≤ m} ∈ Fm; { inf
n∈N

τn ≤ m} =
⋃
n

{τn ≤ m} ∈ Fm.

Належнiсть множин у правих частин рiвностей σ-алгебрi Fm перевiряється

подiбним чином. Наприклад, для k ≤ m

{τ1 = k} ∈ Fk ⊆ Fm та {τ2 = m− k} ∈ Fm−k ⊆ Fm.
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Тому

{τ1 = k} ∩ {τ2 = m− k} ∈ Fm i
n⋃
k=0

{τ1 = k} ∩ {τ2 = m− k} ∈ Fm

внаслiдок того, що Fm замкнена вiдносно скiнченних перетинiв та скiнчен-

них об’єднань. Нарештi два останнiх твердження випливають з рiвностей

lim
n→∞

τn = inf
n

sup
m≥n

τm, lim
n→∞

τn = sup
n

inf
m≥n

τm

та вже доведених другого та третього тверджень леми.

Лема 31. Нехай τ1 та τ2 є моментами зупинки вiдносно одного потоку

σ-алгебр. Тодi подiї {τ1 < τ2}, {τ1 = τ2} та {τ1 ≤ τ2} належать i Fτ1, i

Fτ2. Якщо A ∈ Fτ1, то A ∩ {τ1 ≤ τ2} ∈ Fτ2. Отже, якщо τ1(ω) ≤ τ2(ω)

для всiх ω ∈ Ω, то Fτ1 ⊆ Fτ2.

Доведення. Перевiримо перше твердження леми тiльки для подiї {τ1 ≤ τ2}.
Для двох iнших це робиться аналогiчно.

Зафiксуємо довiльне n ∈ N. Оскiльки {τ2 ≤ n − 1} ∈ Fn−1 ⊆ Fn, i σ-

алгебра Fn замкнена вiдносно переходу до доповнень, то {τ2 ≤ n−1}c ∈ Fn.
За означенням моменту зупинки {τ2 = n} ∈ Fn. Оскiльки σ-алгебра Fn
замкнена вiдносно скiнченних перетинiв, то {τ2 ≤ n− 1}c ∩ {τ1 = n} ∈ Fn.
Тому для всiх n ∈ N

{τ1 ≤ τ2} ∩ {τ1 = n} = {τ2 ≤ n− 1}c ∩ {τ1 = n} ∈ Fn.

Крiм того,

{τ1 ≤ τ2} ∩ {τ1 = 0} = Ω ∩ {τ1 = 0} = {τ1 = 0} ∈ F0.

Отже, за означенням {τ1 ≤ τ2} ∈ Fτ1. Оскiльки для всiх n ∈ N0

{τ1 ≤ τ2} ∩ {τ2 = n} = {τ1 ≤ n} ∩ {τ2 = n} ∈ Fn,

то за означенням {τ1 ≤ τ2} ∈ Fτ2.
Нехай A ∈ Fτ1. За лемою 24 A ∩ {τ1 ≤ n} ∈ Fn для всiх n ∈ N0. Тому

для всiх n ∈ N0

A ∩ {τ1 ≤ τ2} ∩ {τ2 = n} = A ∩ {τ1 ≤ n} ∩ {τ2 = n} ∈ Fn,
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оскiльки {τ2 = n} ∈ Fn, i σ-алгебра Fn замкнена вiдносно скiнченних

перетинiв. Отже, за означенням A ∩ {τ1 ≤ τ2} ∈ Fτ2.
За припущень останнього твердження леми {τ1 ≤ τ2} = Ω. Тому це

твердження випливає з попереднього.

4.2. Задачi

Задача 32. Показати, що множина подiй Fτ , визначена рiвнiстю (4.2), є

σ-алгеброю.

Задача 33. Нехай (τn)n∈N є послiдовнiстю моментiв зупинки вiдносно одного

потоку σ-алгебр. Довести рiвностi

F (1)
τ =

⋂
n

Fτn, F (2)
τ =

⋃
n

Fτn,

де τ (1) := inf
n∈N

τn та τ (2) := sup
n∈N

τn.
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Роздiл 5

Рiвномiрна iнтегровнiсть та збiжнiсть

в середньому

5.1. Теорiя

Означення 34. Послiдовнiсть (Xn)n∈N iнтегровних випадкових величин,

визначених на (Ω,F ,P), називається рiвномiрно iнтегровною, якщо

lim
a→∞

sup
n∈N0

∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP = 0.

Встановимо спочатку достатнi умови рiвномiрної iнтегровностi.

Лема 35. Для рiвномiрної iнтегровностi послiдовностi (Xn)n∈N0
випад-

кових величин достатньо iснування iнтегровної випадкової величини X

такої, що |Xn| ≤ X, n ∈ N майже напевно. Зокрема, кожен скiнченний

набiр iнтегровних випадкових величин є рiвномiрно iнтегровним.

Доведення. За припущенням

sup
n∈N0

∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP ≤
∫
{X>a}

XdP = EX1{X>a}.

За теоремою Левi про монотонну збiжнiсть права частина прямує до нуля

при a→∞. Це доводить перше твердження леми.

Абсолютна величина кожного елементу скiнченного набору iнтегровних

в.в. (Xn)n∈J мажорується невiд’ємною iнтегровною в.в. X :=
∑

i∈J |Xi|.
Тепер друге твердження леми випливає з першого.
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Наступний результат мiстить критерiй рiвномiрної iнтегровностi.

Теорема 36. Послiдовнiсть (Xn)n∈N0
iнтегровних випадкових величин є

рiвномiрно iнтегровною тодi i тiльки тодi, коли виконуються двi умови:

(i) (рiвномiрна абсолютна неперервнiсть): для кожного ε > 0 iснує зна-

чення ηε > 0 таке, що sup
n∈N0

∫
A |Xn|dP ≤ ε за умови P(A) ≤ ηε, A ∈ F .

(ii) sup
n∈N0

E|Xn| <∞.

Доведення. Нехай X – невiд’ємна в.в. Для довiльного a > 0 та довiльної

множини A ∈ F∫
A

XdP =

∫
A

⋂
{X≤a}

XdP +

∫
A

⋂
{X>a}

XdP ≤ aP(A) +

∫
{X>a}

XdP (5.1)

та

EX ≥ EX1{X>a} ≥ aP{X > a}. (5.2)

Скориставшися нерiвнiстю (5.1) з X = |Xn| та перейшовши до супремумiв

спочатку у правiй, а потом у лiвiй частинi нерiвностi, отримаємо

sup
n∈N0

∫
A

|Xn|dP ≤ aP(A) + sup
n∈N0

∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP (5.3)

Нехай тепер послiдовнiсть (Xn) є рiвномiрно iнтегровною. Спрямувавши

спочатку P(A) до нуля, потiм a → ∞, отримаємо необхiднiсть умови (i).

Поклавши тепер у (5.3) A = Ω, отримаємо необхiднiсть умови (ii).

Доведемо в iнший бiк. Якщо виконується умова (ii), то, скориставшися

нерiвнiстю (5.2), отримуємо

sup
n∈N0

P{|Xn| > a} ≤ a−1 sup
n∈N0

E|Xn| → 0,

при a → ∞. Тому знайдеться a > 0 таке, що P{|Xn| > a} ≤ ηε для

всiх n ∈ N. Згiдно з умовою (i)
∫
{|Xn|>a} |Xn| ≤ ε для всiх n ∈ N0, що

еквiвалентно рiвномiрнiй iнтегровностi (Xn).

Наступна теорема прояснює поняття рiвномiрної iнтегровностi. Найбiль-

ший iнтерес у нiй має iмплiкацiя (2)⇒(1), при цьому в якостi функцiї G

часто вибирають або G(t) = tp, p > 1, або G(t) = t ln+ t.



29

Теорема 37. Для послiдовностi (Xn)n∈N0
iнтегровних випадкових вели-

чин такi твердження є еквiвалентними:

(1) послiдовнiсть є рiвномiрно iнтегровною;

(2) iснує опукла функцiя G : [0,∞) → [0,∞), що не спадає, i така, що

lim
x→∞

G(x)/x = +∞ та M := sup
n∈N0

EG(|Xn|) <∞.

Доведення. (2)⇒(1). Для довiльного фiксованого ε > 0 покладемо a :=

M/ε. Знайдеться c > 0 таке, що G(x)/x ≥ a при x ≥ c. Таким чином,

|Xn| ≤ a−1G(|Xn|) м.н. на множинi {|Xn| ≥ c}. Отже,∫
{|Xn|>c}

|Xn|dP ≤ a−1
∫
{|Xn|>c}

G(|Xn|)dP ≤ a−1M = ε.

Тому sup
n∈N0

∫
{|Xn|>c} |Xn|dP ≤ ε, i

lim
c→∞

sup
n∈N0

∫
{|Xn|>c}

|Xn|dP ≤ ε

(границя iснує, оскiльки функцiя пiд знаком границi не зростає по c). За-

лишається спрямувати ε до нуля.1

(1)⇒(2). Для числової послiдовностi (gk)k∈N0
, що не спадає i задовольняє

спiввiдношення g0 = 0 та lim
k→∞

gk = +∞, на [0,∞) визначимо кусково-

постiйну функцiю

g(t) :=
∑
k≥0

gk1{[k,k+1)}(t), t ≥ 0.

Зрозумiло, що ця функцiя є невiд’ємною, не спадає та lim
t→∞

g(t) = +∞.

Визначимо тепер

G(t) :=

∫ t

0
g(u)du, t ≥ 0.

Як iнтеграл вiд невiд’ємної функцiї, що не спадає, функцiя G не спадає та

є опуклою. Крiм того, за правiлом Лопiталя lim
t→∞

G(t)/t = +∞. Таким чи-

ном, так побудована функцiя G володiє усiма властивостями, описаними у

формулюваннi теореми. Залишається показати, що пiдхожим вибором по-

слiдовностi (gk) можна гарантувати виконання умовиM <∞. Виконується
1Звернiть увагу на те, що опуклiсть G не використовувалася для доведення цiєї iмплiкацiї.
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нерiвнiсть

G(t) =
∑
k≥1

( k−1∑
j=0

gj + (t− k)gk

)
1[k,k+1)(t) ≤

∑
k≥1

( k∑
j=1

gj

)
1(k,k+1](t), t ≥ 0.

Тому, поклавши ak,n := P{|Xn| > k}, маємо

EG(|Xn|) ≤
∑
k≥1

( k∑
j=1

gj

)
P{k < |Xn| ≤ k + 1}

=
∑
k≥1

( k∑
j=1

gj

)
(ak,n − ak+1,n)

=
∑
k≥1

gkak,n.

Покажемо, як вибрати послiдовнiсть (gk) так, щоб сума останнього ря-

ду була рiвномiрно обмеженою по n. Звичайно, цього буде достатньо для

завершення доведення. За припущенням рiвномiрної iнтегровностi знайде-

ться послiдовнiсть (ci) така, що lim
i→∞

ci = +∞ та

sup
n∈N0

∫
{|Xn|>ci}

|Xn|dP ≤ 2−i, i ∈ N. (5.4)

Далi, поклавши di := [ci] + 2 i проiнтегрувавши частинами, маємо∫
{|Xn|>ci}

|Xn|dP = ciP{|Xn| > ci}+

∫ ∞

ci

P{|Xn| > y}dy

≥
∫ ∞

di−1
P{|Xn| > y}dy

=
∑
k≥di

∫ k

k−1
P{|Xn| > y}dy

≥
∑
k≥di

ak,n.

Внаслiдок останньої нерiвностi та (5.4)∑
i≥1

∑
k≥di

ak,n ≤ 1.

Нарештi, визначимо gk так

g0 := 0, gk :=
∑
i≥1

1{di≤k}, k ∈ N,
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та переконаємося у тому, що всi властивостi, описанi на початку доведення

поточної iмплiкацiї, виконуються. Оскiльки∑
i≥1

∑
k≥di

ak,n =
∑
i≥1

∑
k≥1

1{di≤k}ak,n =
∑
k≥1

( ∑
i≥1

1{di≤k}

)
ak,n =

∑
k≥1

gkak,n,

i остання сума не перевищує 1 (тобто є рiвномiрно обмеженою по n), то

доведення завершене.

Означення 38. Послiдовнiсть (Xn)n∈N0
(класiв еквiвалентностi) iнтегров-

них випадкових величин називається збiжною в середньому до (класу еквi-

валентностi) iнтегровної випадкової величини X, якщо lim
n→∞

E|Xn−X| = 0.

Позначення Xn
L1→ X, n→∞.

Важливiсть поняття збiжностi в середньому пояснюється тим фактом,

що наявнiсть цiєї збiжностi дозволяє перехiд до границi пiд знаком iнте-

гралу.

Теорема 39. Для того щоб послiдовнiсть (Xn)n∈N0
iнтегровних випадко-

вих величин збiгалася в середньому необхiдно i достатньо, щоб

lim
n→∞

∫
A

XndP =

∫
A

XdP рiвномiрно по A ∈ F . (5.5)

Зокрема, якщо при n→∞ Xn
L1→ X i P(An4A) → 02, то

lim
n→∞

∫
An

XndP =

∫
A

XdP.

Доведення. Якщо Xn збiгається в середньому до X, то права частина не-

рiвностi ∣∣∣∣ ∫
A

XndP−
∫
A

XdP
∣∣∣∣ ≤ ∫

A

∣∣Xn −X
∣∣dP ≤ E|Xn −X|

прямує до нуля при n → ∞. Оскiльки вона не залежить вiд A, то лiва

частина нерiвностi прямує до нуля рiвномiрно по A.

Для доведення в iнший бiк покладемо An = {Xn > X}. Тодi Ac
n :=

Ω\An = {Xn ≤ X}. Виконується рiвнiсть∫
Ω
|Xn −X|dP =

( ∫
An

XndP−
∫
An

XdP
)
−

( ∫
Ac

n

XndP−
∫
Ac

n

XdP
)
.

24 – це операцiя симетричної рiзницi, тобто C4D = (C\D)
⋃

(D\C).
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За умови (5.5) вирази в кожнiй з великих дужок прямують до нуля при

n→∞.

Для доведення останнього твердження запишемо∣∣∣∣ ∫
An

XndP−
∫
A

XdP
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫

An

XndP−
∫
An

XdP
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ ∫
An

XdP−
∫
A

XdP
∣∣∣∣

та зазначимо, що при n → ∞ перший доданок правої частини прямує

до нуля згiдно з першим твердженням теореми. В.в. X є iнтегровною

як границя збiжної в середньому послiдовностi. Згiдно з припущенням

lim
n→∞

P(An\A) = 0 та lim
n→∞

P(A\An) = 0. Тому права частина нерiвностi∣∣∣∣ ∫
An

XdP−
∫
A

XdP
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫
An\A

XdP−
∫
A\An

XdP
∣∣∣∣

≤
∫
An\A

|X|dP +

∫
A\An

|X|dP

прямує до нуля при n→∞ за лемою 40.

Лема 40. Нехай X є iнтегровною випадковою величиною, визначеною на

ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P). Для довiльної послiдовностi множин

(An), що належать F та lim
n→∞

P(An) = 0,

lim
n→∞

∫
An

|X|dP = 0.

Доведення. Для a > 0∫
An

|X|dP =

∫
An∩{|X|≤a}

|X|dP +

∫
An∩{|X|>a}

|X|dP

≤ aP(An) +

∫
{|X|>a}

|X|dP.

Залишається спрямувати спочатку n→∞, а потiм a→∞. Зазначимо, що

за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть (або за теоремою Левi про

монотонну збiжнiсть) другий iнтеграл у правiй частинi прямує до нуля при

a→∞.

Вiдомо, що збiжнiсть м.н. (або за ймовiрнiстю, або за розподiлом) не

забезпечує збiжнiсть моментiв (у випадку, коли вони iснують).
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Приклад 41. Якщо

P{Xn = 0} = 1− n−2, P{Xn = n2} = n−2, n ∈ N,

то згiдно з лемою Бореля-Кантеллi lim
n→∞

Xn = 0 м.н., проте EXn = 1, EX2
n =

n2 →∞, n→∞.

Частина наступної теореми стверджує, що збiжнiсть послiдовностi за

ймовiрнiстю гарантує збiжнiсть математичних сподiвань, якщо послiдов-

нiсть є рiвномiрно iнтегровною.

Теорема 42. Для послiдовностi (Xn)n∈N0
iнтегровних випадкових вели-

чин та випадкової величини X такi твердження є еквiвалентними.

(а) (Xn) збiгається у середньому.

(б) (Xn) є послiдовнiстю Кошi в смислi збiжностi у середньому, тобто

E|Xn −Xm| → 0 при m,n→∞.

(в) Послiдовнiсть (Xn) є рiвномiрно iнтегровною, i Xn
P→ X, n→∞.

(г) Випадкова величина X є iнтегровною, i Xn
L1→ X, n→∞.

Доведення. (а)⇒(б). Нехай (Xn) збiгається в середньому до в.в. X. Тодi

E|Xn −Xm| ≤ E|Xn −X|+ E|X −Xm| → 0 n,m→∞.

(б)⇒(в). Покажемо, що послiдовнiсть iнтегровних в.в., що є послiдовнiстю

Кошi в смислi збiжностi в середньому, є рiвномiрно iнтегровною. Для до-

вiльного ε > 0 виберемо значення Nε > 0 таке, що E|Xn − Xm| ≤ ε при

n,m ≥ Nε. За лемою 35 набiр в.в. (Xn)n≤Nε
є рiвномiрно iнтегровним. То-

му за теоремою 36: (i) для кожного δ > 0 iснує значення ηδ > 0 таке, що

sup
n≤Nε

∫
A |Xn|dP ≤ δ за умови P(A) ≤ ηδ, A ∈ F та (ii) sup

n≤Nε

E|Xn| < ∞.

Скориставшися нерiвнiстю∫
A

|Xn|dP ≤
∫
A

|XNε
|dP +

∫
A

|Xn −XNε
|dP, A ∈ F ,

отримуємо

sup
n≥Nε

∫
A

|Xn|dP ≤
∫
A

|XNε
|dP + sup

n≥Nε

∫
A

|Xn −XNε
|dP

≤
∫
A

|XNε
|dP + ε, A ∈ F .
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Тому для множин A ∈ F з P(A) ≤ ηδ sup
n≥Nε

∫
A |Xn|dP ≤ δ + ε i, отже,

sup
n∈N0

∫
A

|Xn|dP = max

(
sup
n≤Nε

∫
A

|Xn|dP, sup
n≥Nε

∫
A

|Xn|dP
)
≤ δ + ε.

Це доводить рiвномiрну абсолютну неперервнiсть невизначених iнтегралiв

вiд |Xn|. Внаслiдок sup
n≥Nε

E|Xn| ≤ E|XNε
| + ε нерiвнiсть sup

n∈N0

E|Xn| < ∞

також виконується. Згiдно з теоремою 36 рiвномiрна iнтегровнiсть послi-

довностi (Xn) встановлена.

За нерiвнiстю Маркова

P{|Xn −Xm| > ε} ≤ ε−1E|Xn −Xm| → 0, n,m→∞,

тобто послiдовнiсть (Xn) є послiдовнiстю Кошi в смислi збiжностi за ймо-

вiрнiстю. Тому послiдовнiсть збiгається за ймовiрнiстю (див., наприклад,

[2, с. 76]).

(в)⇒(г). Покажемо, що в.в. X є iнтегровною. Як вiдомо, знайдеться пiд-

послiдовнiсть (nj) така, що lim
j→∞

nj = +∞, i lim
j→∞

Xnj
= X м.н. Тому

lim
j→∞

|Xnj
| = |X| м.н. За лемою Фату

E|X| ≤ lim
j→∞

E|Xnj
| ≤ sup

n∈N0

E|Xn| <∞,

при цьому остання нерiвнiсть випливає з теореми 36.

Далi для довiльного ε > 0 виконуються нерiвностi

E|Xn −X| =

∫
{|Xn−X|≤ε}

|Xn −X|dP +

∫
{|Xn−X|>ε}

|Xn −X|dP

≤ ε+

∫
{|Xn−X|>ε}

|Xn|dP +

∫
{|Xn−X|>ε}

|X|dP.

За теоремою 36 невизначенi iнтеграли вiд |Xn| є рiвномiрно абсолютно непе-

рервними. Оскiльки за припущенням lim
n→∞

P{|Xn−X| > ε} = 0, то перший

iнтеграл у правiй частинi збiгається до нуля при n→∞. Збiжнiсть до нуля

другого iнтегралу випливає з леми 40.

Оскiльки ε довiльне, то lim
n→∞

E|Xn −X| = 0.
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5.2. Задачi

Задача 43. Довести твердження: якщо lim
n→∞

E(Xn−X)2 = 0, тоX2
n збiгається

до X2 у L1, та lim
n→∞

DXn = DX.

Задача 44. Якщо Xn
L1→ X, n → ∞, то lim

n→∞
E|Xn| = E|X|. Якщо Xn ≥ 0

м.н., lim
n→∞

Xn = X м.н. та lim
n→∞

EXn = EX < ∞, то Xn
L1→ X, n → ∞.

Довести.
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Роздiл 6

Невiд’ємнi супермартингали

Нехай (Ω,F ,P, (Fn)n∈N0
) – фiксований фiльтрований ймовiрнiсний про-

стiр.

Означення 45. Адаптована послiдовнiсть (Xn)n∈N0
невiд’ємних випадко-

вих величин називається невiд’ємним супермартингалом, якщо нерiвнiсть

Xn ≥ E(Xn+1|Fn) м.н.

виконується для всiх n ∈ N0. Якщо у останньому спiввiдношеннi нерiвнiсть

замiнити рiвнiстю, то вiдповiдна послiдовнiсть буде називатися невiд’єм-

ним мартингалом.

З означення супермартингала випливає виконання нерiвностi

Xm ≥ E(Xp|Fm) м.н.

для довiльної пари m, p ∈ N0, m < p.

Дiйсно, для m ≤ n

E(Xn|Fm) ≥ E
(
E(Xn+1|Fn)|Fm

)
= E(Xn+1|Fm).

Отже, послiдовнiсть (E(Xn|Fm))n≥m не зростає. Тому Xm = E(Xm|Fm) ≥
E(Xp|Fm) при m < p.

Твердження 46. Для кожного невiд’ємного супермартингала (Xn)n∈N0

випадкова величина sup
n∈N0

Xn є майже напевно скiнченною на множинi {ω :

X0(ω) <∞}. Бiльше того, для довiльного a > 0 виконується нерiвнiсть

P{sup
n∈N0

Xn > a|F0} ≤ min(X0/a, 1) м.н. (6.1)
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Нерiвнiсть (6.1) називається максимальною нерiвнiстю для невiд’ємних

супермартингалiв.

Для доведення твердження 46 потрiбен допомiжний результат.

Лема 47. Нехай послiдовностi (X
(i)
n )n∈N0

, i = 1, 2, є невiд’ємними супер-

мартингалами, а ν є моментом зупинки таким, що X(1)
ν ≥ X

(2)
ν м.н. на

множинi {ν <∞}. Тодi послiдовнiсть (Xn)n∈N0
, що визначається так

Xn = 1{ν>n}X
(1)
n + 1{ν≤n}X

(2)
n , n ∈ N0, (6.2)

є невiд’ємним супермартингалом.

Доведення. З представлення (6.2) випливає, що величина Xn є Fn-
вимiрною. Тому послiдовнiсть (Xn) є адаптованою. Оскiльки послiдовностi

(X
(i)
n ), i = 1, 2, є супермартингалами, то

Xn = 1{ν>n}X
(1)
n + 1{ν≤n}X

(2)
n ≥

= 1{ν>n}E
(
X

(1)
n+1|Fn

)
+ 1{ν≤n}E

(
X

(2)
n+1|Fn

)
= E

(
1{ν>n}X

(1)
n+1 + 1{ν≤n}X

(2)
n+1|Fn

)
.

З того, що X(1)
ν ≥ X

(2)
ν м.н. на {ν <∞}, випливає те, що X(1)

n+1 ≥ X
(2)
n+1 м.н.

на {ν = n+ 1}. Тому

1{ν>n}X
(1)
n+1 + 1{ν≤n}X

(2)
n+1

= 1{ν=n+1}X
(1)
n+1 + 1{ν>n+1}X

(1)
n+1 + 1{ν≤n}X

(2)
n+1

≥ 1{ν>n+1}X
(1)
n+1 + 1{ν≤n+1}X

(2)
n+1

= Xn+1.

Отже, Xn ≥ E(Xn+1|Fn) м.н., що доводить лему.

Доведення твердження 46. Для кожного a > 0 визначимо момент зупинки

νa :=


inf{n ∈ N0 : Xn > a}, якщо sup

n∈N0

Xn > a,

+∞, якщо sup
n∈N0

Xn ≤ a.
(6.3)
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Оскiльки Xνa
> a м.н. на множинi {νa <∞}, а послiдовнiсть, всi елементи

якої дорiвнюють a, є невiд’ємним супермартингалом, то згiдно з лемою 47

послiдовнiсть (Yn), що визначається так

Yn := 1{νa>n}Xn + 1{νa≤n}a, n ∈ N0,

є невiд’ємним супермартингалом. Тому Y0 ≥ E(Yn|F0) м.н. Зазначимо, що

Y0 = min(X0, a) м.н., та те, що Yn ≥ a1{νa≤n} м.н. Отже,

aP{νa ≤ n|F0} = E(a1{νa≤n}|F0) ≤ E(Yn|F0) ≤ Y0 = min(X0, a) м.н.

Переходячи до границi при n ↑ ∞ з урахуванням монотонностi збiжностi,

отримуємо

P{sup
n∈N0

Xn > a|F0} = P{νa <∞|F0} ≤ min(X0/a, 1) м.н.

�

Зауваження 48. Вивчення доведення демонструє, що можна встановити

бiльш сильний результат:

P{sup
n∈N0

Xn > A|F0} ≤ min(X0/A, 1) м.н. на {A > 0},

де A ≥ 0 – довiльна F0-вимiрна випадкова величина.

Наведемо основний результат даного роздiлу, що називається теоремою

про збiжнiсть невiд’ємних супермартингалiв.

Теорема 49. Кожен невiд’ємний супермартингал (Xn)n∈N0
збiгається

майже напевно. При цьому його границя X∞ := lim
n→∞

Xn задовольняє не-

рiвнiсть

E(X∞|Fn) ≤ Xn, n ∈ N0, (6.4)

що виконується майже напевно.

Доведення. Крок 1. Розпочнемо з критерiю збiжностi невипадкових послi-

довностей. Нехай a < b – дiйснi числа, а (xn)n∈N0
– числова послiдовнiсть,

елементи якої набувають дiйсних, можливо нескiнченних, значень. Визна-

чимо послiдовнiсть (τk)k∈N так:

τ1 := inf{n ∈ N0 : xn ≤ a}, τ2 := inf{n ≥ ν1 : xn ≥ b},
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τ3 := inf{n ≥ ν2 : xn ≤ a} i.т. i.

Якщо якась величина τl невизначена, покладемо τk = +∞ для k = l, l +

1, . . . Наприклад, для послiдовностi b, a, b, b, . . . маємо τ1 = 1, τ2 = 2, τk =

+∞, k = 3, 4, . . . Якщо ж xn > a для всiх n ∈ N0, то τk = +∞ для k ∈ N.

Позначимо через βa,b найбiльше цiле p таке, що величина τ2p є скiн-

ченною. Покладемо βa,b = +∞, якщо всi τk є скiнченними. Величина βa,b
визначає число перетинiв знизу догори сегменту [a, b] послiдовнiстю (xn).

Тому такi iмплiкацiї є зрозумiлими:

lim
n→∞

xn < a < b < lim
n→∞

xn ⇒ βa,b = +∞ ⇒ lim
n→∞

xn ≤ a < b ≤ lim
n→∞

xn.

Отже, послiдовнiсть (xn) збiгається (можливо до нескiнченної границi) тодi

i тiльки тодi, коли βa,b < ∞ для кожної пари дiйсних або рацiональних

чисел a < b.

Розглянемо тепер послiдовнiсть (Xn)n∈N0
випадкових величин. Величи-

ни τk(ω), що визначаються для послiдовностi (Xn(ω)), є випадковими ве-

личинами (вимiрними функцiями вiд ω). Це випливає з рiвностi

{τ2p = n} =
∑
m≤n

{τ2p−1 = m,Xm+1 < b, . . . , Xn−1 < b,Xn ≥ b} (6.5)

та аналогiчної рiвностi для непарних iндексiв. Внаслiдок рiвностi {βa,b ≥
p} = {τ2p < ∞}, βa,b також є випадковою величиною. Згiдно з наведеним

вище критерiєм збiжностi числових послiдовностей маємо

{Xn збiгається} =
⋂

a<b,a,b∈Q

{βa,b <∞}.

Отже, виконується такий результат.

Лема 50. Для того щоб послiдовнiсть (Xn)n∈N0
збiгалася майже напевно,

необхiдно i достатньо того, що величини βa,b є майже напевно скiнчен-

ними для всiх пар дiйсних або рацiональних чисел a < b.

Крок 2. Перейдемо безпосередньо до доведення теореми. Достатньо пока-

зати, що βa,b <∞ м.н. для кожної пари невiд’ємних чисел a < b (невiд’єм-

них, оскiльки (Xn) – невiд’ємний супермартингал). Цей факт встановлює-

ться наступною лемою.
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Лема 51. Для кожного невiд’ємного супермартингала (Xn) число пере-

тинiв βa,b знизу догори сегменту [a, b], 0 < a < b < ∞, задовольняє

нерiвнiсть Дубiнса

P{βa,b ≥ k|F0} ≤ (a/b)k min(X0/a, 1), k ∈ N, (6.6)

що виконується майже напевно. Зокрема, βa,b <∞ м.н.

Доведення. Послiдовнiсть (τk(ω))k∈N, побудована за (Xn(ω)), є послiдовнi-

стю моментiв зупинки. Дiйсно, для кожного n ∈ N0 множини {ω : νk(ω) =

n} визначаються значеннями X0(ω), . . . , Xn(ω) (див. (6.5)) i, отже, нале-

жать Fn. Тому за лемою 47, для фiксованого k ∈ N послiдовнiсть (Yn), що

визначається так

Yn := 1{0≤n<τ1} + 1{τ1≤n<τ2}(Xn/a)

+ 1{τ2≤n<τ3}(b/a) + 1{τ3≤n<τ4}(b/a)(Xn/a)

+ . . .+ 1{τ2k−1≤n<τ2k}(b/a)
k−1(Xn/a) + 1{τ2k≤n}(b/a)

k, n ∈ N0,

є невiд’ємним супермартингалом.

З визначення (Yn) випливає рiвнiсть

Y0 = 1{ν1>0} + 1{ν1=0}(X0/a) = 1{X0/a>1} + 1{X0/a≤1}(X0/a) = min(X0/a, 1),

що виконується майже напевно. Крiм того, Yn ≥ (b/a)k1{ν2k≤n} м.н. Наре-

штi, оскiльки Y0 ≥ E(Yn|F0) м.н., то

min(X0/a, 1) = Y0 ≥ (b/a)kP{ν2k ≤ n|F0} м.н.

Залишається спрямувати n ↑ ∞ та зазначити, що {ν2k <∞} = {βa,b ≥ k}.
Отже, нерiвнiсть Дубiнса доведена. Спрямовуючи у нiй k ↑ ∞, робимо

висновок, про м.н. скiнченнiсть βa,b.

Таким чином, перша частина теореми про м.н. збiжнiсть доведена. За-

значимо, що поки що можливiсть того, що границя є нескiнченною з дода-

тною ймовiрнiстю, не була виключена.

Переходячи до другої частини теореми, зазначимо, що при n > p вико-

нуються нерiвностi

Xp ≥ E(Xn|Fp) ≥ E( inf
m≥n

Xm|Fp) м.н. (6.7)
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Оскiльки послiдовнiсть ( inf
m≥n

Xm) не спадає, i ( inf
m≥n

Xm) ↑ lim
k→∞

Xk при n ↑ ∞,

то, переходячи у (6.7) до границi при n ↑ ∞, отримуємо

Xp ≥ E( lim
k→∞

Xk|Fp) = E(X∞|Fp) м.н.

Звiдси, зокрема, випливає м.н. скiнченнiсть X∞.

Зауваження 52. З нерiвностi (6.4) випливає, що в.в. X∞ є iнтегровною за

умови, що в.в. Xn є iнтегровною для деякого n ∈ N0. Проте невiд’ємний

iнтегровний супермартингал не завжди збiгається в середньому.

Невiд’ємний мартингал (Xn)n∈N0
задовольняє рiвнiсть Xm = E(Xn|Fm)

м.н. для n ≥ m. Можна було б очiкувати, що нерiвнiсть (6.4), що вико-

нується для невiд’ємних супермартингалiв, перетвориться на рiвнiсть для

невiд’ємних мартингалiв. Але це не так. Iснує багато невiд’ємних мартин-

галiв, вiдмiнних вiд тотожнього нуля, що збiгаються до нуля м.н. (один

приклад такого мартингалу наведено на с. 67). Звичайно, для таких мар-

тингалiв рiвнiсть E(X∞|Fn) = Xn виконуватися не може.

З iншого боку, iснує великий клас невiд’ємних мартингалiв, для яких

рiвнiсть

E(X∞|Fn) = Xn, n ∈ N0 м.н.

має мiсце.

Твердження 53. Нехай Z є невiд’ємною випадковою величиною такою,

що EZp < ∞ для деякого p ≥ 1. Послiдовнiсть (Zn), що визначається

так

Zn := E(Z|Fn), n ∈ N0,

є невiд’ємним мартингалом, що збiгається майже напевно та у Lp до

випадкової величини Z∞ := E(Z|F∞).

Зауваження 54. Невiд’ємний мартингал (Zn) та його м.н. границя Z∞ за-

довольняють

E(Z∞|Fn) = Zn, n ∈ N0 м.н.

Це випливає з рiвностей

E(Z∞|Fn) = E
(
E(Z|F∞)|Fn

)
= E(Z|Fn) = Zn.
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Доведення Оскiльки Fn ⊆ Fn+1, то

E(Zn+1|Fn) = E
(
E(Z|Fn+1)|Fn

)
= E(Z|Fn) = Zn м.н.

Тому послiдовнiсть (Zn) є невiд’ємним мартингалом. За теоремою 49 Zn

збiгається м.н. до м.н скiнченної границi Z∞. Зрозумiло, що Z∞ є F∞-

вимiрною в.в.

Ми доведемо результат тiльки при p = 1. Припустимо спочатку, що

Z ≤ a м.н. для деякої константи a > 0. Тодi E(Z|Fn) ≤ a м.н. Тому за

теоремою Лебега про обмежену збiжнiсть

lim
n→∞

∫
A

E(Z|Fn)dP =

∫
A

Z∞dP,

для довiльної множини A ∈ F . Якщо для деякого m ∈ N0 A ∈ Fm, то

згiдно з властивiстю (в) умовного математичного сподiвання (див. с. 20)∫
A

E(Z|Fn) =

∫
A

ZdP, n ≥ m.

Тому ∫
A

ZdP =

∫
A

Z∞dP, A ∈
⋃
m∈N0

Fm.

Таким чином, двi скiнченнi мiри
∫
A ZdP та

∫
A Z∞dP збiгаються на алгебрi⋃

m∈N0
Fm. За теоремою 16 вони будуть збiгатися i на F∞ = σ

( ⋃
m∈N0

Fm
)

.

Тому Z∞ = E(Z|F∞) м.н. Оскiльки |E(Z|Fn) − E(Z|F∞)| ≤ 2a м.н., то за

теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть

lim
n→∞

E|Zn − Z∞| = lim
n→∞

E
∣∣E(Z|Fn)− E(Z|F∞)

∣∣ = 0.

Вiдмовимося тепер вiд обмеженостi в.в. Z та покажемо, що при n→∞

E(Z|Fn)
L1→ E(Z|F∞). (6.8)

Для довiльного a > 0 виконується рiвнiсть

Z = Z ∧ a+ (Z − a)+.
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Використовуючи нерiвнiсть трикутника та її наслiдок |x − y| ≤ |x| + |y|,
x, y ∈ R, отримуємо

E
∣∣E(Z|Fn)− E(Z|F∞)

∣∣ ≤ E
∣∣E(Z ∧ a|Fn)− E(Z ∧ a|F∞)

∣∣
+ E

∣∣E((Z − a)+|Fn)− E((Z − a)+|F∞)
∣∣

≤ E
∣∣E(Z ∧ a|Fn)− E(Z ∧ a|F∞)

∣∣
+ 2E(Z − a)+.

Оскiльки Z ∧ a ≤ a, то за попередньою частиною доведення перший до-

данок прямує до нуля при n → ∞. Внаслiдок того, що (Z − a)+ ↓ 0 при

a ↑ ∞, другий доданок прямує до нуля при a ↑ ∞ за теоремою Левi про

монотонну збiжнiсть.

Отже, спiввiдношення (6.8) виконується. Оскiльки, за вже доведеним,

lim
n→∞

E(Z|Fn) = Z∞ м.н., то Z∞ = E(Z|F∞) м.н. за теоремою про збiжнiсть

в середньому. �

Наслiдок 55. Нехай Z – невiд’ємна випадкова величина. Тодi

lim
n→∞

E(Z|Fn) = E(Z|F∞)

майже напевно на множинi Ω\{E(Z|Fn) = +∞ для всiх n ∈ N0}.

Доведення. Для фiксованих m ∈ N0 та a > 0 в.в. Z ′ := Z1{E(Z|Fm)≤a} є

iнтегровною внаслiдок нерiвностi EZ ′ = E(E(Z|Fm)1{E(Z|Fm)≤a}) ≤ a. Тому

за твердженням 53 lim
n→∞

E(Z ′|Fn) = E(Z ′|F∞) м.н. Але E(Z ′|Fn) = E(Z|Fn)
м.н. на множинi {E(Z|Fm) ≤ a} при m ≤ n та E(Z ′|F∞) = E(Z|F∞) м.н.

на тiй же множинi. Тому lim
n→∞

E(Z|Fn) = E(Z|F∞) м.н. на {E(Z|Fm) ≤ a}.
Залишається дозволити m пробiгати всi натуральнi числа та спрямувати a

до ∞.

Зауваження 56. Наслiдок 55 не може бути покращений. Продемонстру-

ємо це, вказавши приклад м.н. скiнченної F∞-вимiрної в.в. Z, для якої

E(Z|Fn) = +∞ для всiх n ∈ N0.

Будемо використовувати ймовiрнiсний простiр з Ω := [0, 1], P := Leb та

σ-алгеброю F борелiвських множин на [0, 1]. Для n ∈ N0 позначимо через
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Fn σ-алгебру, породжену iнтервалами

[2−nk, 2−n(k + 1)), k = 0, 1, . . . , 2n − 1.

На описаному вище ймовiрнiсному просторi визначимо невiд’ємну Fn-
вимiрну в.в. Xn := Xn(ω), що має такi властивостi: P{Xn > 0} = 2−n,

EXn = 1 та Xn(ω) є перiодичною функцiєю (вiд ω) на [0, 1) з перiодом 2−n,

тобто Xn(ω− 2−n) = Xn(ω) для ω ∈ [2−n, 1). В.в. Z := Z(ω) =
∑

n≥0Xn(ω)

є м.н. скiнченною, оскiльки за лемою Бореля-Кантеллi ряд мiстить тiльки

скiнченне число ненульових членiв. Очевидно, що в.в. Z є F∞-вимiрною.

Оскiльки для n ∈ N0 та k = 0, 1, . . . , 2n − 1

An,k := {2−nk ≤ Z < 2−n(k + 1)} ∈ Fn,

то за означенням умовного математичного сподiвання∫
An,k

E(Z|Fn)dP =

∫
An,k

Z dP =

∫ 2−n(k+1)

2−nk

Z(x)dx

≥
∑
p≥n

∫ 2−n(k+1)

2−nk

Xp(x)dx

= 2−n
∑
p≥n

∫ 1

0
Xp(x)dx = +∞,

оскiльки при p ≥ n Xp(x) є перiодичною функцiєю з перiодом 2−n,

а
∫ 1

0 Xp(x)dx = EXp = 1 за побудовою. Таким чином, доведено, що

E(Z|Fn) = +∞ для всiх n ∈ N0.
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Роздiл 7

Збiжнiсть субмартингалiв

7.1. Теорема Дуба та розклад Крiкеберга

Означення 57. Адаптована послiдовнiсть (Xn)n∈N0
iнтегровних випадко-

вих величин називається iнтегровним субмартингалом, якщо виконується

нерiвнiсть

Xn ≤ E(Xn+1|Fn), n ∈ N0 м.н.

Послiдовнiсть називається iнтегровним мартингалом, якщо у останньому

спiввiдношеннi виконується рiвнiсть замiсть нерiвностi.

Припущення iнтегровностi в.в. Xn часто замiнюють бiльш слабкою умо-

вою EX+
n <∞, n ∈ N0.

Теорема Дуба (теорема 58), наведена нижче, є фактично наслiдком до

теореми 49 (теореми про збiжнiсть невiд’ємних супермартингалiв). Звер-

таю увагу читача на iстотну рiзницю мiж невiд’ємними супермартингала-

ми, що завжди збiгаються м.н. до м.н. скiнченної границi, i невiд’ємними

субмартингалами, що не обов’язково збiгаються. З теореми Дуба випливає,

що невiд’ємнi субмартингали збiгаються м.н. за умови, що вони обмеженi

у L1, тобто sup
n∈N0

EXn <∞.

Теорема 58. Кожен iнтегровний субмартингал (Xn)n∈N0
, що задоволь-

няє умову

sup
n∈N0

EX+
n <∞, (7.1)
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збiгається майже напевно до iнтегровної випадкової величини. Для iн-

тегровного мартингала умова (7.1) еквiвалентна умовi

sup
n∈N0

E|Xn| <∞. (7.2)

Доведення. Якщо (Xn) є iнтегровним субмартингалом, то послiдовнiсть

(X+
n ) є невiд’ємним iнтегровним субмартингалом. Це випливає з нерiвностi

Йєнсена з урахуванням того, що функцiя x 7→ x+, x ∈ R не спадає та є

опуклою. Тому

X+
n ≤ E

(
Xn+1|Fn

)+ ≤ E(X+
n+1|Fn), n ∈ N0 м.н.

Для фiксованого n ∈ N0 послiдовнiсть невiд’ємних в.в. (E(X+
p |Fn))p≥n не

спадає. Це випливає з нерiвностi

E(X+
p+1|Fn) = E

(
E(X+

p+1|Fp)|Fn
)
≥ E(X+

p |Fn), p ≥ n м.н.

Покладемо

Mn := lim
p↑∞

E(X+
p |Fn), n ∈ N0,

i покажемо, що (Mn) є iнтегровним мартингалом. Зрозумiло, що при n ∈ N0

Mn є Fn-вимiрною в.в. Мартингальна властивiсть перевiряється так:

E(Mn+1|Fn) = E
(
lim
p↑∞

E(X+
p |Fn+1)|Fn

)
= lim

p↑∞
E

(
E(X+

p |Fn+1)|Fn
)

= lim
p↑∞

E(X+
p |Fn) = Mn,

при цьому друга рiвнiсть має мiсце за теоремою Левi про монотонну збi-

жнiсть з урахуванням того, що послiдовнiсть (E(X+
p |Fn))p≥n не спадає.

Iнтегровнiсть в.в. Mn випливає з рiвностi

EMn = E(lim
p↑∞

E(X+
p |Fn)) = lim

p↑∞
E(E(X+

p |Fn)) = lim
p↑∞

EX+
p . (7.3)

Друга рiвнiсть обгрунтовується теоремою Левi про монотонну збiжнiсть,

а остання границя iснує i є скiнченною, оскiльки послiдовнiсть (EX+
p )p∈N0

не спадає (внаслiдок того, що послiдовнiсть (E(X+
p |F0))p∈N0

не спадає) i є

обмеженою зверху (внаслiдок (7.1)).

Покладемо

Yn := Mn −Xn, n ∈ N0,
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та перевiримо, що (Yn) є невiд’ємним iнтегровним супермартингалом. Зро-

зумiло, що при n ∈ N0 в.в. Yn є iнтегровними та Fn-вимiрними. Оскiльки

при p ≥ n Mn ≥ E(X+
p |Fn) м.н., зокрема, Mn ≥ E(X+

n |Fn) = Xn м.н., то

Yn = Mn − X+
n + X−

n ≥ 0 м.н., тобто в.в. Yn є м.н. невiд’ємною. Нарештi,

супермартингальна властивiсть перевiряється тривiально з урахуванням

того, що (Mn) є мартингалом, а (Xn) є субмартингалом:

E(Yn+1|Fn) = E(Mn+1 −Xn+1|Fn) ≥Mn −Xn = Yn, n ∈ N0 м.н.

За теоремою 49,

lim
n→∞

Mn = M∞ та lim
n→∞

Yn = Y∞ м.н.,

при цьому в.в. M∞ та Y∞ є iнтегровними. Таким чином, субмартингал (Xn)

збiгається м.н. до iнтегровної в.в. M∞ − Y∞ =: X∞. Зазначимо, що невiд’-

ємнi в.в. M∞ та Y∞ дорiвнюють вiдповiдно X+
∞ та X−

∞. Дiйсно, згiдно з

(7.3)

E(Mn −X+
n ) = EM0 − EX+

n ↓ 0, n ↑ ∞.

Тому послiдовнiсть невiд’ємних в.в. (Mn − X+
n ) збiгається в L1 до нуля.

Тому i м.н. границя M∞ −X+
∞ цiєї послiдовностi має дорiвнювати нулевi.

Отже, M∞ = X+
∞ м.н. Тому

Y∞ = M∞ −X∞ = X∞ −X∞ = X−
∞ м.н.

Для завершення доведення зазначимо, що для iнтегровної в.в. X ви-

конується рiвнiсть E|X| = 2 EX+ − EX−. Тому для iнтегровного мар-

тингала (Xn) умови (7.1) i (7.2) є еквiвалентними внаслiдок того, що

EXn = const.

Означення 59. Представлення

Xn = Mn − Yn, n ∈ N0

iнтегровного субмартингала у виглядi рiзницi невiд’ємного iнтегровного

мартингала та невiд’ємного iнтегровного супермартингала називається роз-

кладом Крiкеберга.
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Можна перевiрити, що цей розклад є мiнiмальним в такому розумiннi.

Якщо Xn = M ′
n − Y ′

n, де (M ′
n) є невiд’ємним мартингалом, а (Y ′

n) є невiд’-

ємним супермартингалом, то M ′
n ≥Mn, Y ′

n ≥ Yn, n ∈ N0 м.н. Нагадаю, що

для виконання розкладу Крiкеберга iстотним є припущення sup
n∈N0

EX+
n <∞.

7.2. Регулярнiсть iнтегровних мартингалiв

Перед формулюванням твердження 53 вже зазначалося, що збiжнiсть не-

вiд’ємного мартингала м.н. не гарантує його збiжнiсть в середньому. В цьо-

му роздiлi будуть дослiдженi необхiднi i достатнi умови для виконання

останньої властивостi.

Теорема 60. Для iнтегровного мартингала (Xn)n∈N0
такi твердження

є еквiвалентними.

(а) Послiдовнiсть (Xn) збiгається в середньому.

(б) Виконуються умови sup
n∈N0

E|Xn| <∞ та Xn = E(X∞|Fn), n ∈ N0 м.н.,

де X∞ := lim
n→∞

Xn м.н.

(б’) Iснує iнтегровна випадкова величина X така, що

Xn = E(X|Fn), n ∈ N0 м.н.

(в) Послiдовнiсть (Xn) є рiвномiрно iнтегровною, тобто

lim
a↑∞

sup
n∈N0

∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP = 0.

Зокрема, ця умова виконується, якщо Esup
n∈N0

|Xn| <∞

Означення 61. Iнтегровний мартингал (Xn) називається регулярним,

якщо вiн володiє однiєю з еквiвалентних властивостей теореми 60.

Доведення. (а)⇒ (б). Якщо послiдовнiсть (Xn) збiгається в середньому, то

згiдно з теоремою 42 ця послiдовнiсть є рiвномiрно iнтегровною. Тому за

теоремою 36 sup
n∈N0

E|Xn| < ∞. За теоремою 7.1 мартингал (Xn) збiгається

м.н. до iнтегровної в.в. X∞. За теоремою 36 lim
p→∞

Xp = X∞ в L1. Внаслiдок

нерiвностi ∣∣E(Xp|Fn)− E(X∞|Fn)
∣∣ ≤ E

(
|Xp −X∞|

∣∣Fn)
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та того, що lim
p→∞

E|Xp −X∞| = ∞, робимо висновок

lim
p→∞

E
∣∣E(Xp|Fn)− E(X∞|Fn)

∣∣ = 0.

Але при p ≥ n E(Xp|Fn) = Xn м.н. Тому Xn = E(X∞|Fn) м.н.

(б)⇒ (б’). В якостiX можна взятиX∞. Те, що ця в.в. iнтегровна, випливає з

теореми 7.1. Без залучення теореми 7.1 це можна перевiрити так. Оскiльки

lim
n→∞

|Xn| = |X∞| м.н., то за лемою Фату

E|X∞| ≤ lim
n→∞

E|Xn| ≤ sup
n∈N0

E|Xn| <∞.

(б’)⇒ (в). Встановимо спочатку результат, що є бiльш загальним, нiж по-

трiбно для поточного доведення.

Лема 62. Для iнтегровної випадкової величини X родина {E(X|G) : G ⊆
F}, де G пробiгає всi пiд-σ-алгебри σ-алгебри F , є рiвномiрно iнтегровною,

тобто

lim
a→∞

sup
G

∫
{|E(X|G)|>a}

|E(X|G)|dP = 0.

Доведення. Внаслiдок нерiвностi |E(X|G)| ≤ E(|X||G) м.н., маємо∫
{|E(X|G)|>a}

|E(X|G)|dP ≤
∫
{E(|X||G)>a}

E(|X||G)dP =

∫
{E(|X||G)>a}

|X|dP.

Остання рiвнiсть пояснюється тим, що {E(|X||G) > a} ⊂ G. Для довiльно-

го b > 0 розiб’ємо останнiй iнтеграл на два: один – по множинi {|X| ≤ b},
iнший – по {|X| > b}. Оцiнюючи окремо кожен з цих iнтегралiв, отриму-

ємо ∫
{E(|X||G)>a}

|X|dP ≤ bP{E(|X||G) > a}+

∫
{|X|>b}

|X|dP.

За нерiвнiстю Маркова

P{E(|X||G) > a} ≤ a−1E(E(|X||G)) = a−1E|X|.

Тому

sup
G

∫
{|E(X|G)|>a}

|E(X|G)|dP ≤ ba−1E|X|+
∫
{|X|>b}

|X|dP.

Покладемо b =
√
a. Тодi права частина прямує до нуля при a → ∞, що i

доводить лему.
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Для доведення поточної iмплiкацiї достатньо нагадати, що за припуще-

нням Xn = E(X|Fn), n ∈ N0 м.н., де X є iнтегровною в.в. Тому за лемою

62

lim
a→∞

sup
n∈N0

∫
{|E(X|Fn)|>a}

|E(X|Fn)|dP = 0,

що встановлює рiвномiрну iнтегровнiсть (Xn).

(в) ⇒(а). За теоремою 36 виконується умова sup
n∈N0

E|Xn| <∞. Тому за тео-

ремою 58 lim
n→∞

Xn = X∞ м.н. За теоремою 42 з цiєї збiжностi та рiвномiрної

iнтегровностi випливає збiжнiсть в середньому.

Наслiдок 63. Якщо (Xn)n∈N0
є регулярним мартингалом, то для кожного

момента зупинки τ випадкова величина Xτ є iнтегровною. Крiм того, для

моментiв зупинки τ1 та τ2 таких, що τ1(ω) ≤ τ2(ω) для всiх ω ∈ Ω, викону-

ється рiвнiсть

Xτ1 = E(Xτ2|Fτ1) майже напевно.

Зауваження 64. Для регулярного мартингала (Xn) iснує границя X∞ :=

lim
n→∞

Xn м.н., i на множинi {τ = ∞} Xτ = X∞ за означенням.

Доведення. Для довiльного момента зупинки τ м.н. границя X∞ регуляр-

ного мартингала (Xn) задовольняє рiвнiсть

Xτ = E(X∞|Fτ) м.н. (7.4)

Дiйсно, для n ∈ N0
⋃
{+∞} на множинi {τ = n} виконуються рiвностi

Xτ = Xn та E(X∞|Fτ) = E(X∞|Fn). З того, що Xn = E(X∞|Fn), n ∈ N0

м.н., випливає те, що рiвнiсть (7.4) виконується на кожнiй множинi {τ =

n}, n ∈ N0
⋃
{+∞}, i, отже, на Ω. Таким чином, рiвнiсть (7.4) доведена i,

як наслiдок, в.в. Xτ є iнтегровною.

Далi, оскiльки за припущенням τ1 ≤ τ2, то за лемою 31 σ-алгебри Fτ1 та

Fτ2 пов’язанi спiввiдношенням Fτ1 ⊆ Fτ2. Тому

E(Xτ2|Fτ1)
(7.4)
= E

(
E(X∞|Fτ2)|Fτ1

)
= E(X∞|Fτ1)

(7.4)
= Xτ1 м.н.

Надалi для p ≥ 1 використовуємо позначення ||X||p := (EXp)1/p.
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Означення 65. Випадкова послiдовнiсть (Zn)n∈N0
називається обмеженою

у Lp, p ≥ 1, якщо sup
n∈N0

||Zn||p <∞.

Наступне твердження демонструє регулярнiсть мартингалiв, обмежених

у Lp, p > 1.

Теорема 66. Нехай p > 1 є фiксованим. Кожен обмежений у Lp мартин-

гал (Xn) є регулярним. Бiльше того, мартингал збiгається не тiльки

майже напевно, а i у Lp.

Зауваження 67. Для p = 1 твердження не завжди виконується.

Доведення. Покажемо спочатку, що мартингал є рiвномiрно iнтегровним i,

отже, регулярним. Дiйсно, для довiльного a > 0 виконується нерiвнiсть

ap−1
∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP ≤
∫

Ω
|Xn|pdP = E|Xn|p.

Тому

sup
n∈N0

∫
{|Xn|>a}

|Xn|dP ≤ a1−pCp,

де C := sup
n∈N0

||Xn||p < ∞. Спрямовуючи a → ∞, встановлюємо рiвномiрну

iнтегровнiсть (Xn).

За теоремою 60 в.в. X∞ = lim
n→∞

Xn є м.н. скiнченною. Оскiльки

lim
n→∞

|Xn|p = |X∞|p м.н., то за лемою Фату

E|X∞|p ≤ lim
n→∞

E|Xn|p ≤ Cp <∞.

Внаслiдок нерiвностi

|X∞|p = (X+
∞ +X−

∞)p ≥ (X+
∞)p + (X−

∞)p

робимо висновок

E(X+
∞)p <∞, E(X−

∞)p <∞.

За твердженням 53 послiдовностi
(
E(X+

∞|Fn)
)
n∈N0

та
(
E(X−

∞|Fn)
)
n∈N0

збi-

гаються майже напевно та у Lp до випадкових величин E(X+
∞|F∞) = X+

∞

та E(X−
∞|F∞) = X−

∞ вiдповiдно. За теоремою 60

Xn = E(X∞|Fn) = E(X+
∞|Fn)− E(X−

∞|Fn), n ∈ N0 м.н.
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Тому

E|Xn −X∞|p = E
∣∣∣∣E(X+

∞|Fn)−X+
∞ − E(X−

∞|Fn) +X−
∞

∣∣∣∣p
≤ 2p−1

(
E

∣∣∣∣E(X+
∞|Fn)−X+

∞

∣∣∣∣p + E
∣∣∣∣E(X−

∞|Fn)−X−
∞

∣∣∣∣p)
→ 0, n→∞,

де остання нерiвнiсть випливає з нерiвностi трикутника та опуклостi фун-

кцiї x 7→ xp.

Наступний результат мiстить уточнення теореми 66.

Теорема 68. Нехай p > 1 є фiксованим, а (Xn)n∈N0
є обмеженим у Lp

мартингалом. Тодi виконується нерiвнiсть Дуба

||sup
n∈N0

|Xn|||p ≤
p

p− 1
sup
n∈N0

||Xn||p. (7.5)

Зокрема, E(sup
n∈N0

|Xn|)p <∞.

Для доведення потрiбна лема, що має i самостiйний iнтерес.

Лема 69. Нехай (Xn)n∈N0
є невiд’ємним iнтегровним субмартингалом.

Тодi для довiльного a > 0 виконується нерiвнiсть

aP{max
m≤n

Xm > a} ≤
∫
{max

m≤n
Xm>a}

XndP, n ∈ N0.

Доведення. Для довiльного момента зупинки τ i для кожного n ∈ N0 нерiв-

нiстьXτ ≤ E(Xn|Fτ) виконується м.н. на множинi {τ ≤ n}. Скориставшися

цiєю нерiвнiстю для момента зупинки τa, визначеного у (6.3), та перейшов-

ши до математичних сподiвань, отримаємо

aP{τa ≤ n} ≤
∫
{τa≤n}

XτadP ≤
∫
{τa≤n}

E(Xn|Fτa)dP

=

∫
{τa≤n}

XndP, n ∈ N0.

Залишається зазначити, що {τa ≤ n} = {max
m≤n

Xm > a}.
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Доведення теореми 68. Внаслiдок нерiвностi

|Xn| = |E(Xn+1|Fn)| ≤ E(|Xn+1||Fn), n ∈ N0 м.н.,

послiдовнiсть (|Xn|)n∈N0
є iнтегровним субмартингалом. Тому згiдно з ле-

мою 69

aE1{Sn>a} = aP{Sn > a} ≤ E|Xn|1{Sn>a}, n ∈ N0,

де Sn := max
m≤n

|Xm|. Проiнтегруємо цю нерiвнiсть, помножену на pap−2, по

iнтервалу [0,∞)

ESpn = E
∫ Sn

0
pap−1da =

∫ ∞

0
pap−1E1{Sn>a}da

≤
∫ ∞

0
pap−2E|Xn|1{Sn>a} = E|Xn|

∫ Sn

0
pap−2da

=
p

p− 1
E|Xn|Sp−1

n . (7.6)

Зазначимо, що всi записанi математичнi сподiвання є скiнченними внаслi-

док обмеженостi (Xn) у Lp. За лемою 4 (нерiвнiстю Гьольдера)

E|Xn|Sp−1
n ≤ ||Xn||p||Sp−1

n ||p/(p−1) = ||Xn||p||Sn||p−1
p . (7.7)

Тому

||Sn||pp = ESpn
(7.6)
≤ p

p− 1
E|Xn|Sp−1

n

(7.7)
≤ p

p− 1
||Xn||p||Sn||p−1

p .

Подiливши останню нерiвнiсть на ||Sn||p−1
p , отримаємо

||Sn||p ≤
p

p− 1
||Xn||p ≤

p

p− 1
sup
n∈N0

||Xn||p.

Оскiльки Sn ↑ sup
n∈N0

|Xm| при n → ∞, то за теоремою Левi про монотонну

збiжнiсть виконується (7.5). �

Для обмежених у L1 нерегулярних мартингалiв (Xn) в.в. sup
n∈N0

|Xn| не

може бути iнтегровною (в супротивному випадку мартингал був би регу-

лярним). Таким чином, теорема 68 не може включати випадок p = 1.

Наступний результат демонструє, що, вимагаючи дещо бiльше, нiж тiль-

ки обмеженiсть у L1, можна гарантувати iнтегровнiсть супремума мартин-

гала.
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Теорема 70. Для мартингала (Xn)n∈N0
, що задовольняє умову

sup
n∈N0

E|Xn| ln+ |Xn| <∞,

випадкова величина sup
n∈N0

|Xn| є iнтегровною. Зокрема, мартингал є регу-

лярним.

Доведення. Покажемо спочатку, що для всiх b, c > 0 виконується нерiвнiсть

b ln+ c ≤ b ln+ b+ e−1c. (7.8)

Дiйсно, графiк вгнутої функцiї y = ln x лежить не вище прямої y = e−1x,

що є дотичною в точцi x = e до цього графiка. Тому lnx ≤ e−1x i, отже,

b ln(c/b) ≤ be−1(c/b) = e−1c. Таким чином,

b ln c ≤ b ln b+ e−1c ≤ b ln+ b+ e−1c.

Оскiльки права частина невiд’ємна, то злiва можна замiнити b ln c на b ln+ c.

Невiд’ємний субмартингал (|Xn|) є iнтегровним внаслiдок припущення

теореми i нерiвностi

∞ > E|Xn| ln+ |Xn| ≥ E|Xn|E ln+ |Xn|, n ∈ N.

Тому за лемою 69

P{max
m≤n

|Xm| > a} ≤ a−1E|Xn|1{max
m≤n

|Xm|>a}. (7.9)

Внаслiдок нерiвностi max
m≤n

|Xm| ≤
∑n

m=0 |Xm| м.н., в.в. max
m≤n

|Xm| є iнтегров-

ною. Крiм того, виконується нерiвнiсть

E max
m≤n

|Xm| =

∫ ∞

0
P{max

m≤n
|Xm| > a}da

≤ 1 +

∫ ∞

1
P{max

m≤n
|Xm| > a}da. (7.10)

Проiнтегрувавши нерiвнiсть (7.9) по a ≥ 1 та скориставшися нерiвнiстю
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(7.8) з b = |Xn| та c = sup
m≤n

|Xm|, отримуємо

∫ ∞

1
P{max

m≤n
|Xm| > a}da ≤

∫ ∞

1
E|Xn|1{max

m≤n
|Xm|>a}a

−1da

= E|Xn|
∫ max

m≤n
|Xm|∨1

1
a−1da

= E|Xn| ln+ max
m≤n

|Xm|

≤ E|Xn| ln+ |Xn|+ e−1E max
m≤n

|Xm|.

Комбiнуючи цю нерiвнiсть з (7.10), маємо

(1− e−1)E max
m≤n

|Xm| ≤ 1 + E|Xn| ln+ |Xn|.

Нарештi, переходячи до границi при n→∞, отримуємо

Esup
n∈N0

|Xn| ≤
e

e− 1

(
1 + sup

n∈N0

E|Xn| ln+ |Xn|
)
.

7.3. Задачi

Задача 71. [6] Нехай (Xn)n∈N0
є невiд’ємним мартингалом, що стартує у

X0 = a > 0 та задовольняє EXn ln+Xn <∞, n ∈ N, lim
n→∞

EXn ln+Xn = +∞.

Довести, що

lim
n→∞

E max
m≤n

Xm

EXn ln+Xn

≤ a.

Пiдказка: Довести узагальнення нерiвностi (7.8): для довiльних b, c > 0 та

x0 > e

b ln+ c ≤ b ln+ b+ x−1
0 c+ (lnx0 − 1)b.

Далi продовжувати за схемою доведення теореми 70.

Задача 72. [5] Нехай (Xn)n∈N0
є процесом Гальтона-Ватсона з EX1 = 1 та

EX2
1 <∞. Довести, що

lim
n→∞

E max
m≤n

Xm

EXn ln+Xn

= 1.
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Задача 73. Нехай (Xk)k∈N0
є мартингалом, визначеним у прикладi 74. По-

казати, що функцiя f може бути вибрана такою, що границя lim
n→∞

E max
m≤n

Xm

EXn ln+Xn

дорiвнює довiльному наперед заданому числу з промiжку [0, 1).

Пiдказка: Наприклад, границя дорiвнює 0, якщо f(x) = x+ 1.

Приклад 74. Нехай f : [1,∞) 7→ (1,∞) є довiльною функцiєю, що не спа-

дає, а (Yk)k∈N є послiдовнiстю незалежних випадкових величин з розподi-

лами

P{Yk = f(k)} = 1/f(k), P{Yk = 0} = 1− 1/f(k), k ∈ N.

Послiдовнiсть (Xn)n∈N0
, що визначається так

X0 := 1, Xn := Y1Y2 · · ·Yn, n ∈ N,

є невiд’ємним мартингалом.
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Роздiл 8

Регулярнi моменти зупинки для

iнтегровних мартингалiв

Означення 75. Момент зупинки τ називається регулярним для мартин-

галу (Xn), якщо мартингал (Xτ∧n) є регулярним.

Теорема 76. Нехай послiдовнiсть (Xn)n∈N0
є iнтегровним мартингалом.

Тодi послiдовнiсть (Xτ∧n)n∈N0
також є iнтегровним мартингалом для

довiльного момента зупинки τ .

Якщо τ є регулярним моментом зупинки, то

(а) границя X∞ := lim
n→∞

Xn iснує майже напевно на множинi {τ = +∞};
(б) випадкова величина Xτ є iнтегровною та

(в) Xτ∧n = E(Xτ |Fn), n ∈ N0 майже напевно.

Крiм того, для кожної пари моментiв зупинки τ1 та τ2 таких, що

τ1(ω) ≤ τ2(ω) ≤ τ(ω) для всiх ω ∈ Ω, випадковi величини Xτ1 та Xτ2

iнтегровнi, та рiвнiсть

Xτ1 = E(Xτ2|Fτ1)

виконується майже напевно.

Для нерегулярного момента зупинки τ властивостi (а)-(в) не викону-

ються.

Доведення. З представлення

Xτ∧n =
n∑

m=0

Xm1{τ=m} +Xn1{τ>n}, n ∈ N0,
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випливає, що для n ∈ N0 в.в.Xτ∧n є iнтегровними та Fn-вимiрними. Оскiль-

ки

Xτ∧(n+1) −Xτ∧n = 1{τ>n}(Xn+1 −Xn), n ∈ N0,

то

E(Xτ∧(n+1) −Xτ∧n|Fn) = 1{τ>n}E(Xn+1 −Xn|Fn) = 0.

Отже, (Xτ∧n) є iнтегровним мартингалом.

Введемо позначення Yn := Xτ∧n, n ∈ N0. Якщо мартингал (Yn) є регу-

лярним, то за теоремою 60 границя Y∞ := lim
n→∞

Yn iснує м.н. Оскiльки на

подiї {τ = +∞} виконується рiвнiсть Yn = Xn, n ∈ N0 м.н., то границя

X∞ := lim
n→∞

Xn iснує м.н. на подiї {τ = +∞}. За теоремою 60 в.в. Y∞ = Xτ

є iнтегровною, та, крiм того, виконується рiвнiсть, Yn = E(Y∞|Fn), n ∈ N0

м.н., що може бути записана так

Xτ∧n = E(Xτ |Fn), n ∈ N0 м.н.

За тiєю ж теоремою 60 властивостi (а)-(в) не можуть виконуватися, якщо

мартингал (Yn) не є регулярним.

Нарештi, якщо τ1 ≤ τ , то Yτ1 = Xτ1, i остання частина теореми випливає

з наслiдку 63, застосованого до регулярного мартингала (Yn).

Наслiдок 77. Нехай моменти зупинки τ1 та τ2 є такими, що τ1 ≤ τ2 всюди.

Якщо τ2 є регулярним моментом зупинки для деякого мартингала (Xn), то

τ1 також є регулярним для цього мартингала.

Доведення. Оскiльки τ2 є регулярним моментом зупинки та за припущен-

ням τ1 ≤ τ2 м.н., то згiдно з останньою частиною теореми 76 (з τ = τ2) в.в.

Xτ1 є iнтегровною. За частиною (б’) теореми 60 для доведення регулярностi

мартингалу (Xτ1∧n) достатньо перевiрити виконання рiвностi

Xτ1∧n = E(Xτ1|Fn), n ∈ N0 м.н.

Ми зробимо це окремо на несумiсних подiях {τ1 ≤ n} та {τ1 > n}, що
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утворюють повну групу. Маємо

E
(
Xτ1|Fn

)
1{τ1≤n} = E

(
Xτ11{τ1≤n}|Fn

)
= E

( n∑
k=0

Xτ11{τ1=k}|Fn
)

=
n∑
k=0

E
(
Xk1{τ1=k}|Fn

)
=

n∑
k=0

Xk1{τ1=k} = Xτ11{τ1≤n}

= Xτ1∧n1{τ1≤n}.

Згiдно з теоремою 76 Xτ1 = E
(
Xτ2|Fτ1

)
м.н. Оскiльки τ1 ∧ n ≤ τ1 м.н., то

за лемою 31 Fτ1∧n ⊆ Fτ1. Тому

E
(
Xτ1|Fτ1∧n

)
= E

(
E

(
Xτ2|Fτ1

)
|Fτ1∧n

)
= E

(
Xτ2|Fτ1∧n

)
= Xτ1∧n,

при цьому остання рiвнiсть випливає з теореми 76. Тому

E
(
Xτ1|Fn

)
1{τ1>n} = E

(
Xτ1|Fτ1∧n

)
1{τ1>n} = Xτ1∧n1{τ1>n}.

Зауваження 78. З доведеного наслiдку випливає, що для регулярного мар-

тингала (Xn) кожен момент зупинки є регулярним. Для доведення доста-

тньо взяти τ2 = +∞ та зазначити, що внаслiдок рiвностi Xτ2∧n = Xn,

n ∈ N0 м.н., цей момент зупинки є регулярним.

Теореми 79 та 81, наведенi нижче, мiстять критерiї регулярностi момен-

тiв зупинки.

Теорема 79. Для того щоб момент зупинки τ був регулярним для мар-

тингала (Xn)n∈N0
необхiдно i достатньо, щоб виконувалися умови

(а) E|Xτ |1{τ<∞} <∞;

(б) послiдовнiсть (Xn1{τ>n})n∈N0
є рiвномiрно iнтегровною.

Умова (а) автоматично виконується для мартингалiв (Xn) таких, що

sup
n∈N0

E |Xn| <∞, зокрема, для невiд’ємних iнтегровних мартингалiв.

Доведення. Згiдно з теоремою 60 момент зупинки τ є регулярним для (Xn)

тодi i тiльки тодi, коли мартингал (Xτ∧n) є рiвномiрно iнтегровним. Пока-

жемо, що умови (а) i (б) еквiвалентнi останнiй властивостi.
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⇐. Запишемо для a > 0

E|Xτ∧n|1{|Xτ∧n|>a} = E|Xτ |1{τ≤n, |Xτ |>a} + E|Xn|1{τ>n, |Xn|>a}

≤ E|Xτ |1{τ<∞, |Xτ |>a} + E|Xn1{τ>n}|1{|Xn1{τ>n}|>a}.

Умова (а) гарантує iснування iнтегровної мажоранти |Xτ |1{τ<∞} для

|Xτ |1{τ<∞, |Xτ |>a}. Тому за теоремою Лебега про мажоровану збiжнiсть пер-

ший доданок правої частини прямує до нуля при a→∞. Умова (б) в свою

чергу забезпечує збiжнiсть при a→∞ другого доданка до нуля рiвномiрно

по n. Тому мартингал (Xτ∧n) є рiвномiрно iнтегровним.

⇒. Припустимо тепер, що мартингал (Xτ∧n) є рiвномiрно iнтегровним.

Зокрема, за теоремою 36 (або 60) sup
n∈N0

E|Xτ∧n| <∞. Крiм того,

|Xτ |1{τ≤n} = |Xτ∧n|1{τ≤n} ≤ |Xτ∧n|, n ∈ N0 м.н.

Тому, зазначивши, що границя lim
n→∞

E|Xτ |1{τ≤n} iснує внаслiдок теореми Ле-

вi про монотонну збiжнiсть (див. властивiсть (г) на с. 18), робимо висновок

E|Xτ |1{τ<∞} = lim
n→∞

E|Xτ |1{τ≤n} ≤ sup
n∈N0

E|Xτ |1{τ≤n} ≤ sup
n∈N0

E|Xτ∧n| <∞.

Отже, умова (а) виконується.

Оскiльки

|Xn1{τ>n}| = |Xτ∧n|1{τ>n} ≤ |Xτ∧n|, n ∈ N0 м.н.,

то рiвномiрна iнтегровнiсть послiдовностi (Xn1{τ>n}) забезпечується рiвно-

мiрною iнтегровнiстю (Xτ∧n). Отже, умова (б) виконується.

Залишається довести останнє твердження теореми. Для кожногоm ∈ N0

виконується рiвнiсть

Xτ∧n =
n∑

m=0

Xm1{τ∧n=m} =
n∑

m=0

E(Xn|Fm)1{τ∧n=m}

=
n∑

m=0

E(Xn1{τ∧n=m}|Fm), n ∈ N0 м.н.
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Тому

E|Xτ∧n| ≤ E
n∑

m=0

∣∣E(Xn1{τ∧n=m}
∣∣Fm)| ≤ E

n∑
m=0

E(|Xn|1{τ∧n=m}|Fm)

=
n∑

m=0

E|Xn|1{τ∧n=m} = E|Xn|, n ∈ N0.

Припустивши тепер, що sup
n∈N0

E|Xn| <∞, маємо

lim
n→∞

E|Xτ∧n| ≤ sup
n∈N0

E|Xτ∧n| ≤ sup
n∈N0

E|Xn| <∞. (8.1)

Крiм того, за теоремою 58 iснує границя X∞ := lim
n→∞

Xn м.н. Останнє забез-

печує збiжнiсть lim
n→∞

Xτ∧n1{τ=∞} = X∞1{τ=∞} = Xτ1{τ=∞} м.н. Виконується

рiвнiсть

Xτ∧n1{τ<∞} = Xτ1{τ≤n} +Xn1{n<τ<∞}, n ∈ N0 м.н.

За теоремою Левi про монотонну збiжнiсть при n → ∞ перший доданок

правої частини збiгається м.н. до Xτ1{τ<∞}. Другий доданок прямує до ну-

ля, оскiльки iндикатор прямує до нуля. Отже, lim
n→∞

Xτ∧n1{τ<∞} = Xτ1{τ<∞}

м.н. Таким чином, ми довели спiввiдношення lim
n→∞

|Xτ∧n| = |Xτ | м.н. За

лемою Фату

E|Xτ | ≤ lim
n→∞

E|Xτ∧n|
(8.1)
< ∞.

Тому E|Xτ |1{τ<∞} ≤ E|Xτ | <∞, що означає, що умова (а) виконується.

Наслiдок 80. Для кожного мартингала (Xn)n∈N0
, що задовольняє умову

sup
n∈N0

E|Xn| < ∞ (зокрема, для кожного невiд’ємного iнтегровного мартин-

гала) момент зупинки

τ̂a :=


inf{n ∈ N0 : |Xn| > a}, якщо sup

n∈N0

|Xn| > a,

+∞, якщо sup
n∈N0

|Xn| ≤ a.

є регулярним для всiх a ≥ 0.

Доведення. За теоремою 79 нерiвнiсть sup
n∈N0

E|Xn| < ∞ гарантує виконан-

ня умови (а) згаданої теореми. Оскiльки ж |Xn|1{τ̂a>n} ≤ a, n ∈ N0 м.н.,
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то за лемою 35 послiдовнiсть (Xn1{τ̂a>n}) є рiвномiрно iнтегровною, тобто

виконується умова (б) теореми 79.

Теорема 81. Для того щоб момент зупинки τ був регулярним для iн-

тегровного мартингала (Xn)n∈N0
, а границя lim

n→∞
Xn1{τ=∞} дорiвнювала б

0 майже напевно, необхiдно i достатньо, щоб виконувалися умови

(i) E|Xτ |1{τ<∞} <∞;

(ii) lim
n→∞

E|Xn|1{τ>n} = 0.

Доведення. Покажемо, що умови (i) та (ii) є необхiдними. За припущен-

ням та теоремою 60 мартингал (Xτ∧n) збiгається в середньому до iнтегров-

ної в.в. Y , що дорiвнює нулевi на множинi {τ = ∞} та дорiвнює Xτ на

{τ <∞}. Тому ∞ > EY = EXτ1{τ<∞}, i умова (i) виконується. Умова (ii)

виконується, оскiльки за теоремою 39∫
{τ>n}

|Xn|dP =

∫
{τ>n}

|Xτ∧n|dP →
∫
{τ=∞}

|Y |dP = 0, n→∞.

Покажемо тепер, що умови (i) та (ii) є достатнiми. За теоремою Левi про

монотонну збiжнiсть

lim
n→∞

E|Xτ |1{τ≤n} = E|Xτ |1{τ<∞}.

При цьому згiдно з умовою (i) границя є скiнченною. Отже, з урахуванням

умови (ii) виконується спiввiдношення

E|Xτ∧n| = E|Xτ |1{τ≤n} + E|Xn|1{τ>n} → E|Xτ |1{τ<∞} <∞, n→∞.

Тому sup
n∈N0

E|Xτ∧n| < ∞. Отже, за теоремою 58 границя Y := lim
n→∞

Xτ∧n

iснує м.н., при цьому Y 1{τ<∞} = Xτ1{τ<∞} та Y 1{τ=∞} = lim
n→∞

Xτ∧n1{τ=∞} =

lim
n→∞

Xn1{τ=∞} = 0. Останнє випливає з нерiвностi

E|Y |1{τ=∞} = E lim
n→∞

|Xn|1{τ=∞} ≤ lim
n→∞

E|Xn|1{τ=∞} ≤ lim
n→∞

E|Xn|1{τ>n} = 0,

(8.2)

для отримання якої була використана лема Фату та умова (ii). Зазначивши

те, що

E|Xτ∧n − Y |1{τ≤n} = E|Xτ∧n −Xτ |1{τ≤n} = 0,



63

отримаємо

E|Xτ∧n−Y | = E|Xτ∧n−Y |1{τ>n} ≤ E|Xn|1{τ>n}+E|Y |1{τ>n} → 0, n→∞.

Дiйсно, перший доданок прямує до нуля згiдно з умовою (ii), а другий –

згiдно з теоремою Левi про монотонну збiжнiсть та (8.2). Таким чином,

мартингал (Xτ∧n) збiгається в середньому. Тому за теоремою 60 вiн є регу-

лярним.
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Роздiл 9

Застосування теорiї мартингалiв

9.1. Теорiя вiдновлення

Наведена нижче лема 83 є ключовим допомiжним результатом теорiї вiд-

новлення (див. роздiл XI, зокрема, лему 1 на с. 412 [4]).

Означення 82. У теорiї вiдновлення розподiл випадкової величини ξ на-

зивається арифметичним, якщо∑
n∈Z

P{ξ = nλ} = 1

для деякого λ > 0. Розподiл ξ називається неарифметичним, якщо вiн не

є арифметичним для жодного λ > 0. Всi розподiли, що мають неперервну

компоненту, є неарифметичними. Серед дискретних розподiлiв є як ари-

фметичнi, так i неарифметичнi.

Лема 83. Нехай F є функцiєю неарифметичного розподiлу. Якщо функцiя

g : R → R є неперервним та обмеженим розв’язком рiвняння

g(x) =

∫
[0,∞)

g(x− y)dF (y), x ∈ R, (9.1)

то g(x) = g(0) = const.

У книзi [4] мiститься суто аналiтичне доведення цього результату. Ниж-

че вiн буде встановлений iз використанням теорiї мартингалiв.



65

Означення 84. Функцiя f : Rn → R називається симетричною, якщо

f(x1, . . . , xn) = f(xi1, . . . , xin) для довiльної перестановки (i1, i2, . . . , in) iн-

дексiв (1, 2, . . . , n).

Функцiї f(x1, . . . , xn) = x1 + . . . + xn та f(x1, . . . , xn) = x1 · . . . · xn є

прикладами симетричних функцiй.

Лема 85. Нехай для кожного n ∈ N функцiя fn(x1, . . . , xn) є симетри-

чною, а (ξk)k∈N є незалежними однаково розподiленими випадковими ве-

личинами. Якщо ηn := fn(ξ1, . . . , ξn)
P→ η, n → ∞, то розподiл η є виро-

дженим, тобто P{η = a} = 1 для деякого a ∈ R.

Доведення. Без обмеження загальностi можемо вважати, що |ηn| ≤ 1

(отже, i |η| ≤ 1). Цього можна досягти, дослiджуючи (за потреби) в.в.

(2/π) arctg ηn та (2/π) arctg η замiсть ηn та η.

Внаслiдок нерiвностi (ηn−η)2 ≤ 4, n ∈ N м.н. послiдовнiсть ((ηn−η)2)n∈N

є рiвномiрно iнтегровною за лемою 35. Разом з припущенням lim
n→∞

(ηn−η)2 =

0 за ймовiрнiстю останнє гарантує збiжнiсть lim
n→∞

E(ηn−η)2 = 0 за теоремою

42. Аналогiчно lim
n→∞

E(η2n − η)2 = 0. Скориставшися нерiвнiстю (x + y)2 ≤
2(x2 +y2) з x = η2n−η та y = η−ηn, робимо висновок lim

n→∞
E(η2n−ηn)2 = 0.

В.в. η2n − ηn має такий же розподiл як

η2n − η′n =: f2n(ξ1, . . . , ξ2n)− fn(ξn+1, . . . , ξ2n)

= f2n(ξn+1, . . . , ξ2n, ξ1, . . . , ξn)− fn(ξn+1, . . . , ξ2n).

Тому lim
n→∞

E(η2n − η′n)
2 = 0. Отже, lim

n→∞
E(ηn − η′n)

2 = 0. Оскiльки η′n не

залежить вiд ηn, то E(ηn−η′n)2 = 2Dηn. Тому за задачею 43 Dη = lim
n→∞

Dηn =

0. Отже, розподiл η є виродженим.

Доведення леми 83. Нехай (ξi)i∈N є незалежними копiями в.в. ξ з функцiєю

розподiлу F . Покладемо

S0 := 0, Sn := ξ1 + . . .+ ξn, n ∈ N,

та позначимо через Fn := σ(ξ1, . . . , ξn) – σ-алгебру, породжену в.в.

ξ1, . . . , ξn, n ∈ N. Нехай F0 = {Ω,�} є тривiальною σ-алгеброю. Рiвняння
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(9.1) можна переписати так: g(x) = Eg(x−ξ), x ∈ R. Тому для кожного фi-

ксованого x ∈ R послiдовнiсть (Xn(x) := g(x−Sn),Fn)n∈N0
є мартингалом.

Дiйсно,

E
(
g(y − Sn)|Fn−1

)
= E

(
g(y − Sn−1 − ξn)|Fn−1

)
= Eg(x− ξ)x=y−Sn−1

= g(x)x=y−Sn−1
= g(y − Sn−1), y ∈ R.

Оскiльки функцiя g є обмеженою, то мартингал є рiвномiрно iнтегровним

за лемою 35. Тому за теоремою 60 вiн збiгається майже напевно до в.в.

X∞(x) для кожного x ∈ R та

Xn(x) = E(X∞(x)|Fn), n ∈ N м.н. (9.2)

Зокрема,

X0(x) = g(x) = E(X∞(x)|F0) = EX∞(x), x ∈ R.

За лемою 85 розподiл в.в. X∞(x) є виродженим. Тому

g(x− ξ1) = X1(x)
(9.2)
= E(X∞(x)|Fn) = X∞(x) = EX∞(x) = g(x).

Звiдси випливає, що знайдеться множина A ∈ R така, що g(x − y) = g(x)

для всiх x ∈ R та всiх y ∈ A. Оскiльки розподiл ξ є неарифметичним

за припущенням, то в множинi A знайдуться або пара точок з як завго-

дно малою вiдстанню, або пара точок a та b таких, що вiдношення a/b є

iррацiональним числом. Отже, неперервна функцiя g або має перiоди, вiд-

ношення яких iррацiональне, або як завгодно малi перiоди. Тому вона має

бути сталою. �

9.2. Експоненцiальний мартингал та тотожнiсть Уол-

да

Нехай (Yn)n∈N є послiдовнiстю заданих на (Ω,F ,P) незалежних копiй ви-

падкової величини Y . Визначимо випадкове блукання, що стартує в нулi

S0 := 0, Sn := Y1 + . . .+ Yn, n ∈ N,



67

а також потiк σ-алгебр F0 := {∅,Ω}, Fn := σ(Y1, . . . , Yn), n ∈ N.

Означення 86. Кумулянтою розподiлу випадкової величини Y називає-

ться функцiя ψ : R 7→ (−∞,+∞], що визначається так

ψ(x) := ln EexY .

Теорема 87. Для фiксованого u ∈ D := {x ∈ R : ψ(x) <∞} визначимо

Xn := exp(uSn − nψ(u)), n ∈ N0.

Послiдовнiсть (Xn)n∈N0
є невiд’ємним мартингалом, що стартує в 1.

Якщо u 6= 0, то мартингал збiгається до нуля майже напевно.

Доведення. Для u ∈ D та n ∈ N0 в.в. Xn є скiнченними, додатними та

Fn-вимiрними. Оскiльки

E
(
Xn+1|Fn

)
= E

(
exp(uSn+1 − (n+ 1)ψ(u))|Fn

)
= exp(uSn − (n+ 1)ψ(u))E

(
exp(uYn+1)|Fn

)
= Xn, n ∈ N0,

то послiдовнiсть (Xn) дiйсно є мартингалом.

Нехай тепер u ∈ D, u 6= 0. За теоремою 49

lim
n→∞

exp
(
(u/2)Sn − nψ(u/2)

)
= X майже напевно,

для деякої м.н. скiнченної в.в. X. Отже,

lim
n→∞

exp
(
uSn − 2nψ(u/2)

)
= X2 майже напевно. (9.3)

Має мiсце представлення

exp
(
uSn − 2nψ(u/2)

)
= exp

(
uSn − nψ(u)

)
exp

(
n(ψ(u)− 2ψ(u/2))

)
.

Згiдно з задачею 94(а) ψ(u) ≥ 2ψ(u/2). Тому при n → ∞ другий доданок

прямує до +∞. З урахуванням (9.3) перший доданок має прямувати до

нуля м.н.
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Наслiдок 88. Якщо IntD 6= ∅, то при фiксованих x ∈ R та n ∈ N має мiсце

представлення

eux−nψ(u) =
∑
k≥0

uk

k!
fk(n, x), u ∈ IntD.

Для кожного k ∈ N послiдовнiсть (fk(n, Sn))n∈N0
є iнтегровним мартинга-

лом.

Доведення. Продиференцiювавши k разiв по u рiвнiсть

E(euSn−nψ(u)|Fm) = euSm−mψ(u), m, n ∈ N0,m ≤ n,

скориставшися задачею 95 та поклавши u = 0, отримаємо

E(fk(n, Sn)|Fm) = fk(m,Sm),

що i доводить твердження.

Можна перевiрити, що fk(n, x) є полiномом степеня k по n i по x. Напри-

клад, f0(n, Sn) ≡ 1, f1(n, Sn) = Sn − nEY , f2(n, Sn) = (Sn − nEY )2 − DSn.
При u ∈ D та u 6= 0 експоненцiальний мартингал(

exp(uSn − nψ(u))
)
n∈N0

(9.4)

збiгається до нуля м.н., i тому не є регулярним. Проте для нього iснують

цiкавi регулярнi моменти зупинки.

Теорема 89. (а) Нехай u ∈ D, u 6= 0 та ψ′(u) ≥ 0. Для кожного a ≥ 0

момент зупинки

τ+
a :=


inf{n ∈ N : Sn ≥ a}, якщо sup

n∈N0

Sn ≥ a,

+∞, якщо sup
n∈N0

Sn < a.
(9.5)

є регулярним для експоненцiального мартингала (9.4). При цьому тото-

жнiсть Уолда ∫
{τ<∞}

euSτ−τψ(u)dP = 1 (9.6)
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виконується для момента запинки τ = τ+
a та, бiльш загально, для ко-

жного момента зупинки τ ≤ τ+
a .

(б) Нехай u ∈ D, u 6= 0 та або ψ′(u) ≥ 0, або ψ′(−u) ≥ 0. Для кожної

пари чисел a, b > 0 момент зупинки

τa,b :=

inf{n ∈ N0 : Sn ≥ a або Sn ≤ −b}, якщо виконується подiя Ac,

+∞, якщо виконується подiя A,

де A = {Sn ∈ (−b, a) для всiх n ∈ N0}, є регулярним для експоненцiального

мартингала (9.4) i задовольняє тотожнiсть Уолда (9.6).

Доведення. (а) Згiдно з теоремою 81 та наслiдком 77 умови

(i) EeuSτ+
a
−τ+

a ψ(u)
1{τ+

a <∞} <∞;

(ii) lim
n→∞

euSn−nψ(u)1{τ+
a >n} = 0

забезпечують те, що кожен момент зупинки τ , що задовольняє нерiвнiсть

τ ≤ τ+
a м.н., є регулярним моментом зупинки для мартингалу (9.4) та те,

що

lim
n→∞

euSn−nψ(u)1{τ=∞} = 0 м.н. (9.7)

Оскiльки експоненцiальний мартингал є невiд’ємним та iнтегровним, то

за другою частиною теореми 79 умова (i) виконується. Для перевiрки умови

(ii) потрiбен допомiжний результат.

Лема 90. Якщо EY ≥ [0,∞] та P{Y = 0} < 1, то для кожного a ≥ 0

випадкова величина τ+
a є майже напевно скiнченною.

Доведення. Якщо EY ∈ (0,+∞], то за посиленим законом великих чисел

lim
n→∞

Sn
n

= EY м.н.

Тому lim
n→∞

Sn = +∞ м.н., i, отже, sup
n∈N0

Sn = +∞ м.н. Якщо EY = 0, то

lim
n→∞

Sn = +∞ м.н. Отже, sup
n∈N0

Sn = +∞ м.н. також i в цьому випадку.

Тому для кожного a ≥ 0 P{τ+
a <∞} = P{sup

n∈N0

Sn ≥ a} = 1.

На (новому) ймовiрнiсному просторi (Ω̂, F̂ , P̂) розглянемо незалежнi

однаково розподiленi в.в. Ŷ , (Ŷk)k∈N з розподiлом

Êh(Ŷ ) = EeuY−ψ(u)h(Y ), (9.8)



70

де h : R → R є довiльною борелiвською функцiєю, а Ê позначає матема-

тичне сподiвання, що вiдповiдає P̂. Скориставшися iндукцiєю, перевiримо

виконання рiвностей

Êh(Ŝ1, . . . , Ŝn) = EeuSn−nψ(u)h(S1, . . . , Sn), n ∈ N, (9.9)

де h : Rn → R є довiльною борелiвською функцiєю, а

Ŝn := Ŷ1 + . . .+ Ŷn, n ∈ N.

Припустимо, що (9.9) виконується для n ≤ m − 1. Покладемо

h∗(x1, . . . , xm−1) = Êh(x1, . . . , xm−1, xm−1 + Ŷm) та зазначимо те, що вна-

слiдок незалежностi (Ŷk), Êh∗(Ŝ1, . . . , Ŝm−1) = Êh(Ŝ1, . . . , Ŝm). Тому

EeuSm−mψ(u)h(S1, . . . , Sm) = EE
(
euSm−mψ(u)h(S1, . . . , Sm)|Fm−1

)
= EeuSm−1−(m−1)ψ(u)E

(
euYm−ψ(u)h(S1, . . . , Sm)|Fm−1

)
= EeuSm−1−(m−1)ψ(u)h∗(S1, . . . , Sm−1)

= Êh∗(Ŝ1, . . . , Ŝm−1)

= Êh(Ŝ1, . . . , Ŝm).

Скориставшися рiвнiстю (9.8) маємо

ÊŶ = EeuY−ψ(u)Y = ψ′(u) ≥ 0.

Згiдно з рiвнiстю (9.9)

EeuSn−nψ(u)1{τ+
a >n} = EeuSn−nψ(u)1{S1<a,...,Sn<a}

= P̂{Ŝ1 < a, . . . , Ŝn < a} = P̂{τ̂+
a > n},

де τ̂+
a визначається в термiнах (Ŝn) у такий же спосiб, як величина τ+

a

визначалася в термiнах (Sn). Тому за лемою 90

lim
n→∞

EeuSn−nψ(u)1{τ+
a >n} = 0,

що доводить властивiсть (ii).

Згiдно з пунктом (в) теореми 76, якщо момент зупинки τ1 є регуляр-

ним для мартингалу (Xn), то X0 = E(Xτ1|F0) м.н. Тому EXτ1 = EX0.
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В нашому випадку права частина останньої рiвностi дорiвнює 1, а лiва -

EeuSτ−τψ(u)1{τ<∞} для кожного момента зупинки τ .

(б) Якщо ψ′(u) ≥ 0, скористаємось нерiвнiстю τa,b ≤ τ+
a м.н. За вже доведе-

ним пунктом (а) теореми τ+
a є регулярним моментом зупинки. Тому момент

зупинки τa,b є регулярним за наслiдком 94. Виконання тотожностi Уолда

(9.6) для τa,b одразу випливає з пункту (а) теореми. Якщо ψ′(−u) ≥ 0, ви-

користовуємо нерiвнiсть τa,b ≤ τ−b м.н., де в.в. τ−b визначається у такий же

спосiб як τ+
b , але для випадкового блукання (−Sn), та таку ж аргументацiю

як вище.

Приклад 91. Нехай в.в. Y набуває цiлих значень, що не перевищують оди-

ницi, та P{Y = 1} > 0. Якщо EY < 0, то для a ∈ N

P{τ+
a <∞} = e−au0, (9.10)

де u0 > 0 є єдиним розв’язком рiвняння ψ(u) = 0.

Внаслiдок припущень D = R i знайдеться u∗ ≥ 0 таке, що ψ′(u∗) = 0

i ψ′(u) > 0 для u > u∗. Оскiльки Sτ+
a

= a м.н. на множинi {τ+
a < ∞}, то

згiдно з тотожнiстю Уолда (9.6)∫
{τ+

a <∞}
e−ψ(u)τ+

a dP = e−ua при u ≥ u∗.

Оскiльки EY < 0, то ψ′(0) < 0. Тому ψ(u∗) < 0, i рiвняння ψ(u) = 0 має

єдиний розв’язок u0 > u∗ ≥ 0. Пiдставивши в останню центровану формулу

u = u0, отримаємо (9.10).

Покладемо

Un := Sn − nEY, Wn := (Sn − nEY )2 − nDY, n ∈ N0,

припускаючи, що EY < ∞ для першої послiдовностi i що EY 2 < ∞ – для

другої. Можна показати, що iнтегровнi мартингали (Un) та (Wn) осцилю-

ють, тобто

lim
n→∞

Un = −∞ та lim
n→∞

Un = +∞1,

i, отже, вони не є регулярними. Наступний результат описує деякi регулярнi

моменти зупинки для цих мартингалiв.
1Такi самi спiввiдношення виконуються i для Wn.



72

Теорема 92. За умови E|Y | <∞ кожен iнтегровний момент зупинки τ

є регулярним для (Un) При цьому

ESτ = EτEY.

За умови EY 2 <∞ кожен iнтегровний момент зупинки τ є регулярним

для (Wn). При цьому

E(Sτ − τEY )2 = EτDY.

Доведення. Для доведення першої частини теореми можемо вважати, що

EY = 0. За припущенням Eτ < ∞, тому τ < ∞ м.н. Отже, lim
n→∞

Sτ∧n = Sτ

м.н.

Покажемо, що за умови E|Y | <∞ збiжнiсть має мiсце також у L1. Перш

за все зазначимо, що

|Sτ∧n − Sτ | =
∣∣∣∣ ∑
m≥n+1

Ym1{τ≥m}

∣∣∣∣ ≤ ∑
m≥n+1

|Ym|1{τ≥m}, n ∈ N0 м.н. (9.11)

Далi

E
∑
m≥1

|Ym|1{τ≥m} =
∑
m≥1

E
(
E(|Ym|1{τ≥m}|Fm−1)

)
= E|Y |Eτ <∞,

зокрема,

lim
n→∞

E
∑

m≥n+1

|Ym|1{τ≥m} = 0.

Тому

E|Sτ∧n − Sτ |
(9.11)
≤ E

∑
m≥n+1

|Ym|1{τ≥m} → 0, n→∞.

Залишається зазначити, що за теоремою 60 мартингал (Sn) є регулярним.

Отже, τ є регулярним моментом зупинки для (Sn), звiдки, зокрема, випли-

ває те, що ESτ = ES0 = 0.

Покажемо тепер, що за умови EY 2 <∞ збiжнiсть має мiсце також у L2.

При l < m, l,m ∈ N0

EYl1{τ≥l}Ym1{τ≥m} = E
(
E(Yl1{τ≥l}Ym1{τ≥m}|Fm−1)

)
(9.12)

= E
(
Yl1{τ≥m}E(Ym|Fm−1)

)
= EY E

(
Yl1{τ≥m}

)
= 0.
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Оскiльки

E
∑
m≥1

Y 2
m1{τ≥m} =

∑
m≥1

E
(
E(Y 2

m1{τ≥m}|Fm−1)
)

= EY 2Eτ <∞,

то

lim
n→∞

E
∑

m≥n+1

Y 2
m1{τ≥m} = 0.

Тому

E(Sτ∧n − Sτ)
2 (9.11)

= E
( ∑
m≥n+1

Ym1{τ≥m}

)2

= E
∑

m≥n+1

Y 2
m1{τ≥m} + 2E

∑
n+1≤l<m

Yl1{τ≥l}Ym1{τ≥m}

(9.12)
= E

∑
m≥n+1

Y 2
m1{τ≥m} → 0, n→∞.

Згiдно з задачею 43 спiввiдношення Sτ∧n
L2→ Sτ , n → ∞ гарантує збi-

жнiсть S2
τ∧n в середньому до S2

τ . Оскiльки lim
n→∞

(τ ∧ n) = τ м.н. та за те-

оремою Левi про монотонну збiжнiсть lim
n→∞

E(τ ∧ n) = Eτ , то за задачею

44 τ ∧ n L1→ τ , n → ∞. Отже, Wτ∧n = S2
τ∧n − (τ ∧ n)DY збiгається в сере-

дньому до Wτ . За теоремою 60 мартингал (Wτ∧n) є регулярним. Тому τ є

регулярним моментом зупинки для (Wn), звiдки, зокрема випливає те, що

EWτ = EW0 = 0.

Приклад 93. Якщо EY > 0, то для кожного a ≥ 0 момент зупинки τ+
a ,

визначений у (9.5), є регулярним для мартингалiв (Un) та (Wn).

Згiдно з теоремою 92 достатньо показати, що в.в. τ+
a є iнтегровною. По-

слiдовнiсть (Uτ+
a ∧n), що стартує в нулi, є iнтегровним мартингалом за тео-

ремою 76. Тому EUτ+
a ∧n = EU0 = 0 або, еквiвалентно,

ESτ+
a ∧n = EY E(τ+

a ∧ n).

Припустимо спочатку, що Y ≤ c м.н. для деякого c > 0. Тодi

Sτ+
a

= Sτ+
a −1 + Yτ+

a
≤ a+ c м.н.,
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i

Sτ+
a ∧n = Sn1{τ+

a >n} + Sτ+
a
1{τ+

a ≤n}

≤ a1{τ+
a >n} + (a+ c)1{τ+

a ≤n}

≤ a+ c м.н.

За теоремою Левi про монотонну збiжнiсть

lim
n→∞

E(τ+
a ∧ n)EY = Eτ+

a EY.

Оскiльки вираз пiд знаком границi дорiвнює ESτ+
a ∧n, i, отже, є обмеженим

зверху величиною a+ c, то права частина є скiнченною. Оскiльки EY > 0,

то Eτ+
a <∞.

Розглянемо тепер загальний випадок, коли в.в. Y не є обмеженою звер-

ху. За теоремою Левi про монотонну збiжнiсть lim
c→∞

E(Y ∧ c) = EY . Тому

знайдеться c > 0 таке, що E(Y ∧ c) > 0. Позначимо через τ+
a (c) аналог в.в.

τ+
a для випадкового блукання (Sn(c)) визначеного так

S0(c) := 0, Sn(c) := Y1 ∧ c+ . . .+ Yn ∧ c, n ∈ N.

За доведеним Eτ+
a (c) <∞. Залишається зазначити, що Sn(c) ≤ Sn, n ∈ N0

м.н. Тому τ+
a ≤ τ+

a (c) м.н. i, отже, Eτ+
a <∞.

9.3. Задачi

Задача 94. Довести такi властивостi кумулянти.

(а) На промiжку скiнченностi D = {x ∈ R : ψ(x) < ∞} кумулянта ψ є

опуклою вниз функцiєю, зокрема,

ψ(u/2) ≤ 2−1ψ(u), u ∈ D.

(б) D є вiдкритим чи замкненим iнтервалом, що мiстить 0.

(в) Якщо IntD 6= �, то ψ є нескiнченно диференцiйовною функцiєю на

IntD.

Задача 95. Довести, що для кожного k ∈ N
∂kE(euSn−nψ(u)|Fm)

∂uk
= E

(
∂keuSn−nψ(u)

∂uk

∣∣∣∣Fm)
.
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Роздiл 10

Мартингали та простори Орлiча

10.1. Функцiї Юнга

Нехай функцiя ϕ : [0,∞) 7→ [0,∞) не спадає, є неперервною злiва та ϕ(0) =

0. Функцiя Φ, визначена так

Φ(t) :=

∫ t

0
ϕ(s)ds, t ≥ 0,

не спадає, є неперервною та опуклою. Припустимо, що lim
t→∞

ϕ(t) = ∞. За

задачею 105 останнє спiввiдношення еквiвалентне такому lim
t→∞

Φ(t)
t = ∞.

Визначимо функцiю ψ : [0,∞) 7→ [0,∞) так

ψ(0) := 0, ψ(u) := sup{t > 0 : ϕ(t) < u}, u > 0.

Так побудована функцiя називається узагальненою оберненою до ϕ. По-

кладемо Ψ(v) :=
∫

[0,v] ψ(u)du, v > 0.

Означення 96. Пара функцiй Φ та Ψ називаються функцiями Юнга.

Функцiя Φ називається спряженою до Ψ, i навпаки.

Наведемо два приклади функцiй Юнга.

Приклад 97. 1.
(
Φα(t) := (1+α)−1t1+α,Ψα(v) := Φ1/α(v)

)
є функцiями Юн-

га, що вiдповiдають парi
(
ϕα(s) := sα, ψα(u) := ϕ1/α(u)

)
. Зокрема, функцiя

Юнга Φ1 є спряженою до себе.

2.
(
Φ(t) := et− t−1,Ψ(v) := (1+v) ln(1+v)−v, v ≥ 0

)
є функцiями Юнга,

що вiдповiдають парi (ϕ(s) := es − 1, s ≥ 0, ψ(u) := ln(1 + u)).
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Мал. 1

На малюнку 1 побудовано графiки деякої функцiї ϕ та узагальненої

оберненої до неї. Загальне правило побудови графiку ψ за графiком ϕ таке.

Дзеркально вiдображаємо першу координатну чверть вiдносно осi абсцис,

пiсля чого повертаємо її на 90◦ проти годинникової стрiлки. При цьому

точки розриву (промiжки сталостi) ϕ мають бути перетворенi у промiжки

сталостi (точки розриву) ψ.

З означення ψ випливають нерiвностi

ψ(ϕ(s)) ≤ s, ψ(ϕ(s) + ε) ≥ s, s > 0, (10.1)

при цьому друга з них виконується для довiльного ε > 0. Звичайно, якщо

функцiя ϕ строго зростає, то перша нерiвнiсть виконується як рiвнiсть,

а друга нерiвнiсть виконується як строга нерiвнiсть. Проте, якщо, напри-

клад, функцiя ϕ є сталою на промiжку [s − δ1, s + δ2], для δ1 > 0, δ2 ≥ 0,

то ψ(ϕ(s)) = s− δ1 < s.

Очевидно, що функцiя ψ не спадає та що lim
u→∞

ψ(u) = ∞. Покажемо,

що вона є неперервною злiва. Припустимо iснує точка u, у якiй вона не є

неперервною злiва. Тодi знайдеться h таке, що для кожного ε > 0 ψ(u−ε) <
h < ψ(u). Але тодi u− ε ≤ ϕ(h) < u, що неможливо внаслiдок довiльностi

ε. Перевiримо виконання рiвностi

ϕ(t) = sup{u > 0 : ψ(u) < t}, t > 0,

що стверджує, що узагальнена обернена до узагальненої оберненої до ϕ

є ϕ. Внаслiдок першої нерiвностi у (10.1) для малих δ > 0 виконується
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нерiвнiсть

ψ(ϕ(s− δ)) ≤ s− δ < s.

Тому ϕ(s − δ) ≤ sup{u : ψ(u) < s}. Оскiльки ϕ неперервна злiва, то

ϕ(s) ≤ sup{u : ψ(u) < s}. Виберемо довiльне u таке, що ψ(u) < s. З

означення ψ випливає нерiвнiсть ϕ(s) > u. Тому ϕ(s) ≥ sup{u : ψ(u) < s}.
З малюнку 2 зрозумiло, що площа прямокутника зi сторонами довжини

t та v не перевищує суми площи фiгури, що знаходиться пiд графiком та

вiдповiдає значенням s ∈ [0, t] (вона дорiвнює Φ(t)) та площi фiгури, що

знаходиться над графiком та вiдповiдає значенням u ∈ [0, v] (вона дорiвнює

Ψ(v)). Отже, виконується нерiвнiсть Юнга

tv ≤ Φ(t) + Ψ(v), t, v ≥ 0.

При цьому, якщо v ∈ [ϕ(t), ϕ(t+ 0)], то має мiсце рiвнiсть

tv = Φ(t) + Ψ(v).

Зокрема,

tϕ(t) = Φ(t) + Ψ(ϕ(t)), t ≥ 0. (10.2)

Мал. 2

Означення 98. Функцiя f : [0,∞) → [0,∞), що не спадає та задовольняє

властивiсть

sup
t>0

f(at)

f(t)
<∞ для деякого a > 1,

називається функцiєю мажорованої змiни.
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З елементами теорiї функцiй мажорованої змiни можна ознайомитися

на с. 94-99 книги [3].

При роботi з функцiями Юнга (як i з iншими класами функцiй) ва-

жливо знати, наскiльки швидко вони зростають на нескiнченностi. При

цьому зручною характеристикою є належнiсть або неналежнiсть даної

функцiї класу функцiй мажорованої змiни. Наприклад, функцiя Юнга

Φα(t) = (α + 1)−1tα+1, α > 0 є функцiєю мажорованої змiни, а функцiя

Юнга Φ(t) = et − t − 1 – нi. Наступний результат мiстить критерiй нале-

жностi функцiй Юнга класу функцiй мажорованої змiни.

Лема 99. Для функцiї Юнга Φ такi умови є еквiвалентними.

(а) sup
t>0

Φ(at)
Φ(t) <∞ для деякого a > 1;

(б) sup
t>0

ϕ(at)
ϕ(t) <∞ для деякого a > 1;

(в) sup
t>0

tϕ(t)
Φ(t) <∞.

Кожна з цих умов гарантує iснування додатної константи A такої, що

Ψ(ϕ(t)) ≤ AΦ(t), t ≥ 0, (10.3)

де Ψ є функцiєю Юнга, спряженою до Φ. Бiльш загально, для кожного

ε > 0 знайдеться константа Cε > 0 така, що

CεΨ(ϕ(s)/Cε) ≤ εΦ(s), s ≥ 0, (10.4)

звiдки випливає нерiвнiсть

uϕ(v) ≤ CεΦ(u) + εΦ(v), u, v ≥ 0.

Доведення. (б)⇒(а). Нехай ϕ(as) ≤ Bϕ(s) для кожного s ≥ 0. Тодi

Φ(at) = a

∫
[0, t]

ϕ(as)ds ≤ Ba

∫
[0, t]

ϕ(s)ds = BaΦ(t), t ≥ 0.

(а)⇒(в). Нехай Φ(at) ≤ CΦ(t) для кожного t ≥ 0. Тодi

(a− 1)tϕ(t) ≤
∫

[at, t]
ϕ(s)ds ≤ Φ(at) ≤ CΦ(t), t ≥ 0.

Отже, tϕ(t) ≤ C ′Φ(t) для всiх t ≥ 0, де C ′ := C/(a− 1).
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(в)⇒(б). Нехай sϕ(s) ≤ DΦ(s) для кожного s ≥ 0. Вибираючи α ∈ (0, 1)

так, щоб D(1− α) < 1, та використовуючи те, що ϕ не спадає, маємо

sϕ(s) ≤ DΦ(s) = D

( ∫
[0, αs]

ϕ(u)du+

∫
[αs,s]

ϕ(u)du

)
≤ D

(
αsϕ(αs) + (1− α)sϕ(s)

)
.

Тому ϕ(s) ≤ D′ϕ(αs) для всiх s ≥ 0, деD′ := Dα(1−D(1−α))−1. Поклавши

t = αs, отримаємо бажане.

Виконання нерiвностi (10.3) одразу випливає з рiвностi (10.2) та умови

(в) леми. Далi, нехай ϕ(at) ≤ Bϕ(t) для кожного t ≥ 0. Тодi

ϕ(t) ≤ Bnϕ(a−nt), t ≥ 0, n ∈ N.

Оскiльки функцiя ψ не спадає, то

ψ(B−nϕ(t)) ≤ ψ(ϕ(a−nt))
(10.1)
≤ a−nt, t ≥ 0, n ∈ N.

Скориставшися нерiвнiстю Ψ(v) ≤ vψ(v), v ≥ 0, маємо

BnΨ(B−nϕ(t)) ≤ ϕ(t)ψ(B−nϕ(t)) ≤ a−ntϕ(t) ≤ a−nDΦ(t),

при цьому остання нерiвнiсть випливає з умови (в) леми. Для заданого

ε > 0 виберемо найменше n ∈ N таке, що a−nD ≤ ε, та покладемо Cε := Bn.

Це доводить нерiвнiсть (10.4). Нарештi, скориставшися нерiвнiстю Юнга,

отримаємо для u, v ≥ 0

uϕ(v) = Cεu(ϕ(v)C−1
ε ) ≤ Cε

(
Φ(u) + Ψ(ϕ(v)/Cε)

) (10.4)
≤ CεΦ(u) + εΦ(v).

10.2. Простори Орлiча

Зафiксуємо ймовiрнiсний простiр (Ω,F ,P) та пару (Φ,Ψ) функцiй Юнга,

що строго зростають.

Твердження 100. Множина LΦ = LΦ(Ω,F ,P) класiв еквiвалентностi

випадкових величин X, визначених на (Ω,F ,P), для яких iснує принаймнi
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одне значення a > 0 таке, що EΦ(|X|/a) ≤ 1, є лiнiйним пiдпростором

простору L1(Ω,F ,P), що мiстить простiр L∞(Ω,F ,P). Рiвнiсть

||X||Φ := inf{a > 0 : EΦ(|X|/a) ≤ 1}

визначає норму на LΦ, що називається нормою Люксембурга. Крiм

того, знайдуться додатнi константи c1 та c∞ такi, що для кожної ви-

падкової величини X ∈ LΦ виконується нерiвнiсть

c1||X||1 ≤ ||X||Φ ≤ c∞||X||∞. (10.5)

Нормований лiнiйний простiр LΦ є повним (цей банахiв простiр назива-

ється простором Орлiча).

Для випадкових величин X ∈ LΦ та Y ∈ LΨ випадкова величина XY є

iнтегровною та задовольняє нерiвнiсть

||XY ||1 ≤ 2||X||Φ||Y ||Ψ.

Доведення. Для того щоб визначити ||X||Φ для X /∈ LΦ, покладемо

||X||Φ = +∞ у випадку, коли EΦ(|X|/a) > 1 для кожного a > 0.

Нехай ||X||Φ = 0, тобто EΦ(|X|/a) ≤ 1 для кожного a > 0. Оскiльки

функцiя Φ є опуклою, та Φ(0) = 0, то Φ(|X|) ≤ a−1Φ(|X|/a) для кожного

a ∈ (0, 1). Отже, для таких a EΦ(|X|) ≤ a. Тому EΦ(|X|) = 0, звiдки

випливає те, що Φ(|X|) = 0 м.н., i, отже, X = 0 м.н. внаслiдок того, що

функцiя Φ зростає.

Для доведення нерiвностi ||X+Y ||Φ ≤ ||X||Φ+||Y ||Φ достатньо показати,

що

EΦ

(
|X + Y |

||X||Φ + ||Y ||Φ

)
≤ 1,

припускаючи при цьому, що ||X||Φ та ||Y ||Φ додатнi та скiнченнi. Оскiльки

функцiя Φ не спадає i є опуклою, то

Φ

(
|X + Y |

||X||Φ + ||Y ||Φ

)
= Φ

(
||X||Φ

||X||Φ + ||Y ||Φ
|X|
||X||Φ

+
||Y ||Φ

||X||Φ + ||Y ||Φ
|Y |
||Y ||Φ

)
≤ ||X||Φ

||X||Φ + ||Y ||Φ
Φ

(
|X|
||X||Φ

)
+

||Y ||Φ
||X||Φ + ||Y ||Φ

Φ

(
|Y |
||Y ||Φ

)
.
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Переходячи до математичних сподiвань та нагадавши, що EΦ

(
|Z|
||Z||Φ

)
≤ 1

для довiльної в.в. Z ∈ LΦ, отримуємо бажане. Тепер з урахуванням задачi

106 можемо стверджувати, що LΦ є нормованим лiнiйним простором.

Доведемо включення L∞ ⊂ LΦ ⊂ L1 та нерiвнiсть (10.5). Для u0 > 0

такого, що ϕ(u0) > 0, виконується нерiвнiсть

Φ(u) =

∫ u

0
ϕ(s)ds ≥

∫ u

u0

ϕ(s)ds1[u0,∞)(u) = (u− u0)
+ϕ(u0).

Тому для X ∈ LΦ, X 6= 0 маємо

1 ≥ EΦ

(
|X|
||X||Φ

)
≥ ϕ(u0)E

(
|X|
||X||Φ

− u0

)+

.

Це разом з субадитивнiстю функцiї z 7→ z+, z ∈ R дозволяє стверджувати,

що
1

||X||Φ
E|X| ≤ E

(
|X|
||X||Φ

− u0

)+

+ u0 ≤
1

ϕ(u0)
+ u0 <∞,

звiдки випливає iнтегровнiсть в.в. X, а також те, що лiва нерiвнiсть у (10.5)

виконується з c1 := ϕ(u0)
u0ϕ(u0)+1 . Нехай тепер X ∈ L∞, тобто в.в. X набуває

значень зi скiнченного промiжку. Виберемо u1 > 0 таке, що Φ(u1) ≤ 1.

Отже, якщо ||X||∞ = bu1 для деякого b > 0, то EΦ(|X|/b) ≤ 1. Тому

||X||Φ ≤ b. Зокрема, ||X||Φ ≤ u−1
1 ||X||∞.

Покажемо, що простiр LΦ є повним. Нехай (Xn)n∈N0
є послiдовнiстю

Кошi у LΦ, тобто ||Xn − Xm||Φ → 0 при n,m → ∞. Тодi, по-перше, для

довiльного a > 0 знайдеться натуральне N(a) таке, що1

EΦ(|Xn −Xm|/a) ≤ 1 при n,m ≥ N(a). (10.6)

По-друге, знайдеться пiдпослiдовнiсть (np), що не спадає, така, що

lim
p→∞

np = +∞ i що при великих p виконується нерiвнiсть ||Xnp+1
−Xnp

||Φ ≤
2−p. Тому

∑
p≥1 ||Xnp+1

−Xnp
||Φ <∞, i згiдно з (10.5)

∑
p≥1 E|Xnp+1

−Xnp
| <

∞. Звiдси випливає, що ряд
∑

p≥1 |Xnp+1
− Xnp

| збiгається м.н., отже,
1Те, що a у нерiвностi (10.6) може бути вибране незалежним вiд n та m випливає з того, що функцiя

Φ зростає.
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lim
p→∞

Xnp
= X м.н. для деякої м.н. скiнченної в.в. X. Використовуючи не-

рiвнiсть (10.6), а також лему Фату разом з неперервнiстю Φ, отримуємо

EΦ(|Xm −X|/a) ≤ lim
p→∞

EΦ(|Xm −Xnp
|/a) ≤ 1 при m ≥ N(a), (10.7)

звiдки випливає, щоXm−X ∈ LΦ приm ≥ N(a). Отже, згiдно з нерiвнiстю

трикутника

||X||Φ ≤ ||X −Xm||Φ + ||Xm||Φ <∞,

тобтоX ∈ LΦ. Нарештi, з того, що нерiвнiсть (10.7) виконується для довiль-

ного a > 0 випливає, що lim
n→∞

||X−Xn||Φ = 0. Таким чином, ми перевiрили,

що LΦ є банаховим простором.

Скориставшися нерiвнiстю Юнга з u = |X|/||X||Φ та v = |Y |/||Y ||Ψ, де

X ∈ LΦ, X 6= 0 та Y ∈ LΨ, Y 6= 0, отримуємо

E|XY | ≤ ||X||Φ||Y ||Ψ
(

EΦ(|X|/||X||Φ) + EΨ(|Y |/||Y ||Ψ)

)
≤ 2||X||Φ||Y ||Ψ,

що доводить iнтегровнiсть в.в. XY .

Зауваження 101. Нехай функцiя Юнга Φ є функцiєю мажорованої змiни

(необхiднi i достатнi умови для цього мiстяться у лемi 99). Тодi лiнiйний

простiр LΦ збiгається з множиною класiв еквiвалентностi випадкових ве-

личин X, що задовольняють умову EΦ(|X|) <∞.

Дiйсно, припустимо, що

Φ(at) ≤ AΦ(t), t ≥ 0, (10.8)

для деяких a > 1 та A > 0. Для X ∈ LΦ знайдеться n ∈ N таке, що

||X||Φ ≤ an. При цьому

EΦ(|X|/an) ≤ EΦ(|X|/||X||Φ) ≤ 1, (10.9)

внаслiдок того, що Φ зростає. Згiдно з (10.8)

Φ(t) ≤ AΦ(t/a) ≤ . . . ≤ AnΦ(t/an), t ≥ 0, (10.10)

тому

EΦ(|X|)
(10.10)
≤ AnEΦ(|X|/an)

(10.9)
≤ An <∞.
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Для доведення в iншому напрямку припущення про виконання (10.8)

не потрiбне. Якщо EΦ(|X|) ≤ 1, то ||X||Φ ≤ 1. Якщо ж EΦ(|X|) > 1,

то внаслiдок нерiвностi EΦ(|X|/EΦ(|X|)) ≤ EΦ(|X|)/EΦ(|X|) = 1, маємо

||X||Φ ≤ EΦ(|X|).
Якщо Φ не задовольняє нерiвнiсть (10.8), то iснують в.в. X ∈ LΦ такi,

що EΦ(|X|) = ∞. Див. задачу 107.

10.3. Застосування до теорiї мартингалiв

Результати про мартингали у просторах Орлiча є, як правило, узагальне-

ннями класичних результатiв, що мають мiсто у просторах Lp, p ≥ 1.

Ми розглянемо два таких узагальнення. Нехай в.в. X задана на ймовiр-

нiсному просторi (Ω,F ,P), а G є пiд-σ-алгеброю σ-алгебри F . Вiдомо, що

умовнi математичнi сподiвання задовольняють нерiвнiсть∣∣E(X|G)
∣∣ ≤ E

(
|X||G

)
м.н. (10.11)

Отже,

E
∣∣E(X|G)

∣∣ ≤ E|X|.

Ми доведемо, що подiбна нерiвнiсть виконується, якщо норму простору L1

замiнити нормою Люксембурга.

Лема 102. Якщо X ∈ LΦ, то ||E(X|G)||Φ ≤ ||X||Φ.

Доведення. Нехай Z є невiд’ємною в.в. та EΦ(Z) < ∞. Тодi EZ < ∞ i,

отже, в.в. E(Z|G) є м.н. скiнченною. Оскiльки функцiя Φ є опуклою, то,

скориставшися нерiвнiстю Йєнсена (лема 21), отримуємо

E
(
Φ(Z)|G

)
≥ Φ(E(Z|G)) м.н.

Оскiльки EΦ(Z) <∞, то в попереднiй нерiвностi можна перейти до мате-

матичних сподiвань

EΦ(Z) ≥ EΦ(E(Z|G)). (10.12)

Покладемо Z := |X|/||X||Φ. Тодi

1 ≥ EΦ(|X|/||X||Φ) ≥ EΦ(E(|X||G)/||X||Φ) ≥ EΦ(|E(X|G)|/||X||Φ),
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що i доводить лему. Перша нерiвнiсть останнього ланцюжка випливає з

означення норми Люксембурга, друга – з (10.12), а третя – з (10.11) та

того, що Φ не спадає.

Наступний результат узагальнює теореми 66, 68 та 70. Визначимо фун-

кцiю f : R+ → R+ так

f(s) :=

∫
[0,s]

udϕ(u) = sϕ(s)− Φ(s) = Ψ(ϕ(s))

та зазначимо, що вона не спадає.

Теорема 103. Кожен мартингал (Xn)n∈N0
, що є визначеним на фiль-

трованому ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P, (Fn)n∈N0
) та вiдмiнним вiд

тотожнього нуля, та що задовольняє умову sup
n∈N0

||Xn||Φ <∞, є регуляр-

ним i збiгається у LΦ до своєї границi X∞ := lim
n→∞

Xn. При цьому для

довiльного ρ > 1 виконується нерiвнiсть

Ef
( sup
n∈N0

|Xn|

ρ||X∞||Φ

)
≤ 1

ρ− 1
. (10.13)

Зауваження 104. Нехай p > 1. Якщо ϕ(u) = pup−1, то Φ(u) = up. Згiдно з

зауваженням 101 простiр LΦ збiгається з простором Lp. Зокрема, ||X||Φ =

||X||Lp
. При цьому нерiвнiсть (10.13) з пiдхожим вибором ρ зводиться до

нерiвностi Дуба (7.5). Наприклад, у випадку p = 2 можна взяти ρ = 2.

Доведення. Нехай Z є невiд’ємною в.в. та EΦ(Z) < ∞. Оскiльки функцiя

Φ(t) є опуклою, то функцiя t−1Φ(t) не спадає. Тому для довiльного a > 0

виконується нерiвнiсть∫
{Z>a}

ZdP =

∫
{Z>a}

(Z/Φ(Z))Φ(Z)dP ≤ (a/Φ(a))EΦ(Z).

Зазначивши, що σ := sup
n∈N0

||Xn||Φ > 0, скористаємось цiєю нерiвнiстю з

Z = σ−1|Xn|:∫
{σ−1|Xn|>a}

σ−1|Xn|dP ≤ (a/Φ(a))EΦ(σ−1|Xn|) ≤ a/Φ(a),

оскiльки внаслiдок того, що Φ не спадає,

EΦ(σ−1|Xn|) ≤ EΦ((||Xn||Φ)−1|Xn|) ≤ 1.
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Отже,

sup
n∈N0

∫
{σ−1|Xn|>a}

σ−1|Xn|dP ≤ a/Φ(a).

Пригадаємо, що Φ(t) =
∫

[0,s] ϕ(s)ds та що lim
s→∞

ϕ(s) = ∞. Тому за прави-

лом Лопiталя lim
a→∞

(a/Φ(a)) = 0. Таким чином, послiдовнiсть (σ−1Xn)n∈N0

i, отже, (Xn)n∈N0
є рiвномiрно iнтегровною. За теоремою 60 lim

n→∞
Xn = X∞

м.н. та у L1, при цьому Xn = E(X∞|Fn), n ∈ N0 ∪ {∞} м.н.

Покажемо, що при n→∞

||X∞ −Xn||Φ = ||E(X∞|F∞)− E(X∞|Fn)||Φ → 0. (10.14)

Використовуючи представлення X∞ = X+
∞−X−

∞ та нерiвнiсть трикутника,

переконуємось у тому, що це спiввiдношення достатньо встановити для не-

вiд’ємних X∞. Припустимо спочатку, що X∞ ≤ c м.н. для деякого c > 0. З

урахуванням неперервностi функцiї Φ робимо висновок, що для довiльного

a ∈ (0, 1) lim
n→∞

Φ(a−1|X∞ −Xn|) = 0. Оскiльки

|E(X∞|F∞)− E(X∞|Fn)| ≤ E(X∞|F∞) + E(X∞|Fn) ≤ 2c,

то Φ(a−1|X∞−Xn|) ≤ Φ(2ca−1). Тому за теоремою Лебега про мажоровану

збiжнiсть lim
n→∞

EΦ(a−1|X∞−Xn|) = 0. Отже, при великих n ||X∞−Xn||Φ ≤
a, що внаслiдок довiльностi a доводить (10.14). Якщо X∞ набуває як завго-

дно великi значення з додатною ймовiрнiстю, скористаємось представлен-

ням X∞ = X∞∧c+(X∞−c)+ для кожного c > 0. За нерiвнiстю трикутника

||X∞ −Xn||Φ ≤ ||E(X∞ ∧ c|F∞)− E(X∞ ∧ c|Fn)||Φ
+ ||E((X∞ − c)+|F∞)− E((X∞ − c)+|Fn)||Φ.

Згiдно з попередньою частиною доведення перший доданок у правiй части-

нi прямує до нуля при n→∞. Для аналiзу другого доданку запишемо

Φ
(
(2a)−1|E((X∞ − c)+|F∞)− E((X∞ − c)+|Fn)|

)
≤ Φ

(
(2a)−1(E((X∞ − c)+|F∞) + E((X∞ − c)+|Fn))

)
≤ 2−1(Φ(a−1E((X∞ − c)+|F∞)) + Φ(a−1((X∞ − c)+|Fn))

)
≤ 2−1(E(Φ(a−1(X∞ − c)+|F∞)) + E(Φ(a−1(X∞ − c)+|Fn))

)
,
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при цьому для отримання останньої нерiвностi була використана нерiвнiсть

Йєнсена для умовних математичних сподiвань. Таким чином,

EΦ
(
(2a)−1|E((X∞ − c)+|F∞)− E((X∞ − c)+|Fn)|

)
≤ EΦ(a−1(X∞ − c)+).

За теоремою Левi про монотонну збiжнiсть права частина прямує до нуля,

коли c→∞. Тому для довiльних n ∈ N та достатньо великих c > 0

||E((X∞ − c)+|F∞)− E((X∞ − c)+|Fn)||Φ ≤ 2a.

Внаслiдок довiльностi a, остання норма прямує до нуля, якщо спочатку

n→∞, а потiм c→∞.

Згiдно з лемою 69 для a, u > 0

auP{a−1 sup
n∈N0

|Xn| > u} ≤ E|X∞|1{a−1 sup
n∈N0

|Xn|>u}. (10.15)

Припустимо спочатку, що |X∞| ≤ c м.н. для деякого c > 0. Тодi

sup
n∈N0

|Xn| = sup
n∈N0

|E(X∞|Fn)| ≤ sup
n∈N0

E(|X∞||Fn) ≤ c м.н.

Зокрема, Ef(a−1 sup
n∈N0

|Xm|) < ∞. Помноживши нерiвнiсть (10.15) на dϕ(u)

та проiнтегрувавши по u ≥ 0, отримаємо для довiльного b > 0

aE
∫ a−1 sup

n∈N0

|Xn|

0
udϕ(u) = aEf(a−1 sup

n∈N0

|Xn|)

≤ E|X∞|ϕ(a−1 sup
n∈N0

|Xn|)

= bE(b−1|X∞|)ϕ(a−1 sup
n∈N0

|Xn|)

За нерiвнiстю Юнга останнiй вираз не перевищує

bE
(

Φ
(
b−1|X∞|

)
+Ψ

(
ϕ(a−1 sup

n∈N0

|Xn|)
))

= bE
(

Φ
(
b−1|X∞|

)
+f

(
a−1 sup

n∈N0

|Xn|
))
.

Виберемо b = |X∞|Φ та a = ρb. Тодi

(ρ− 1)Ef
(
(ρ||X∞||Φ)−1 sup

n∈N0

|Xn|
)
≤ EΦ

(
||X∞||−1|X∞|

)
≤ 1.

Припустимо тепер, що X∞ ≥ 0 м.н. i що ця в.в. може набувати як завгодно

великi значення з додатною ймовiрнiстю. За твердженням 53 для кожного

c > 0 послiдовнiсть (X
(c)
n )n∈N0

, що визначається так

X(c)
n := E(X∞ ∧ c|Fn)
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є мартингалом. Застосовуючи обчислення, наведенi вище, до цього мартин-

галу, отримуємо

(ρ− 1)Ef
(
(ρ||X∞||Φ)−1 sup

n∈N0

X(c)
n

)
≤ EΦ

(
||X∞||−1(X∞ ∧ c)

)
≤ EΦ

(
||X∞||−1X∞

)
≤ 1.

Залишається зазначити, що при c→∞

sup
n∈N0

X(c)
n = sup

n∈N0

E(X∞ ∧ c|Fn) ↑ sup
n∈N0

E(X∞|Fn) = sup
n∈N0

Xn.

Нарештi, якщо P{X∞ ≥ 0} < 1, то застосуємо отримане при розглядi

попереднього випадку до мартингалу (E(|X∞||Fn))n∈N0
та скористаємось

тим, що норми Люксембурга в.в. X∞ та |X∞| однаковi.

10.4. Задачi

Задача 105. Показати, що для функцiй ϕ та Φ, визначених у пiдроздiлi

10.1., умови lim
t→∞

ϕ(t) = +∞ та lim
t→∞

Φ(t)
t = +∞ є еквiвалентними.

Задача 106. Перевiрити виконання рiвностi ||cX||Φ = |c|||X||Φ для X ∈ LΦ

та c ∈ R. Показати, що LΦ є лiнiйним простором.

Задача 107. Нехай Φ(t) = et − t − 1. Вказати розподiл в.в. X ∈ LΦ, для

якого EΦ(|X|) = ∞.

Вказiвка: Для в.в. X зi стандартним показниковим розподiлом ||X||Φ =

2−1(1 +
√

5), проте EΦ(X) = ∞.
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